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第 一 в 
整数 之 分 解 : 
ERRE ШЕЖЕ Ep Sh TSP _ 


а, Б, n, p. l, м, у, 


代表 整数 。 本 章 之 目的 在 落 朋 唯一 分 解 定理 〈 定 理 5.3), ЛДЕ. 
$ 1， 整 除 E. 自然 数 是 指 1,2, 3, … 之 一 而 言 ;整数 乃 指 


р u ш 
Эчан, ыша SQ a . 2. . . 


2.,—2,—1,0,1,2,— 
之 一 而 言 。 故 自然 数 朗 正 整 数 。 显然 二 整数 之 和 、 差 、 积 仍 需 整 数 ， 此 项 性 
质 可 述 得 :“ 谐 整数 所 成 之 集 ,对 加 、 减 , 乘 所 种 过 算 自封 
ба 0—30. 今后 常 以 [a] 表 最 大 之 整数 不 超过 а 者 。 例如 
| [3] =3, [V7]=1, [я] =3, [- я] = –4. 
# a ЖЕ, ВЯ [a] WB а 之 整数 部 分 ;显然 有 下 之 不 等 式 : 
[a] <a <la] +1. 
仿 取 а 篇 有 理 数 所 ,5 > 0， 则 有 


<“ [5 <1, | | 
部 


立 得 
GHEZ 0<r<b. 
由 此 可 得 : 
定理 1. 任 与 二 整数 a 及 5 (020), 必 有 二 整数 2 及 + 使 
a=qb+r, 0<r<b. + 
| 


. кз и тЫ 
А MERETE: TFL: 

у . . , . а . . L i По 

F r 1 一 ТЇ 5 : . КОН „СААЛЬ sy UI а i Ыш б: ЛАША, ШЕШ 


- = торан самаан Вай ыт 


: 
x 


асареро ичн ee 7 ` 


AAF. T SC тты: атре Rm СС Ч у С С^?" т 


2 


数 И] 这 В| 


r ҖИ b ER a 所 得 之 最 小 剩余 


Е ФЕ. ЕЛЕК 0, На 名 篇 b 之 倍数 . 换 革 之 , 若 有 一 整数 c, 


使 得 


表示 b 不 能 整除 a. | 
E а= bc, W b За XE 1, ДЇ > ВВ a ZEKE. 


a= 0с, 
ДИТЯ ó 可 整除 a ; a MA b СЕ, b В a 之 因数 ,以 
| b|a 
表 之 ， WARA 

lla, b| 0 
对 任 一 a 0 有 ` 
| ala 

又 以 

bra 


关於 整除 性 ,显然 有 下 列 定 理 : 
定理 2. #15-50, с-50, H 
1) Ра, сё, KJ cla; 
2) 车 bla, BJ belac; 
3) Æ cjd, cje, WIEKI т. п, Ж 
сат + en. 
定理 3. 车 4b 是 4 Арк, А 
1 < [21 < |а|. 


BAL Жоп BERK | 2 | (al. 
= 题 2. = n Е, Н! 


[a] + [a+ | + [a =] = tra). 


1 ЛА 3. 证 明 不 等 式 
[2а] + [28] > [а] + [а + В] + [8]. 
$2. ЖЕНЕ. 今 将 自然 数 分 篇 二 类: 


中 
ылы. 


онай Ч ый Ки kum Шит су; тран +. 


т. = саа ЫАР ж РР, ыл ль нь t-i 


本 фот ИЕА ы о 


N > 


其 中 gq1, e, 4 ЖЕШ. 定理 已 明 ， 


第 一 章 整 数 之 分 解 3 


(1) i， 只 有 自然 数 1 篇 其 因数 ; 

(ü) р, 恰 有 二 自然数 1 及 p НЕН. REZ, р 5А 1 нж 
Ир УЕ ВАШ; 

Gi) n, 有 芙 因数 之 自然 数 . (此 类 之 数 , 有 两 个 以 上 的 因数 .)、 

第 二 类 数 名 篇 素数 (prime), Ж ВАНА (composite number). £ 
май р RRA, 
2 JH BB 36 08:2 880; жасакка. 题 然 大 从 2 之 偶数 
BERR. 
= 定理 1 #1 之 自然 数 此 可 分 解 乱 素数 之 积 ， | 

证 : Жп BRR, EHRE., CR ” 非 素数 ,而 а, Н ЈАРЕ. H 
定理 1.3， 可 知 4, 篇 素数 ， 命 

n = qi ni, 1 <ni < n. 
# m BARR, HIRE КА, ДИВ 2, 篇 由 之 最 小 素 因 数 ,而 得 
n = 414212, 1< n, < ní <.n, 

续 行 此 法 ,得 n > n > n > … > 1. 此 项 手续 ,不 能 超过 ”次 , 故 最 后 必得 


n = q1 q2’ q. 


例如 : 10725 = 31.52.111.131, 
将 定理 1 ИНВЕ ЕВЕ: 
n = p 1 рз... prk, a1>0,a>0,.…, a> 0, 
Pi < Pa < < P. 

此 式 名 篇 ZEE MU RAN EER. 

А ВПАЛ ЖИШШ”, ШИЕ 55 PREZ. 

$3. ЖЖ. 最 初 之 若干 素数 坊 

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, --- ! 

Ф N ERRAK RH N ZERB = AMEN Eratosthenes FS 
能 法 者 。 车 s <N, 而 n ERB n 必 篇 一 不 大 从 УМ ZERE. Е 
先 列 下 所 有 不 超过 N 之 整数 : | 


m man ке м СИРРАИ оон че. . . 2. 


‚ 4 数 аз Ñ B| 


2,3,4, 5, 6,.…, N. 


. ч 


Я: 
(1) 4, 6, 8, 10, ... Вун 2” 起 之 一 切 偶 数 ; 
(ш) 9, 15, 21, 27, … ЁП 32 起 之 一 切 3 的 倍数 : 
Gi) 25, 35, 55，65,，… ВИН 52 起 之 一 切 5 的 倍数 ;… 
ВВ ЕКА VN 之 素数 之 倍数 , 概 行 除 去 以 和 后, БТК ЖПК М 
之 素数 ， 现 在 所 做 出 之 素数 表 , 无 一 不 由 此 法 上 略 加 炙 化 而 得 者 . 
素数 表 之 最 准确 者 篇 Lehmer Æ: List of prime numbers from 1 to + 
10,006,721, Carnegie Institution, Washington 165 (1914). 7 
Lehmer 2384508272 8322: Factor table for the first ten millions, Carnegie : 


Institution, Washington 105 (1909). 


我 们 已 知 一 个 39 位 的 素数 | ` 
217 — | = 1701, 41183, 46046, 92317, 31687, 30371, 58841, 05727. | 
而 
180 (2127 — 1)?+1 
则 是 一 个 79 位 的 素数 ， 
至 自前 篇 止 ,所 知道 的 最 大 的 素数 篇 2291 — 1, 4& 687 Fr. 
2257 — 1 = 231, 58417, 84746, 32390, 84714, 19700, 17375, 81570, 
` 65399, 69331, 28112, 80789, 15168, 01582, 62592, 79871. 
此 乃 最 大 之 复合 数 , 而 未 能 党 出 其 分 解 式 者 。 HRE И p A ЗЕ ИИ ЖЖ 
方法 。 ЖЕНЫ РЕ, 但 不 涉及 其 元 长 计算 (F $3.9 及 
$16.15). ЯХЯ 5,000 以 天 之 素数 表 附 在 第 三 童 之 未 . 
54. 整数 之 模 。 模 (modulus) ЖАННЫ Е. вах, Y 
m X n НЕ, m + n ДАН. 只 有 0 ЕЯ. Уи 
整数 成 一 模 。 Л, k 之 倍数 也 成 一 模 . 
今 所 讨论 者 乃 仅 有 整数 之 模 。 由 定义 易 知 : 
定理 1. | 
1) 任何 模 中 必 合 有 0; 
2) а, b 在 模 中 ,如 am + bn КА, m, п 篇 任何 整数 ， 


RE a ..—_. 
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证 : 1) 模 中 任 取 一 数 a， 则 0 = a 一 a 在 模 中 . 

2) Ж а Æa, Д 24 二 a+ a, За = 2a 十 a,…, та Же Rig 
nb IERP. 故 得 定理 。 

定理 2. На 及 b, RATAJA am + bn 之 整数 成 一 模 . 

此 定理 至 乱 明 显 , ARGH, 

定理 3. 任 一 非 雾 之 模 , 必 和 雹 一 正 整 数 之 族人 倍数 所 成 之 集合 ， 

Ш: Фф 4 需 此 模 中 之 最 小 正 整数 ， 则 其 他 之 数 必 需 此 И 
不 然 , 设 在 模 中 而 非 4 之 倍数 , 旭 由 定理 1.1， 有 二 整数 4 及 + 使 

n=dq +r, 1<+r<d. 

由 模 之 定义 ,可 知 r= 24 在 此 模 中 ; 此 奥 4 之 原 假定 之 性 里 相 违背， 故 
模 内 其 他 各 数 必 需 d 之 倍数 . KE d 在 模 中 , 则 4 之 倍数 亦 在 模 中 。 定理 
已 明 ， 

ЕФ. фо, р 篇 二 整数 . 於 定理 3 中 取 形 如 am + bn 所 成 之 模 , НИИ 
定理 怀 明 中 所 得 之 d 名 篇 а, b 之 最 大 公 因 数 , 以 (а, b) RZ., 

定理 4. (a,b) BiTA: 

_ (1) 有 整数 x, y, 使 (a, b) = ax + by; 

Cii) SHESHE х,у, UA (а, Вх + by; 

Gü) 洲 ela, elb, Д e|(a, b). 
(由 Gü) 可 知 , 最 大 公 因 数 序 最 大 的 公共 因数 ,) 

Е: G) 及 Gi) 可 由 定理 4.3 ул, GD 可 由 G) ине. 

Я. Ж(а,ь)=1, Hj a, МН. | 

HE: 在 定理 3 УННЕР, 实 已 提示 一 通常 所 部 知之 求 最 大 公 因 数 法 В 
МЕНЕЕ. БЕ Eudid 计算 法 。 我国 素 九 避 从 数学 九 章 (1247 年 ) h 
FREALZ. 

Я. Жа= 323, b= 221, 由 Euclid 算法 可 得 

323 = 221 .1 + 102. 
Ж 102 Ж ах + by 之 整数 模 中 ， 又 
221 = 102:2 + 17, 


— wna w" rr ee 


че -— 


пе чыч ле се эсс з 


mec om ре парные тит та 


яр риши „шшш. шшш. ето 


6 数 Н іН 5] 
故 17 WERP. 因 
102 = 17.6, 
故 17 ВА ВЕЛЕНО ВП 17 = (323, 221). 用 此 法 可 求 出 定理 4 (0) 
hZ х Б у. H 
17 = 221 — 2 - 102 
= 221 — 2(323 — 221) 
= 3. 221 — 2.323, 


Ék x= —2, у= 3, 


С Ей Ë 
55. 唯一 分 解 定理 . 
定理 1， Жр 篇 素数 且 plab, A pla, 或 р|Ь. 
证 : Ж pra, А] (а, р) =1. 由 定理 4.4， 知 有 二 整数 х, у, # 
ха + ур = 1. 
Ж 
xab + уБ p = 0. 
{Н plab, ж p| b. 
定理 2. #с>0, Ж (а,Ь) = d, Bi] (ас, bc) = де. 
证 : НУ 
ка + yb = d, 
或 


хас + ybc = dc, 


Ж (ас, bolde. 另 一 方面 , 由 dia, 可 得 cdl|ca; 同样 ,cdjc8。 故 de] (вес). 


合 此 二 结论 立 得 定理 . 
ЁЗ. „Иан М. Мах ЖЖЕНИЕ, п HRE hH | 

一 之 方法 表 篇 素数 之 积 ， Е 
0: ”由 定理 1 显然 可 知 ,车 | 

plabe- 1, 

А] р 必 整 除 a,b,c, с 1 中 之 一 。 特 如 a,b,c, ,1 RARR, р VA 

a,b,c, Г 中 之 一 ， a 
假定 


- | Ф 
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` `! | | n = pit pio рый = q qz с фу! 
篇 п 之 二 种 标准 分 解 式 ， 则 由 上 述 原 旭 , 任 一 р 1%, g 中 之 一 ， 而 任 一 4 р 
И 六 中 之 一 ， ЖА=;. HA 
21 <Р < --- <р, Ф < q; < < qk, 
可 知 | 
P: = qi, 1<;:< 8. 
车 a; > bi, НЦ p” 除 之 ,可 得 


a, а. —6. а 


b b. 5. Ë 
k pt.. i-l 1+1... kË 
Р, Р; `. Pr = P, `° Pia P;,1 P, 


EAR р, АШК ШЛГЕН, НАСТАВ. 同样 a < 也 不 可 能 ， 故 a= bi, 
而 得 定理 . 
. ЖИНЕЛ 1 篇 素 数 之 道理 。 因 篇 如 把 1 RAKK, ДИЕ ”之 
”标准 分 解 式 前 ,可 乘 以 1 之 任何 次 震 , 而 唯一 性 被 破 壤 类 . | 
AlL РАВНЫ ОНИ + 之 数 )， 


logio 2 5 V 2. 
2. 车 已 知 


1024? 


logo 2025. = д, lor 102 =b. lbg, SE = 
810 1024 8, 9810 1023.1025 > OB 80:82 ©; 


1 lo _ 125 _ =a [о __99? _ = e 

| 810 124.126 > Bo 98.100 © 

š Bl x | | 
196 logi 2 = 59 + 5a + 8b — 3с — 84 + 4e. 


| ЕВА a,b,c, d,e RH logu 3 及 08041; 再 用 此 法 以 求 logio 2 至 小 数 第 
十 位 ,以 说 明 此 法 在 实际 计算 上 有 用 处， (已 知 logs 10 = 2.3025850930.) 
и $6. ЖХДИ ЕКЕЖ pA 59. 

. 定理 1. Фр АЕ, р, U, р, ВНЖ В 


а = pi °° phs, а, >O, 
y b = pi’ «=з pts, b, 2 0, 


Pi <pr< < p,, 
ДЇ | 


(а, b) = p11 ph, 


8 数 论 前 8] 


其 中 с, = min (a,, Б). НЕМАН min (ху, зс, хл) R n 个 数 л, с 
x, 中 之 最 小 者 。 

此 定理 乃 属 显然 . 

= # бра, b ВОЕН, а, b КРАН a, b 之 公 倍 数 ;其 
中 之 最 小 正 数 名 篇 最 小 公 倍 数 . 公 倍 数 之 存在 ,站 无 问题 , 因 ар ВОН; Ж 
最 小 公 倍 数 之 存在 , 亦 无 问题 . 

定理 2. 如 定理 1 ZBE, a,b 之 最 小 公 倍 数 篇 


2 


e = рї. p, 

其 中 e, = max (a, ó), 此 上 看 及 今后 将 以 max (x1,…, хо) 表 n И z , sAn 
中 之 最 大 者 . 

证 : 显然 。 可 篇 a 及 Ь 所 整除 。 反之 ,车 
| | e = ру" 6р": 
可 篇 а Е, | а << mi. KE e 可 篇 а 及 b КВК, Е a, < m, 
b, < т,, ÉD max (а,, y) Sm. kele. ВИ. 

显然 可 得 : | 

定理 3. а, 之 任 一 公 倍数 必 篇 其 最 小 公 倍 数 之 倍数 . 

定理 4 以 [a,b] # а, b 之 最 小 公 倍数 , 则 

[a, b] (a, b) = аё. 


请: е | 
а = pfit P“, b = рй ... pr, b < p; <-> < P. 
АУ 
аЬ = p11th ... pette , 
又 
[4 | b] (a | 5) 一 pia x (Gb) +min (a,b) ... p max (в,,6;) tmin (а,б) „ 
С R ДАУ НА 


х + y = max (x ,y) + min (х,у) 
部 是 ， 但 此 乃 显 然 , 故 得 定理 . | 
АНЕ ЖЕ S ЕС ЕК ЖД ЛЕШ. ao, а 之 最 大 公 
因数 篇 
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(ar, t a ,) = (а, K 4-1), 4») ; 


其 最 小 公 倍 数 篇 
CRETA = [ [al ,… ,an-1I] an]. 
定理 5. 命 
а1 = bi ... p”, +, @з = pi” ... р”, 
bi <р < з < p,, ev 20, 
Я] | | 
(а, ， , ln) = Рі" ... P, е, = min (eiv, ..., Cav) , 
> | [41 , "° ‚ án] = ру... p,“ , d, = max (елу, t › ёзу) 。 
ЮЖН. 


ZAL 车 明 下 列 二 等 式 : | 

| (а, … a.) = (C81, t , 0) ‚ (ат, tt ,45)) , 

А Е Б = [[b, В, Со). 

| #2. ТЯ: | 
(21, °-*,а,) = | 


81 G2 *"* dn 
э 
427° Gn , @1 @3 `t Anst > G) ^^ аһ-1] 


[a a dal = (a, а, а та) ° 
ç # 2 3. Та, а» № о ИОН Cai, >, а) КЛ вах, 十 … + алк, 
БИ ЗЕВС В о s rh РЕЖ. 
x ЛА 4. 求 出 一 租 x;y,z 使 . 
Gx + 15у + 202 =17. 


SER 5。， 今 有 散 钱 不 知 其 数 , 作 七 十 七 隔 穿 之 , 欠 五 十 资 穿 ,车 作 七 十 儿 隔 
FLEETS, MERET. O: 2106) RE BARE (1372). 

$7. 逐步 淘汰 原则 . 

定理 1. RA N 件 事物 ,其 中 Na PAER a, Ne PEER В, =, 
Nas FREER a 及 В, , Nar REER а, В 及 ү, …。 则 此 事物 中 
ВЕЛ a, МЕШИ В, SURER y，… 者 之 件数 篇 
(A) | N — N. — № — + 

十 Мав 十 … 


= 
f 


10 ш а e l 


ма 
L. m m 

#: 命 P 篇 一 事物 之 第 有 k МЕҢ а, p, Ж. Р М 中 出 现 

一 次 ; 从 N. №, 中 出 现 А И Ма, … 中 出 现 (К) = аса 1) 

ЖУЙ Nan … 中 出 现 (К) = 1дд—1)@—2) ж; з. 着 k>1, А 


(А) 中 共 出 现 
1—(1)+(3)- (5) = 0-0% 


К. BE А = 0, ДЕ а, В, у, 1852 РЖ (А) 中 出 现 之 次 数 篇 1. 
故 得 所 云 . 
TRAKEA: EA о" Я “ЖА а”, o, А48: 
定理 2， Æa, b, o, k,l 篇 任 音 非 负 之 数 , 则 
max (а,Ь, k, D = ать + + P + 1 
— min (a, $) ++ — min (R, D 
+ min (a, Ó, e) 十 … 
— Б 
+ min (a,b, =, k, D. 
证 : RRI N(> max (а, 5,…, А, D) 个 正 整数 。 ФЕЙ a, B, 之 
数 之 个 数 篇 N 一 max (a, b, 0, k, 1). 此 和 后 应 用 定理 1 ВИТ. 
由 此 可 推 得 ; | 
定理 3. | 
[4,,°-,а,}) = а, а, (а1,а2)-1--* CD et 
_ ТЕХ. 同样 可 得 : 
“定理 4 
(as ` 4) = aya, [ab аз] 7% [anei аһ] [80 а, as] … [a а". 
_ Ма: 56 ZER 1,2 及 定理 7.3 及 7.4 建立 一 “对 偶 原 则 ” (principle 
of duality) р ( ) 与 [ ] TAER. | 
И A., M a,5，… k,l 篇 正 整 数 , 求 1,2,. n PR a, 5b, 1 Н 
素 之 整数 之 个 数 . | 


а. за 


— щи 5 


Ф 
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38. 一 次 不 定 方程 之 解 . 由 定理 4.4 ЧМ: 
定理 1. 方程 | | 
ах + by = п 
有 整数 解 t, y 的 必要 且 充 分 之 条 件 篇 (а,Ь) | n. 
定理 2. Ж (а, Б) = 1, H xo у 篇 
; ax + Бу = п (1) 


”之 一 解 ( 此 解 之 存在 无 问题 ), 则 (1) 式 之 解 此 可 表 篇 


x = xo + ót, у = yo — at. 
且 对 任何 整数 г, нов (1) ЖУ. 


в: 由 
ах + by = n 


= axo + byg = п 


可 得 ， 


al — x) + Бу = у) =0. 
因 (а, b) =1, ж 2|у-– у. 命 
У = у — ағ, 
А 
x = x + bt; 
DIERA (1) 式 , 显 然 适 合 . . 
Æ #3. № (a,b) =1, а> 0, Б> 0. ДА аб -а- Б 之 数 必 可 
表 篇 ax + Ру( 220, y 之 0) 之 形 ， 但 ab – a— 5 不 能 表 成 此 形 ， 
Ж: ”由 定理 2 可 知 
| | n == ах + by “ ` 
之 解 必 篇 | 
x = xo tdt, y = yo — at 
LE. Ku 使 x 及 у ЕА. 可 取 :之 值 使 


0=< y —a <a, 
Вр | . 
0 <S yo — at Śa—i. 


а шшш л. Т 丁 一 


Кы 
=й 
МН 


яты теме ч чт n тете чтение r 


i 27, 


12 Ж 论 НЕ BI 
由 假定 可 知 
(хо + bt) а =n — (уо — at) b > ab —a — b — (a — 1) b = —а, 
Вр 
x + 2 > — 1, 
故 - 
х #20. 
RE | 
ab — a — b = ax + by, х >20, y> 0, 
虽 . 
ab = (х + 1)a + (y + 1) 6. 
因 (a, b) = 1, Ж | 
aO +1), blæti), 
Вр 
у+1;>а, «+1 >5, 
立 得 
аЬ = (х + 1l)a + (у + 1) 0 246. 
此 不 可 能 ， 


以 .上 定理 本 可 述 篇 : ар 0, БР 0, (a, b) = 1. ДЈ aó — a — b ВЕК 
之 整数 不 能 由 ах + by (x 之 0,y 2 0) 表 出 者 . 推广 此 间 题 至 三 个 多数 : {у 
a,b,c 篇 三 正 整 数 , 且 (а,5, c) = 1， 求 最 大 之 整数 不 可 由 ак + by + cz 
(х2 0, у>0,‚ #20) RHK. 此 乃 一 未 经 解决 之 问题 ， 
жщ 1. #а>б, ó> 0, R (а, 6) 二 1， 则 方程 
ах + ду = п 
ЭЕ tus Ea SE 3k SESKES 
[提示 : ЖШ [a] — [B] = [a — В] в [a — B] +1.] 
#2. 8 C b, c БЕЛ, H 
Е (а, Б) = (0, с) = (с,а) =1. 
求 最 大 之 整数 之 不 可 由 
bex + сау 十 арк, x >0, у20, #20 
в. (ж: 206 — ab — be — сау. 


z FA 3, ЖН z + 2y + 3z = п, x 20, y2 0, z >0 之 解数 ， 


ж-ы ж ш Z 分解. 13 


[提示 : ”此 式 之 解答 数 乱 | E 


1 
(1—*)( — 2) — 5) 
之 展开 式 中 x” ЖЖ. 用 部 分 分 式 法 可 得 所 需 .] 


(+3)? CD 2  2nm 
= > + + g cos — .) 
ЗЕ РИ ЯН, ЕН? (GREH), 


\ 


_ $9. 完全 数 (perfect number). 
定理 1 命 s(n) An НАМ. E n = pt рч, ДЈ 


atli. atlu 
oln) = HL РАТ 1. 


| pı— 1 p — 1 
证 : 显然 
pr. ру, 0 和 xi< 和 ca --*, 0 < x, < z, - 
$ в 之 所 有 的 因数 ,而 无 其 他 ， Ж - | 
aln) = 2; рута 1 = 
хү=ф z =0 
= 之 р": > руз >, рг = 


Pl peti 

| 一 p—1 | | Е 

显然 立刻 可 得 _ 

定理 2. Ж (n,m)=1, Hi | 

alm п) = в(т) (п). 

МЕЕ: ”此 种 s(n) 乃 所 请 数 答 画 数 之 一 种 。 数论 画 数 之 有 定理 2 2ER 

者 ， 谓 之 积 性 图 数 (multiplicative function). | | 

Е. Æ oln) = 2n, H) n 请 之 完全 数 ， 例 如: | 

|  6=1+2+3, 28=1424447+ 4. 
定理 3. Ж р=2"—1 ЖЖ, [|] 


„м 
> 
# 
` 
l ~ 
о 


1 
> РСР + 1) = 2"-1 (2° — 1) 


14 数 论 3 B| 


刀 一 完全 数 , 且 无 其 他 俩 完全 数 存 在 ， 
证 : 1) 由 定理 1 知 


_ «(т 2е+0)= ЕЕ = Q" DG + D = +D. 


2) # а В ВМ. M 
а 一 22-18， и>1, 2tu, 


划 由 定理 2, | 
2 = 2а = o(a) = = olu), 
故 
. _ 2“ _ u 
alu) = и Г. 


但 и 及 оер EB и 之 因数 .而 ои) 篇 w МР АІ. и ЙОН 


и 


>= = 1. 
EHEER, 
21 Я 1. [НН olm) = с(п) = m + n 有 次 之 三 解答 : 
m | 284 | 17296 | 9363584 
л 220 . | 18416 | 9437056 


习题 2. ЖЕ: AERAN 〈 除 其 本 身 之 外 ) СЖ, ПЕ 
一 素数 之 立方 ,或 乱 二 不 同 素数 之 积 , 且 无 其 他 正 整 数 具 此 性 质 . 

$10. Mersenne 数 及 Fermat Ф. 是 否 有 奇 完全 数 存 在 , 乃 数 答 中 之 若 
PR. 由 上 馈 之 结果 可 知 ， 偶 完全 数 之 问题 一 释 而 需求 形 如 2" 一 1 之 素数 
| х ЕЯ, 此 种 素数 刀 所 谓 Mersenne $, 有 一 Mersenne 数 即 有 一 偶 完 全 数 ， 
是否 有 无 句 个 Mersenne WAE, КЖ ЕЩ. 
定理 1. #n>1, B "1 БЖ, а= 2， 及 n ЖЩ. 
Ж: жар 2, HJ (а— 1) | (n — 1), Ж а" — 1 FRR. 
Ф a= 2 Па = ki, BJ (20 1) | Q" — D. 
故 2°— 1 Ж , TES 2? 一 1 篇 素数 之 问题 ， 命 


-em l 
ее Tr А ат 
z ч Ae ОШ” ^^, . ыы Т1 
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М = 2? — 1 
表示 Mersenne #0, АГЕ НАЕ: Ж 
р = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281 
时 M, ARB. ВЕНЕ ЕЕЕ ГЕ. | 
与 Mersenne 数 有 相似 形式 者 ,有 所 谓 Fermat Ж, IRA EER, EARE. 
定理 2. 3 2” + 1 БЖИ, m = 2". 
W: жп 有 一 奇 因 子 q, 命 m = qr, Н] 
24' +1 = (27)4 +1 = (2 + 1) QD —...+1), 


0 1 <2 +1<2 +1, 故 2” + 1 ЭЕЖЖ. 


命 F, = 22" +1. HZA Fermat g. 最 前 五 个 Fermat к. 
Fe = 3, Е, = 5, F, = 17, Е; = 257, F, = 65537; 


都 是 素数 . 根据 此 种 事实 ，Fermat 猜测 凡 F, EARE. 但 Euler Pe 1732 


ЕЗҮН 
= 25 4+ 1 = 641 x 6700417... 


故 Fermat ЕА. | | | 
附 赴 : “641 |F: РВК: № a= 27, b =5, Hj a — = 3, 


‚ 1+4Ь—5%+=1+3Ь=2*. WE 


2? + 1 = (2а)* +1 = (1+ ab — 5%) а + 1 = (1+ ав) а +1 ath. 
此 必 篇 1 十 a6 所 整除 ， 而 1 十 a6 = 24 + 5+ = 641. 

LETEK Fermat ИЕН НЕД: 党 

п=6, 7, 8, 9, 11, 12, 18; 23, 36, 38, 73, 

F, EERE. 故 除了 开始 之 五 素数 外 , ESRA Е, 篇 素 数 之 情形 存在 , 实 可 
ВЕБЕ. 故 Fermat 此 一 推测 实 属 不 幸 之 至 。 今 已 有 反 推 测 “Fermat 数 仅 有 有 
RARA KR. 

Gaus ВЕН: # F, АЖ, ДНЕ F。 角 形 可 用 图 规 及 将 尺 作出 ， t 
Fermat 数 之 篇 素数 之 问题 ,在 内 何 学 上 有 其 特殊 的 麻 用 . 

511. АР КИ. 

ЖЕ! mp 篇 一 素数 . JS nl 中 p ZERRIN 


Нр Лам Е -ef . 
И ^ 


_ ДОК. 


# J 
п|:=1-2--- (р—1)- 
epe (p + 1) 2p. (p— 1) р: ° 
зз 


......... 


эрш [z] 个 p 之 倍数 ,有 |2) 个 产 之 倍数 ,等 等 ， 改 得 定理 。 — 


定理 2， 命 
n n! 
(*)= г! (вп)! ° 
此 篇 一 整数 ， | 
证 :， 今 将 利用 下 之 公式 | 
[a] — [B] = [a — B] s [a — B] +1. а) 


REDES спел 81ДЕ). 由 定理 1 从 (”) p 之 方 次 


ив 
lll- ll- 11): 
H (1) 可 知 此 式 20. . 

Я. Ж n= 1000, p = 3, Rl 


1000 1000 333] _ 1000] _ 
ТЕЧЕ ЈЕ в. -> 


1000 1000 1000 
[= [Г [= 1. 


Wk 10001 中 3 LERRA 


333 + 111 +37 +12 + 4 + 1 = 498, 
Ж 1. Ж 100001 中 7 之 方 次 数 . 
ийэ. к (1500) 中 5 之 方 次 数 ， 
ЖЕҢ 3. #f r+ s+- Бп, W 
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| n! К 
| 11-2] | 
БЕШ. EENE n AREI maxr, s, 5,0) < n, ШШЕ б n 之 倍数 ， 
$12. 整 值 多 项 式 . 
ER КО: BEME EZR f(x) 之 值 常 篇 整数 , 则 此 种 多 项 
Ч РА еа | 
例如 :” 整 集 数 之 多 项 式 篇 整 值 多 项 式 .。 又 如 | 
` | | (= )= х(=—1)-- е1) : 
| JF453848 ОД. i 
以 АКх) R f(x 十 1) — f(x), МВ 
| ZEN a (5) = G21). | 
> >. A(: ) TD z «+» _ х(х—1)- -erti — 
Tt — r +2) Tt (G + 1) — (z — r + D )= ( ‚). А 
定理 2。 凡 оаа оир Ё 


. а) ) ta) жее 
AP Aks `", 80 ЖР ЫЛАЙК. 且 对 任何 整数 а: ы, во, ВИН 5295. 
证 : 1) 如 此 之 多 项 式 显 然 是 整 值 多 项 式 . 
_2) 任 一 次 多 项 式 f(x) 必 可 窟 成 i 
| (к) = (# ) +в: 的 ‚)+- +a (* Jta. | | ` 
А К) = (6) + аа) 十 … 十 al， 

进而 以 Аа) Ж 入 (Af(c))， 及 АЧФ) = A(A"~!f(x))， 可 立 得 
Ко) = ao, (д f(%)):=0 = Alt, (д’ f(%)):=0 = Qs 。 | 
车 1) 篇 整 值 多 项 式 , 上 则 АК»), AY), ЖЕЙ. 故 КО), (АК), 3 
`... (A'f(z)).=0; р 此 篇 整数 ,分 Ak, ``, Go 此 篇 整数 ， 


— чү ——— a s s Í -mr 
a ——— A TT me . - - т - 
ү r, ў Сз ` . ， Й ， 
. ， А ` 
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定理 3. HTE r, НА f(x) LEES m 之 倍数 之 必要 
且 充 分 人 条件 篇 | | | 
т| (ак, , ao); 
此 处 ах, с, ау 之 意义 如 定理 2. 
WERE 2 А], 
定理 4 (Fermat). @ p 篇 一 素数 ， 对 任 一 整数 x, xP 一 x UA р 之 
Ei. | | 
证 : 车 p=2, ШИШ r — z = x(* 一 1)， 定 理 显然 。 KTR р> 2. | А 
@ f(x) = х — x. 显然 К) = 0 Ж 
A f(x) = (x + 1)? — xP — (x + 1) + x = 


= P 2-1 (2) р-2 ... ( Р ) 
(2): + 2 用 + + ›—1 x, 


КН ВН р 之 倍数 CZE 11.3). ДОКЛ, КО 篇 p 之 倍数 ; 


以 1 ÇA, 30) 篇 之 倍数 ;等 等 。 故 f(x) ZEER p 之 倍数 ， 洲 * 篇 
АЯК С, ДІН x? 一 x = 一 [( 一 x)? 一 (一 x*)]， 定 理 显然 成 立 ， 
ЭҢ 1. 推广 定理 2 及 3 至 多 变数 之 情形 . 
0 ЛД 2. М n(n+1) (21+1) 是 6 之 倍数 . 
习题 3. Ж m 及 n ВЖЕ, 
» + (н + n — D) (m + n — 2) 


УВК ЕЖЕ БЕЛЫЕ b ШШ. 
ял 题 4。 Ж k 次 多 项 式 , Е k + 1 个 整数 音 取 整数 值 , 则 此 多 
ИК. 


#5. Ж К—=) = —– Кк), Ш Ко 名 篇 奇 多 项 式 .。 整 值 奇 多 项 式 


之 形式 入 
“(туе з )жт+е( шл). 


ж Bis ``, @т 篇 整数 ， 


И ЖА 6. я f(r) = Кл), ДІ К) Ж %1В#ЛзХ. 整 值 偶 多 项 式 之 形 
2.45 


в — = жш 2 5 BR 19 
ao 十 41 — “(= )+ AE “十 qm 2 үт! ° 
此 不 81, >s @т 篇 整数 ， | 
$13. 多 项 式 之 分 解 . 
定理 1. P g(x) 及 (z) 需 二 整 傈 数 多 项 式 : 
g(x) = ax Fa, 30, 
| h(x) = bmx” + + bo, b, 0, 


Я! 


K 
вЫ) = оны" + в. 
(а, ``", ao) (öm s ..., bo) = (ci+m， ``”, со) ° 
##: 可 假定 (а, е, ао) = 1, (bm, ty bo) = 1 ТШЕ, 
Ё р | (ањ, с) Ж | 
P| Car, › wta), PTY au, 
P| (6 y 61), P Tbr. 
由 定义 可 得 


Cute == 5 a, бу. 


其 中 除 mw b ЯВА p 之 信 数 ， 因 pa, Wk pi cao Ж 
p T (сът, s Co). Ж ЎЫ АНТ. 故 任何 素数 和 皆 不 能 整除 (¿Les …， co). 
№. т f(x) 篇 一 有 理 傈 数 多 项 式 ， 若 有 二 非常 数 之 有 理 傈 数 多 项 式 
g(x) 及 h(x) 使 
Кх) = g(x) (<) , 
RU f(x) 谓 之 可 分 解 或 可 化 (reducible). 不 然则 谓 之 不 可 分 解 或 不 可 化 
(irreducible). 
Я. 22-2 Бх +1 ВАЖЕН; 而 3x? 十 8x 十 4 篇 可 化 , 因 其 可 分 
解 篇 (3x 十 2)(x + 2). 
定理 2 (Gauss)， 命 f(x) 篇 一 整 保 数 多 项 式 ， 车 
Ка) = g(s) Ма), 
此 处 z(a), Аб) 篇 二 有 理 保 数 多 项 式 ， 则 有 一 有 理 数 y 使 
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ZORO, 
EARR. ; 
证 : ”可 假定 fx) 之 傈 数 之 最 大 公 因 数 是 | 有 二 整数 M K N 使 
M р(х) = ax +- +a, iA а ЗЕЕ; 
N h(x) = b, x” 二 … + bo; Ко В; 
M N Кх) = сн" 十 … 十 co， | 
由 假定 及 定理 1 可 知 
MN = (enms, со) = (a, ‚ 4) (bm, e.. boe 
命 


pa M нь) 
(41,.… , ao) N ? 


ДЇ табе) 及 二 h(x) ВНЖ. 
定理 3 (Eisenstein), £ 


(х) = Cn x” 十 … + со 


篇 一 整 傈 数 多 项 式 ， 车 p+ cen pla (0<¿i<x, B р осо, И }(х) ЖЖ. 


可 化 ， 
证 : 假定 f(x) 篇 可 化 。 由 定理 2 可 知 


fz) = g(x) (+), 
Р(х) = ах + + а, h(x) = Вых” + + bo, 


=” 


14 т = п, i> 0, т> 0, 

式 中 a № b 此 篇 整数 .由 со = aa bo Ж р | со, TA р | ао ЕЁ р | бу. № 
р | ao， 则 由 p? T aobo = co 可 得 p+ bo. 

又 g(x) 之 傈 数 不 能 此 篇 р 之 倍数 , 因 车 不 然 , 则 р | с. 故 可 假定 

p| (0 › sar), Pta, l< r<:. 
由 
cr 一 0rpo + *… + dobr. 

Tapte. <<», ИЖЕ. 

НЕЕ, IFLA К кй Ж: 


> +% : 
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定理 4. x” 一 p 篇 不 可 化 . Ж Vp ВА. 
Ж 5. OL = zr 十 … + x + 1 ВЖЕ, 


证 : х= y +1, НЕК 


1 
FOF -Dp + pyh E )у-® + +o. 


易 见 除 第 一 傈 数 外 , 缘 需 p 之 倍数 , 而 常数 项 非 p 之 倍数 ， 
ZA. 证 明 次 之 诸 式 组 不 可 化 : 
х2 +1, +1, х5 + 1, 


第 二 о ж 
[5] ве = 


$1. Я. ТА НА а b т С, “a b Y 
模 т НЕ (congruent)”, 以 | 
a= b (тойт) 
表示 之 反之 ,以 
аЬ (той љт) 
表示 a 和 与 5 ЗНА m ХЕ. — 
例如 : 31= — 9 (mod 10). 
对 任 二 整数 a 及 b RA 
a= (modi). | 
НЕХ ЛЕН А ЕВ, ИА. 例如 : НЕ ЕЕ”, ВИННИ 
Ж, 其 所 用 之 模 镶 七 。 又 我 国 古 时 所 创 之 干支 纪年 也 属 此 类 ， 郎 以 60 篇 模 之 
和 年 法 也 . 我 国 对 此 问题 有 极光 上 荣 之 历史 ,如 隔 子 算 经 有 “ 物 不 知 其 数 ” 一 问 ， 
ВПЛ АЕК ЕКЕ. 此 问题 之 原文 如 次 : 
今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 脆 二 ,五 五 数 之 用 三 ,七 七 数 之 腾 二 , 闻 物 克 何 ? 
用 以 上 所 述 之 符号 表 之 , 郎 篇 求 正 整数 x 使 
х=2 (mod 3), 
х=3 (mod 5),， 
x*= 2 (mod7)， 
K ЛАНИ Е, ВВФ РАА Врз АЫ, 
52. А 4&АЖЪЕЩ. 
定理 1. | 
(i) а=а (mod т) (БЕР); 
Gi) Ж a 三 6 (mod m), Д] 


ee. м ` 
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= a (mod m) (对 称 性 ) ; 
(1) # a=b, ВЕС (mod т), RI 
a = c (mod m) ВЕ). 


此 三 性 实 之 稻 明 极 易 ， 不 再 养 进 。 ВНЕ АВЕ, 同类 之 


REAR, ВЕКЕ, 此 项 之 类 ,名 篇 同 解 类 (residue class), 显然 , 如 


以 m 篇 模 , ЕЛЖ т МНР: 篇 m 所 整除 之 诸 数 成 一 类 ， 以 т [#1 之 | 


数 成 一 类 , 余 2 之 数 成 一 类 , 等 等 
每 类 中 各 取 _- 数 需 代 表 , 此 代表 组 名 篇 一 完全 剩余 系 (completeresidue system). 
定理 2. 车 | | 
a 三 46， a = b, (modm), 
ЕП | О 
s t a = b+ А, a — a = b — b; (mod m), 
K а а, = b bi (той м). 
ҖЕНЕ ЖУН В ‚ЗА ДНА : 
| т | а,{(а— Б) + Ь(а,— bi) = aa, — БЫ. 


定理 2 也 可 改 述 如 次 ; ERE А,В, 其 中 各 取 一 代表 a ЖЬ, fir a + b 


(或 а — b, 或 ab) 所 代表 之 类 篇 C. АСЕ А,В 有关, 而 与 其 所 取 之 代 
ЖЕШ. КЕ А,В 中 各 取 一 数 ,其 和 必 在 Ср, 故 可 定义 类 C 篇 类 АЖ B 
之 和 。 以 C = A+ B RZ. D$, TAEA 4 一 了 及 А-В. HEM 2 
ФЕТ “ВЫХ m LRL ВИНО НР”. 但 对 除法 不 一 定 可 能 ,例如 3.2 三 
=1.2, 2 三 2 (mod 4), АН 351 (mod 4). ЛАЖ 98: 
жаз Ж | о 
ас =24 (тойт) 
c= 4 (mod m) 
Ж (с, т) = 1, BJ 
` a= b (mod m). 
证 : 由 
(a — Б) c + b (e — d) = ас — bd =Z: 0 (mod m) 
可 得 | 
т | (a — 5) с. 


б. 
ЛУ Ы 
МОТА — 
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但 (c, m) = 1, 故 得 
т [а-Ь. 
以 0 R т 之 倍数 所 成 之 类 ВЯ 
4+0=4， A-0=0. 
又 以 了 表 以 m Bf 1 ИЖ, ВЯ 
| A'I = А. 
前 例 及 定理 3 说 明 : 由 
A-B = А.С | 
不 一 定 可 得 B = C. {Н 4 PRA m BERR: t 4 中 有 一 数 与 m Н 
素 , 则 其 他 族 数 也 与 m ER) , 则 可 得 B = c. 
如 取 т 篇 素数 р, ДИ 0 Л, НВ р ER. 故 得 “对 素数 
p， 所 有 的 同 饼 类 对 加 沽 乘 除 自封 ,但 行 除法 时 ,不 能 以 0 =E”. | 
$3. Бай! Ж. (reduced residue system). 
前 凶 已 述 及 ,车 一 类 4 中 有 一 数 与 m 互 素 , 则 4 НОЯ m 互 素 . 
БЕЛШУШ 4 юн. ЖА 与 m 互 素 ,由 定理 2.3, ЕЛИ В/А. 
特别 以 4-! RE IJA. 例如 : 


«оа [о [за 

| | 

аз хаз] |+ сею 
о]: 2314 |5 
Ах 1х {хх (mod 6) 

` «еа [ә [15е 
ева p e 


Жр “x” Жк “ШЕ. 
Е. © pm) Ай» H EZ ДУШИ. 此 pn) 名 篇 Euler ЫШ. 
在 与 m НЕЕ 


1, *-°, Bolm) 5 


ЯЕ 


第 二 章 同 R A 25. | 
Ежи. 例如 : | | 
Ф(1) =1, @Q) =1, Ф(3) =2, ф(4) =2 ЖФ. Е 

此 9(m) 4593048: ЖАК m НЯ m ИЗЛЕЙ УШИ. Ж# от = р Е 

篇 素数 , 则 Ф(р) = р — 1. | к 
эт Ж ЕС | тя 

ч, б» бт E> 


Да 5 Ra2 ‚ *°°› Rap(m) 


JF4S— #86. 
证 : 显然 有 (kai, m) = 1. ЖА НЕ. 5 ka= ka 


(mod m), Ë (k т) =1, 故 得 ama (mod m). 故 各 数 代表 不 同 的 类 . 


部 得 定理 . 
定理 2 (Euler). # (Ё, т) = 1, Д. 
kem) = 1 (mod m). 
W: ”由 定理 1 易 知 
| Fm) pim) 
Ш (k a) = lI dy (mod т). 
因 (m, a) = 1, 故 得 | 
ре”) == 1 (mod т). 
取 m = р, fF Fermat 定理 (定理 1.12.4) 
定理 $p 篇 素数 , 则 对 所 有 之 整数 ¿ ЖЕНИЗ 
а? == а (mod р). 
54. р’ 可 整除 27-1 一 1 否 ? ЕЕГ. К 1828 年 Abel €A 
及 有 素数 р 及 整数 а 使 
а? 1 (mod г?) 
A? Jacobi ËB: № p < 37, ВЕНА 
р = 11, 4 二 3 或 9 . 
р = 29, a = 14 


26 Ж ЕЯ 5 B| 
p= 37, a = 18. 
”近来 Fermat 最 后 问题 之 研究 ,更 刺激 此 方面 之 进展 。 关於 Fermat Feth fe] 
题 ; 有 次 之 定理 ， | 
命 p ЖК. Жк y, z 使 


xp 十 名 十 邓 一 0， р T xyz, 


ДЇЇ 
2271 =1 (mod 22) (1) 
及 | 
32-1=1 (modp’). (2) 
是 否 有 能 同时 通 合 (1) № (2) 之 素数 р РАЕН ЖИМ НИ, 


=й. Ж 
аР-1==1 (mod p°), 
Д a 名 篇 Fermat 解 ,不 然 良 之 非 Fermat ##, 
显然 二 Fermat B > Ву. Fermat 解 。 一 Fermat 解 及 一 非 Fermat Ё 
之 积 篇 一 非 Fermat №. 7-Е Fermat 解 篇 素 因 数 积 时 , ДНО 
ЗЕ Fermat Ё. 
#1 а E b p Z— Fermat Ё, АЖ а в 
| qp=a+b, рд. 
Ж: BERCA 
| = Ед, Ь == b (mod р?) ; 
К; 
а? + bP == a + b (mod p°). (3) 
# qp = a + b, p t q, Hi 
а? = (Fb Ч ар)? = TPP (modp’). 
即 得 
а? + bb == 0 (mod p°). 
以 此 代 大 (3), a + ó = Фр 0 (mod р”). 077 —#)8. 
定理 2。 3 Ж 11 之 Fermat Ж, 


ЖЗЛ, u pt БЕКЕ Л, 
#?7®=1 (mod р), па 2,3, .--,47. 
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证 ; | 
35 一 243 三 1 (той 112), 
" _ 
30 =] (mod 11?). 
定理 3，2 № 1093 之 Fermat Я. 
y:  р= 1093, 其 
37 = 2187 = 2р + 1, 
Ж | 
| 314 三 4 十 1 (то4р?); | (4) 
214 = 16384 = 15р — 11, 
228 = — 330p + 121 (mod 22) , 
32.228 == — 2970р + 1089 (тор?) 
== — 2969р — 4 | 
三 310 — 4 (mod 22) ， 
32. 228.7 = 2170p — 28 ` 
| = — 16р — 28 (mod Р?). 
故 
32. 226.7 = — 4р — 7 (mod p°). 
用 二 项 式 定理 得 
| 314. 2182. 77 == (— 4p — 7) = —7.4р.7#— 77 (mod>p2, ， 
" | 
ЗМ. 2182 = —4р—1 (modp’). | | (5) 
H (4) K (5) 得 
319.210 == — 319, 282 三 一 1 (тоёр?), 
M | 


21092 — 1 (mod p°) . 
定理 4. 3 JE 1093 Z Fermat 解 . 
Ж: 车 3 £ Fermat 解 , 则 37 УБА, HZR, — 1 篇 一 Fermat 8 * 因 


37 — 1 = 2р, 
故 由 定理 1 ОБАТА, 


i 
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定理 5. ЮЖ 100 ZREO RARAS (1) 及 (2) Ж, 

证 : №2 及 ЗА Fermat Ё. BI] 21, 3” 及 2'*3” Үр; Fermat В. 
ЖА 1 也 是 Fermat 解 . 定理 可 由 定理 1 及 以 下 之 计算 得 之 : 

2=3—1, 3 二 2 十 1， 5 一 2 十 3， 7 二 2 十 3， 11 = 2 + 3°, 

13 = 22 + 32, 17 = 25+ 32, 19 = 21 +03, 23= — 22 4- 35, 29 = 2 + 33, 
31 = 22 + 33, 37=2°— 33, 41 = 25 + 32, 43 一 24 十 33， 47 = 21.3 — 1, 
53 =2.33 — 1,59 = 25 + 33, 61 = 2% —3, 67 = 26 +3, 71 = 23.32 一 1, 
73 == 26 + 32, 79=—2--34, 83 == 2 + 31, 89 = 23 4 31, 97 = 21 + 3*. 

ИГ Lehmer ЖЕНА р < 253, 747, 889 НЕИН КАКО 47 Z m 使 

т?! 1 (mod p°). 

因 之 Fermat ВЕНЕ ЛИНИЯ. 

$5. Ф(т) 之 讨论 ， 

定理 1 # (тт) = 1, z 38 m 之 一 完全 剩余 秒 ，x 过 m 之 一 完全 
ЕКА, E me + т’х № тт Z 63382. 

Ж: Жї тт WA me + mw'x Р, 


mx + mx =: ту + пу (mod mm’), 
Я} | 
mx == ту! (mod m’), 
т'х == m! y (mod m). 


ху (11047), x= y (modm). 

ВАЗА. | 

定理 2. (т, т) = 1, x 8 m о ИЖЕ, х 过 т ХИ 
系 , 则 тх 十 mx В тт Z WO 8 ӘР. 

证 : 1) mx + тх MQ тт Н. ЖУК, P ЭК р 使 

p | Cam’, тх т/х). 

ВЕ арт. 则 pime. 因 (m, т) = 1, ik pt m, В pix. ËH pl(m, ж). 
此 不 可 能 ， 

2) Л. mm HRL а ДМ 


х= в 式 БЕЛ 


ma’ + mz, (mm) = (а, т’) =1 
之 数 同 余 (mod тт’). | 
由 定理 1 有 二 整数 x 及 x 使 
| а тх + т’х  (modmm’). 
TIER (х, т) = (х’, т’) = 1. Ф (x, m) = 456 1, ДЇ 
(а, т) = (тк + m x, m) = (т x, m) = (я, т) = 42 1. 


НН, М] ЗЕ АГАВА (х’, т’) = 1. 


3) Е 1 ВА me’ + m'x Ее. 故 得 定理 ， 

[FREJ EL НН : | 

ЁЗ. Ж (m, т) = 1, ИІ 
| | Ф(тт”) = Ф(т) Ф(т’). 
ВП plm) AR ЕЕ К. 

积 性 画 数 有 一 特质 ,只 须知 素数 乘 方 之 情形 , 序 可 推 得 其 余 。 因 着 m 之 标 
ҖЕ ЖАЫ; | 

| m = ph o pis, pl < p, < < p. 
则 由 定理 3 可 知 
Ф(т) = pph) -p (рг). 


ф(р) = 1 - 1); 
Pm) =" (1-2), 


此 不 р № m 之 不 同 素 因子 ， 
Ш: 不 大 於 pz 之 个 正 整数 中 , 有 р! 个 篇 p 之 倍数 ， ЖЕНЯ p 互 


Ж. Ж 


定理 4. 


оф = к =ю(1— 1). 
由 此 及 Ф 之 积 性 , 即 得 第 二 式 ， 
例如 : 9(300) = 9(22.3.52) = 22.3 -51 一 + 1- L — 5)= 


ыы e з. 


н 
і 
! 


r———— Y 
- r '. 
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p(d)= m, 


dlm 


式 中 > 其 中 之 悉数 4 过 m ИЕМ. 


=s 2. RPA (т, п) 中 不 同 素 因数 之 积 , 则 
Ф(т п) P . 


Ф(т) plaz) Ф(Р) ° 
ЗЕ 3. 应 用 定理 1.7.1 BREM 4. 
$6. ЕЖЕ. 今 往 讨论 形 如 


ax + == 0 (mod m) (1) 


ZKR ARTTA? Ж ЖШШЕ ӨЛЕ БЛ? 


MARJE (1), PARAE 
ах + b = my | 
之 整 解 ， 此 种 不 定 一 次 方程 已 从 $1.8 中 讨论 及 之 ， #4ЩВШЖЛЕЕ——2Б[1й 


| 如 次 : 


E (a, т) = 1， 则 由 定理 1.4.4， 可 得 хо, yo 使 
ахо туу== 1. 
К х = — bx, BA (1) 式 之 一 解 。 今 往 证 其 唯一 性 。 Ж 
ах 十 5 三 0 (mod m), 
ax + b = 0 (modm), 
АІ] 
а(х 一 % =0 (mod m). 
由 (a, m) 一 1， 可 得 


x = x! (mod m). 


故 有 唯一 之 同 杀 类 送 合 (1) К. BEZ) 仅 有 一 解 x 适合 O< x< т. 


£ (а), т) = d > 1, 1 а WRR Р, 8. 如 此 得 


TEE СЕ =), (2, — у ° 


H БӨ, (2) 式 必 有 一 唯一 解 x1 适合 


[N 


я 


` k. AE ' 
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BA (2) 之 解 , 故 对 模 m, 


” m 
+; м +2 ss и + (4—1)—- 


ERAR mAH (1) Ж. 故 得 : 


El 3 (a, m)15, 则 (1) 有 (а, т) BHEE, шойт. 不 然则 
无 解 . 

#2. ме 

ау ку + а, x, + b = 0 (mod m) 
ЖЖ (x1,… , x.) ЖЕНЯ ИЕ | 
(21, ``", G, , т) F 

ННЯ S ДН (SHS m ЖИ) £ 

证 : 由 定理 1 知 此 对 о = 1 SE. АНА. Ф 


(az, *" ° йз; т) 一 d 


(41, `" а,-1, т) = di, 

Я} | 
| (41, a,) = d. 

由 定理 1 知 | 

а», + b ZZ 0 (mod 41), 0<x,<m 


на. 72, 个 解 ， 半 此 式 之 一 解 x,, 命 


ax +b _ | 
л Т 
НЫЕ, | 
| aixi 十 … + @,-15,-1 + bidi = 0 (mod m) 


之 解数 篇 


32 数 88 8 B| 


m" (a xs "ys @в-1; m) = 12” 一 4, ° 


SBBA | 
те, т"? q, = m”! d, 

ВАРТЕ. | 

$7. МУЖ. j 

定理 1， 命 m Ë mi 及 m, 之 最 小 公 倍 数 ， НЕХ 

| y == a) (mod эң), 
x = 4 (mod m2), 
有 公 解 之 条件 篇 
| (mi, тз) | (41 一 az). (1) 


E (1) Г, RAR m 有 了 唯一 解 . 
ЖЖ: 1) 命 (m, m) = d, BARAK IHE, В) 
x= al (mod 4), 
x = а, (mod d). 
故 4|(а — аз). 
2) Æ d| (ar 一 a2), Ñ 


| x= 4 (mod ж) 
之 诸 解 之 形 必 篇 
х= a+ ту. 
以 此 代入 第 二 式 , 得 


a, + туу = а, (тоа m2). 


HEBE 1 СЯН, НАИВ, mod т2. й x 有 了 唯一 的 解 ，mod m. 
定理 $ (mam) =1 GAD, 则 = | | 
| x == a; (mod m;) ， 1<:=<n 
ЖЕ, mod жю, mn. 
此 可 由 定理 1 ХУАНА. 
今 述 一 我 国 古 代 对 此 问题 之 实际 解法 ， 於 61 中 已 述 及 在 孙子 算 经 中 有 
“ 物 不 知 其 数 ” 一 间 . ЖАБРЫ НЫ, К ЕА: 
“三 人 同行 七 十 稀 ， 


s „еШ. А 
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ETE [В| 正 牛 月 5 | 


RETHA.” | 
程 大 位 MERE (1593). 


EA: 以 70 ЗЕН 3 除 所 得 之 余数 ，21 RA 5 除 所 得 之 鲜 数 ，15 ЖШ 7 除 

所 得 之 余数 , 粮 加 之 ,然后 以 105 之 倍数 加 沽 之 ， 如 第 一 凶 所 列 之 问题 之 解 式 需 
| 2 X 70 + 3 X 21 +2 X 15 = 233, 

RE 105 之 二 倍 ,得 23, 此 乃 所 求 之 数 、 

ВБ БУ НН ЗЕ. 果 何 术 而 致 之 ? 70，21，15 之 来 源 又 如 何 ? 
АПК: 70 者 乃 5,7 之 倍数 ,而 3 Eb 1 之 数 。 21 Л 3,7 之 倍数 ，5 
除了 1 之 数 ， 15 75 3.5 之 倍数 ，7 bk 1 之 数 ， 故 | 

70а + 215 + 15с 
显然 3 ВЕК а, 5 Е b, Ш 7 ЕЕ с. 
ЖЕТПЕ 70, 21, 15 之 根源 ， 邹 如 何 求 出 x 使 
х =0 (тойт), x=0 (тойт), x 三 1 (mod тз) 
НЕЕ (ть, тз) = (ть тз) = (ms m) = 12 郎 如 何 求 # 一 mimzy 之 y 使 
т1т2у == 1 (mod ms). 
由 轰 转 相 除法 , 易 得 了 及 zx 使 
тутуу — mz = 1. 
ЙС mim ВОК 2 8, 

ИЛА 1. 4 3,5,7 篇 3, 7, 11 ДЖИ 70, 21, 15 所 对 应 之 数 ， 

H 2. А], ARR, ARA, К. 

ий 3. РВВ, ВВС, ВВ, К. 

388 4. ER ERAL ERR, ЛАНАЦ, ЖЖ. 

(ДЕЯНИЯ (1275)). 

МЕ 5. SARTAN, MERRER, ДЕРЕВЕНЬ, 以 二 百 | 
D ERRE N+ ЕА А-0 АНЕС, милей O 
ЖЕЗЛ, НИНЕ, | 


= —— a 
Ы П + i 


(Ж: 1,0020) 

广 :“ 物 不 知 其 数 ” X “ВИ”, PERNS, “ЖИДЫ”, RA “ШЇ 
奇妙 算 ”，“ 大 衍 求 一 术 ” 等 等 . | 

$8. 高 次 同 饼 式 . m 篇 一 固定 之 自然 数 .。 JG) 篇 一 整 傈 数 多 项 式 

| f(%) = а„х” 二 … ад. 

skin RRD Fe 
Io ==0 (mod m). (1) 
O Жо 篇 其 一 解 , BÚ xot m 均 篇 其 解 。 UE ro WAIA, x, MEZ 
之 剩 包 类 中 之 每 一 数 短 适合 此 式 ， 故此 式 之 解数 云 者 乃 非 同 角 之 解 之 个 数 之 
闵 , 而 篇 不 同 剩 狼 类 适合 (1) 式 之 个 数 。 

高 砍 同 余 方 程 之 解数 ,非常 不 规则 ,例如 : 


1. НЕЕ 
L — x = (x — 1) x (z + 1) = 0 (mod 6) 
有 大 个 解 ， | | 
2. ВЕ 
x 十 1 三 0 (mod 3) 
ЖД. — | 
3. ARAH 


(x— 0) ер 0) = 0 (њой р) 
>Ш lL ptl 2р1, 55, (р 1) p+ 1. RIE р 个 . 
СЛЕЗЕ ОСЛО ЖЕРИ BARZEN, ЖЫНЫ. 
定理 1。 Ж (mi, т.) = 1, НН 


Ку) =0 (mod mm) о) 
之 解数 篇 二 方程 | 

Jae)=0 (той»д), (3) 

х) =0 (mod m), (4) 
之 解数 之 积 . “W 


т 一 m m; = р? ө p” | (pi < p> < +. < p,) 


O A m 之 标准 分 解 式 ， 用 上 之 理 立 得 2) 之 解数 篇 


u= 
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№) = 0 (шо4р/), 1<і<; 
之 解数 之 积 ， | 
证 : 显然 (2) САН (3) 及 (4) МА. 
FZ, с, № (3) 2%, с, В (4) 之 解 。 命 c 篇 | 
| с=с (mod m1), <c 三 cz (той m;) 
之 解 。 ВИЗ, c HE Ви с 适合 (2) 式 ,因由 
mi| (с), т. | Ко 
而 得 | Кс) 故 也 . | 
$9. WE БИЙ Z EREDE. 
ERL р 篇 素数 。 НБ 
f(x) = а, м" + -- + щ%==0 (подр) (1). 
之 解数 <n, ERITREAN. | 
说 : 可 假定 p + a 3 (1) 无 解 , ШЕШШ. № Юм, MWYA ` 


Кг) = G — а) В) + ri. 

Д а 代入 此 式 , 显 见 plr Ж | | | 

№0) = (6—0) ҺО) (modo). | Е 

Ж а ХВ 有 (x) 三 0 (mod р) 之 解 , 则 同样 可 得 | | 

| ҺО) = (sa) ҺО) (mod р). Е 

此 时 我 们 称 a 篇 f(x) 三 0 (mod р) ZER., Ж | 

Ка) = (= — а)» gi) (modp), 

gi(a) 50 (mod р), ЩЩ а 篇 f(x) 三 0 (mod р) < h E BRIAREO 
”容易 看 出 g(x) 之 灵 数 是 n— А. 
设 另 有 一 解 b, A | 

0806) = (b – a) (ЬУ) (modp). 


21(6)=0 (одр). | | 


ЖЖ g(x) 之 不 重 解 , 则 同样 有 


эс arr 一 
£ 


JA 1,2,:-, p — 1 БЯ, 
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f(x) == (х — а)" (x — Б) р(х) (оар). 


ESCEA, НГ} 


Ка) = G — а)? (к — 5)%--- («—с)!&(«) (mod >). 
g(x) 之 次 数 等 於 n b — k — :' B 
gs) 三 0 (mod?) 
不 再 有 解 . 我 人 的 定理 部 已 发 明 ， 
HR RERA TE 
| хі] (mod р) 


se 一 1 三 (一 D) (а — 2) 5: (ж — (р—1)) (тор. (2) 
ЖА zx = 0 代入 此 式 立 得 : 
定理 2 (Wilson). Ж р В, АЈ 
(p— 1)! Z —1 (mod p}. 
E рз 2, HAS p 一 1 个 负 号 ,而 p 一 1 Ж/Е, Н (2) 直接 得 出 . 
Ф: p 二 2， 则 定理 2 ВАНА. 
定理 3. 命 | 
Р(х) = па, х" + + 2а + a). 
# f(x) 三 0, f(x) 三 0 (mod р) WAA, R 
| Сх) = 0 (тоа p’) 
之 解数 等 於 
f(x*) 三 0 (modp) 
之 解数 . | | 
Ж: ИР ВНЕ. 当 /= 二 1 ЖИ. фа É 
(=) =0 (modp"D 
f(x1 + ру) = Ки) + Ру РС) (mod p) 
(Я (z + р у)" = 4" + np ух" (mod 2) в). 但 p t fC), KE 
唯一 之 у, 使 
х. + Ру) =0 — (mod>p). 
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定理 4. пе | 
| х? 1 (mod p°) 
Ж p— 1 个 解 ， 
此 定理 可 由 定理 3 直接 得 之 ， 
$ 10. Wolstenholme 定理 . 


定理 1. G p 篇 来 数 > 3， 以 二 表 一 整数 * 使 


s 5*=1 (mod p?) | 


Ж,АП 
1 十 二 十 二 十 十 一 一 三 0 (mod p°). 
2 3 Р—1 
证 : 命 | 
G= D (0) pol) аё ae au 
BU | . 7 | | 
55-1 = (p — 1)! 
F 


; («—1)(—2)--- (z — (р 1) = 1-1 (modbp), 


, | p | Csi, sp-2) 。 
Ж (1) 中 命 x = p, HI 
| (p — DI=p — sı р? + e sp-2p + 5-1, 
Вр | 

pT? — si р? + ++ sp-a P — 5р-2 = 0. 
车 请 > 3, ДШ (3) 式 得 
Sp- ==0 (mod р"), 


ap 
1 
"|р —1)(1+-у += + r) 
亦 部 
1 十 2 十 人 一 D* 二 0 (mod. 
ВНК. 
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(1) 


(2) 


(3) 


| 


„ж. 


第 = ж 
二 хе в 
$1. 9685 Euler 判别 条件 . | 


EAL Ел AKR 1 ZER., 假定 (m, н) = 1, Ж 


х2 = n (mod m) 


可 解 , 则 л ВЫХ m ZOKA, 或 二 次 剩 徐 ，mod m. RI PHS 


m КУР. | 
Ф m 互 素 之 整数 分 篇 二 类 : А-ЛЯ, HORER. 
Я. 1,2,4 5 7 之 二 次 剩余 ; 3,5, 6 ЮЖЕН. | 
Ф ФЕ 2 (Legendre 43E). SZ p АКИ 2 LRR. ptn ñ о 


(5) {1 H E R 


HERRERA: 3 nEn (mod p) Ж p t n, Bl | 
s= (z. f | | 
| (z) -( Р ) ` 
定理 1. ñ p> 2. ЖА (mod р) 中 ,有 这 (p 一 1) ШЕЯ, 
# (p 一 1) ИСК, B | 


1 2 | ' 
17, =", (+ е—1)) | | 


ВНЕ ЖЕ, mod р. 


证 : ж | 
Е п (mod р) | (1) 
有 解 , 旭 至 多 有 二 解 。 由 

(р—*)? == (—#)? ==  (modp), 


可知 (1) 式 必 有 一 根 适合 


38 | 


r, 


1<x< 了 了-D， ` | (2) 
Ж (1) 有 解 , 必 有 一 解 适合 (2). 
уо 
2... (221 2 
. 12, 2 5 ( 2 ) 
Еж, 因 


| — 22 = (4-—Ь) (a+ bP) 
Х/К p 而 不 能 篇 p 之 倍数 也 。 故 得 定理 . 
定理 2 (Euer ZAJE). № р 是 一 奇 素数 , 旭 


n T == : = (z) (mod p?) 


证 : 1) 者 
А == 
(#)=x 
则 有 一 < 使 
| x2 х=» (mod р), 
вр 
л%@Ф-1) = -1 1 (mod р). 
2) 由 定理 2.9.1 已 知 
пїФ?- =1 (mod p) 


2 < 0р D. ЖП 相 结 合 ,此 式 当 有 二 (p 一 1) MR, DARA 
FIB, mod р, ПП, 

3) 又 有 

p| (021—1) = (я%Ф-Э—1)у (1#Ф-0+.1), 
ШОЕ p + (mz? 一 1), R 
zz-D 十 1 三 0 (mod f). 

EAERI, 

由 此 定理 立 得 : 

定理 3. Ж p t юп, Д] 


HH- 


re t sU. g о бе + . 


40 | 数 论 іН B| 


a (2) я вн, 


由 此 立 得 : 

定理 4. 1) — —XšJ8R У 263], mod р: 

2) СОЮЗЕ ОКЕ, mod р; 

3) 一 二 次 剩 饼 和 与 一 二 次 非 剩 余 之 积 篇 一 二 次 非 剩 余 ，mod р. 
3$2， 计 算法 则 . 

出 定理 1.3 可 知 任 一 Legendre ХР ЕН ЯН 


GEO eero 
之 值 而 已 。 ЕЯ 


п=+2".41 gi， 2 <q < .-' <а,, 


-OY 


ВАЗЕ 1.2 中 取 n = 一 1， 则 得 


Kj 


—i ?-1 | 
("бест вр). 

П ЕРЕ СВЕДЕ + 1, 故 得 

жш. #›>2, ш(=1) = pien, 

HELZ, Ж р==1 (mod 4), HJ — 1 AZRE, mod р, ФЕ p=3 
(mod 4),Д} 一 1 FEKAR, mod р. 

由 此 可 知 *? + 1 之 奇 素数 因子 必 三 1 (mod 4). 

定理 2 (Gaus 5). Фр>2, p+ я. (р D 个 数 

п, 21, -**, 4 (p—1)n (mod?) 
之 最 小 下 余数 中 有 m {ШЖ E p, RI 
(D-r 


例 1. p=7, n= 10, HJ 


о oe a = 


"4r. 


м 


第 三 音 二 Я в 4 
10, 20, 30 = 3, 6, 2 (mod7) ， 
其 中 有 一 个 > 7. H m = 1, м (9) = —1. 
Я 2. p= 11, в=2, НІ! 
| 2, 4, 6, 8, 10 (mod 11) 

| 11 еж 2ү — 
тж 其 者 有 三 个 ， 故 (2)=-1. 

асс ар (= 3(p 一 1) 一 т) ЖЕЕ ж; 

bp, b, ЯВКИ + p Ж, 


I m #(р-—1) p—1 2—1 | 
Ha П +, = П вв = (РГ) (mod p). (1) 
#=1 =l k 


=1 
p-b WE 1 E LGe D 之 间 , 故 a R p— ЕІ # +(p— 1) 20 
的 (2-1 个 数 。 ЗН, АА НЯ 
a, £ p — b, 
ВЕ. E a +b, = р, ИЗ х £ y 8 


sn уп О (modo), 14650-0), 1<y<Ñ+0G-D, 
вр | 
_к-у=0 (mod p). 
此 不 可 能 。 # 


而 此 式 之 左 端 〈 由 《1) 式 ) 


1 т р 1 
—(—1\” /Nm „В Ф-Ш[ £ -+ 
= (—1) Пе П 1)” п ( 5 у] (mod p). 
故 得 

л%Ф-1) = (—1)” (mod p) . 
H Euler 利 别 条件 可 知 


42 d 论 Җ B| 


(2)= (Суз (mod p). 


(р-с»- 


於 此 定理 《定理 2) 中 取 n = 2, Д] 


274$ 


2,2-2,23, =,  (р—1)-2 
已 在 0 与 p 之 间 .。 售 往 算出 适合 
万 <2k<p Ü 


РА. eE == |#]-[#]. 
f p = 8а + r, r = 1, 3, 5, 7， 则 得 


+ № 
人 
^^“ 
A 

to |> 


”=за+[]—[|= ол,  (mod2). 
故 得 : 
定理 3. #›>2, E 


(2) = (—1)02-0, 


REZE p= + 1, (mod 8), Д] 2 SKRR, mod ру # p= + 3 (mod 8), 
А) 2 AKIRE, mod р. 
立 得 х2 一 2 сажи = + 1 (mod 8). 
И. E n> 0, 4n +3, 8n + 7 此 篇 素数 ,2”1 — 1 = Mm 非 素数 . 
ШЖ ВА ЈУ ТН Mersenne 数 之 性 质 : 
23|Mi, 47|Мз, 167|Мз, 263|М;з, 
| 359|M 17» 383|Му, 479|M p, 503|М». 
$3. HARR. 
定理 1 @р>2,4>2 篇 二 素数 , 且 p 4, K 


OORE 


REŻ, # p=q=3 (mod 4), 则 二 同 饼 式 


est 


„Ф ` 
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х2== р (тода),  z2== q (mod ?) 
中 一 可 解 ,一 不 可 解 。 ЖА, ДН, sk ДУН] SE, 

此 乃 初 等 数论 中 最 著名 且 重 要 之 Gauss 氏 互 道 定理 (Law of reciprocity). 
Gauss 称 此 篇 Legendre 之 互 逆 定理 。 但 Legendre 风 发 现 此 定理 而 未 能 确切 证 
ВН. 此 定理 Gauss $Z PB Вв ЕЕ”. 和 后来 Kummer, Fisenstein, Hilbert, 
Artin, Furtwängler 等 之 代数 数论 之 研究 , 苯 明 此 说 , 实 深 且 切 也 。 Gauss К 
突 研 究 , 角 作 原 则 方面 大 相 逐 庭 之 证 朋 , 由 此 而 发 生 之 研究 实 肉 认 列 举 ， 

证 : 今 暂 不 除外 q = 2 之 情形 ,下 假定 p> q HERRE. F 1<Л< 
< 10р 1), yE 


Ка = qip T rk, | а= |], 1<r,<p—1. 
命 


тз 


а= Уа, b= $ Б, 
(ЊВ а, 及 b, 2638 БВ). НИ 
| > rr=a+b. ` (1) 


БЕНЯ, a, р- b 与 1,2, 6, (р 一 1) 庄 数 相同 。 他 


得 
2—1 _ 1 — 
р =1+2 + 0—10) = 0 + - Б. -- (2) 
x 
7—1 0-0. 4(р-1) #1) 1(p-1) 
5 а= У) hq9=p 2 qt Ў) =p 2 qt+at+b. (3) 
k=1 © kel k=1 k=1 
(3) #& (2), uF 
#(р-1) 


р? —1 __ 
H (0—1) = р > qt— тр + 2Ь, 
| k=l 
Вр | 


Р?—1 i(p—1) | 
P-L а-рЕ У д-т Cnod2)， (4) 
k=1 


1) (定理 2.3 2958). JX q 2, А Z; EA 0, 故 


44 数 论 ЕГ B| 
2 | 
Ем (mod 2). 
2) & 422, Ri 
50р 1) 
т == > 9% (mod 2). 
故 
| > а, © [54] 
(2) = 0" = 0 (—1) 
同 法 
А = [22 
(#)= со 
序 得 | 
1-1) ka 164—1) 1р | 4 
IOS ВТА 
4 р 
к =й: НН 


$(2-1) р 44-1) 
ССВ 42| _ р—1 4 一 1 — 2—1 4—1 
> [|+ > É 2 7 P = —> (1942), 


则 此 定理 已 明 。 此 郎 下 引 : 


5l. 
S [+] + 5" [22] _ P—1 4—1 
р q 2 2 ` 


k=1 1=1 


#: ЕБ» 


0,44) (42, Y q) 


1 1 1 1 
(0, (°, 2 q ). Є 0) 5 Є 54 ) 


(0, 0) (32, 0) 


WARA О Я ЕНЕД СЕЕП АОВ УШ). 因 车 此 
BARLAR (а, у), 旧 | 


xq.— yp = 0. | Г. 


a o ame ma 


而 其 上 之 三 角形 中 之 整 点 数 篇 


6 


i 
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ШИ ple aly. 而 此 种 之 点 在 长 方形 之 外 。 RAWRANA 27 0—1, 


对 角 乏 下 之 三 角形 中 之 整 点 数 篇 


Ы [+2], 


(4—1) Ip 
> [21]. 
故 得 此 引 , 
例 1， 求 以 3 需 二 次 剩余 之 素数 p (> 3). 
HEME, 
3) (2 
(2)=(§) 0 
因 
IN _ — 
| 3 f — 
(55) =-1, # p=2 (mod3); 
2 一 1 1, | = m , 
pi -{ | Фе 23 三 1 (mod 4) 
| —1, 若 р=—1 (mod4) 。 
故 由 关子 定理 可 以 算出 | 
(=Í 1, 车 р +1 (mod 12), 
Р — 1, Ж >= +5 (mod 12). 


Я 2. ЖИ 5 ЖУК p( 关 5)， 
amuwa (3)=($) а 


; ORE 
Е РЕЗ 


| OR 1, 


RA 10 БКЈ ЖЕК p. 


知 
(тоа 5) 
(mod 5). 
例 3. 


2 


-L (5) (6): Q=: 


46 Ë 论 iN B| 


由 例 2 及 还 子 定理 可 以 算出 : 
(2-1 med 40)， 
$ p= +7, +11, +17, +19  (mod40). 


G 


Я 4. НА 
x? = — 1457 (mod 2389) 


可 解 否 ? 此 2389 是 素数 ,以 p RZ. 
I 一 1457 = — 31 X 47， 故 由 


的 -的 -的 -的 =: 
习 - 的 -的 的 -的 的 - 
--G)GG Эн - (3 3)(:)=-1 


可 知 (53857) = 一 1, ВВВ ИГ. 


AEA 1. в (5)=1, Aa | { 


195 _ 365 
ы 2. 6 (то) = — 1, (7 1847 ) 


И 3. 车 p= + 1 +5 (mod 24), ,nl a 


A РЕЗ? w + 11 (mod 24), 则 (5 )=-1. 


$4. ЖЕ. 以 上 之 理论 , ПАН, ЗМЗ, 但 其 实际 效用 仅 在 负 
Ж. ШАЙ? 车 由 此 种 制 别 法 , 知 蔷 同 余 式 不 可 解 ， 旭 问题 已 解决 , АНН | { 
ИЙ ETER ИИГЕН, ИЕА. 切实 车 之 , 当 р 大 时 ,实际 算出 y 

х? == п (mod р) 

ZR RESE. 但 车 РЕЗ (mod 4)  р=5 (mod 8)， 寿 人 有 次 之 方法 : | 
1) РЕЗ (mod 4), (2) =1, ж | 
8-0 = 1 (mod р), { 

П o] 
(n3 P+D)? = n (mod P), | 


Вр ие узук УН, 
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2) р== 5 (mod 8), ÆR n= 一 1 УЖ. ш Wilson 定理 
— 1 (р-1)!= 1.2. (e7 = - (z: =з) - (Р— 2) @— 1) (modp) (1) 


=(1-2--5 Ф-0) =((+ e-d) — God. 


改 解 出 所 希 . вс 2.) =ь ж 


| п Ф-П 一 1 三 0 (mod p). 

n AE 
л%Ф-1) = 1 (mod р) 
或 | 
з®Ф-1) = — 1 (mod p). 
由 前 式 可 知 
л%?+3) == (n+)? == п (mod р). 
由 和 合式 ,如 
Glory (modp), 

而 


С (251) ) == з (тоа р). 
3) р=1 (mod 8). ЖБ 23, | | 
Е p 不 太 大 时 , ВЕНЕ ЕП НЕЕ ЕУ yk: 解 同 饼 式 


2 


х? == р (mod Р) 


” 与 解 不 定 方程 


x? = n + py 
相同 。 亚 人 可 加 一 无 关 紧 要 之 条 件 0< < p， 设 * БЕН < ть Bi 
поры. ЭШЕЙ 0 <y < Тр [йыз МАЯ. 取 。 和 与 p ИЖ, 
В >2. ЖИРА m, пз 等 , 且 以 v e> Ж 
з ++ ру ni, п + ру шп), (mod е) | 
之 解 。 车 y 三 wi (mod e), BJ ру # е ЗЕН, KEPER. Ш 


BES ЗЕН y= v; (mod е) 者 , 取 不 同 之 е AHRR, 竺 数目 较 小 ,计算 不 太 麻 
烦 时 ,直接 代入 试验 得 之 ， 


ЕГЕ 
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я. ж 
х2 == 73 (mod 127). 
仿 往 解 不 定 方程 _ ме 
| x? == 127 у +73, 


ужа 31 (=[2Z]) zm. 


JR e = 3, x, = 2, 
73 + 127у 三 2 _ (mod 3), 
А] у=1 (mod 3). ЗАТ: 
_ 2,3, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 20, 21,23, 24, 26,27, 29,30. 
再 取 e = 5, ni = 2, n, = 3, RARA 
127y + 73=2, 3 (mod 5), 
得 出 vj 三 2, у, ЕО (mod 5)， 今 遗留 下 : 
3, 6, 8, 9, 11, 14, 18, 21, 23, 24, 26, 29. 
ER е=7,п,=3, n, = 5, пз = 6. ВН 


127 у + 73 == 3, 5, 6 (11097), 
Bp | 
y + 3=3, 5, 6 (mod 7) ， 
y == 0, 2, 3 (mod 7) . 


_ si wš: 
6, 8, 11, 18, 26, 29 
六 数 而 已 。 代入 试验 ,由 
73 + 8 x 127 = 1089 = 332, 
改 该 式 之 解 篇 
| x= + 33 | (mod 127). 
注意 : RRE, ШЕ е Мое, ДИК се’. HURAR в, RU 2e 
亦 不 必 再 就 ， 
以 上 所 壕 此 与 Gaus 有 关 , 故 此 “数学 王子 ”, Pi “жЕ” ШИН “ВЕ” Ah. 
55. САНА. 
定理 1 命 1> 0, p Tn Ф p> 2, WARA 


` 


qat Чы „ы, 
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х2 = п (mod р’) 

нв 1+ ("). = 

# p= 2， 则 分 三 种 情况 论 列 之 : 

1) 7 三 1， 则 有 一 根 ; 

2)1=2, Ñ в=1 或 3 (mod 4), КАЖ; 

3) 1> 2, NË в=1 或 551 (mod 8), АНИ. 

В: Жї р=2 之 情况 : 

1) 此 篇 显然 ; - 

2) == 3 (mod 4) ЖЖ, V= 1 (mod 4) N m + 1 (тоа 4), ЖУК 
ЕЮ; 

3) АНИ, H х 必 篇 奇数 , 命 之 篇 2k + 1. K 


ORHI = RHDH = в. КАЕ +1 =1 (mod 8). 
КЖ nÆ1 (mod 8), 该 式 不 能 有 解 ， 
Ti n=l (mod 8), 当 1 = 3， 显 有 四 根 : 1, 3, 5, 7。 % 1 > 3, ДЕЯ 
EELZ: 命 a 适合 а? = п (mod 2!-1), RI 
өне 十 2-16 © (тоа42”). 


Ж b = “лу, B| a + 2-2 b 万 对 模 2 之 一 解 . 故 а = n(mod 2) 必 有 
解 存 在 , № z, ЖЖ, z, ЖИЕ, 则 好 一 好 三 (и, 一 xx) (ay + x) 三 0 
(mod 2), 因 z; 一 xz, яз 十 =, ЙМ, 1—2. 388 (mod 21-8) AB 
Е ЗАПОРИ ВК, А с ОЙ 
хі х, (mod 27-1) 或 а. == — х, (mod 21), В æ, = + x; + 22-1 (Р = 0 
或 1), ËD 422 (mod 2) 至 多 有 四 解 , 但 + x, + x + 2-1 ЖАЖАНИ 
Ви. 

Ë p> 2, 而 / 二 1， 此 结果 显然 ,更 由 定理 2.9.3 得 出 本 定理 之 全 部 . 

由 第 二 章 之 结果 , 各 人 可 以 算出 以 任 一 整数 m дый АН ЖШ. 

$6, Jacobi 符号 FERE m BERM, 

ER. Mom 之 标准 分 解 式 篇 


50 数 论 Н 引 


t 
т = П Pr , 
r=1 


其 中 p, ВЕРЕ. Ж (n, т) =1, HER 
CTG) 
2075 Jacobi 符号 ， 


例如 : (&)=1. ж#б,т)=1, m (5) =2. 
请 特别 注意 : Ж (7) = L PRERANE 
х? == р (тоа m) 
篇 可 解 . 
极 易 得 出 此 项 符号 之 过 算法 则 : 
定理 1 (РЕН). Bom 与 m 篇 正 奇数 , 
(i) # n 三 n” (mod m) Ж (n, m) = 1, 


АІ ‚ 
(Z)= (Z): 

GD Ж (э, m) = (n, m' = 1, B 
е-е) 

Gi) ЯР (m, т) = (м, т) = 1, HI 

СОЄ; 
定理 2. (\=(-ут, 
0: АННЫ 


t 
П 2—1 


= {1 . j=1 
— = — mod 2 


BE. 此 当 ¿= 1 PERAR, 又 对 任 二 奇数 u 及 v 常 有 


“— 1 v—l_ 0—1 


2+9 > (тоа 2) (Ë) (4—1) (0—1) =0 (mod). 


(1) 
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С ИЙНЕ 
#—1 
i=] 
1-1 
П 2—1 _, Пр | 
== Р аа =: 一 (mod2) ， 
їр зш, | 
定理 3. 


(2) _ ( 一 1-5, 

Ж: ЖЕНЫ, № (1) 换 篇 

НИ (шеру 

部 得 . 

定理 4 # mAn 篇 二 正 奇数 , 且 (m, = ДІ 

O 
证 : № m = Пр, x= Па, АП 
Z (6) = (пите) (пп) WI) 
= ППС Di Сер 

(此 不 用 (1) =. 


. Legendre 符号 之 过 用 必须 时 时 注意 其 分 母 是 否 是 素数 ,而 Jacobi 符号 则 否 ， 


故 如 用 Jacobi 符号 可 以 驶 分 解 因子 之 劳 . 如 : 


(3 )= -(45)= -$ )= -HG- -(б&)= 
-(15)=(5)=(15) =: 


如 於 定理 4 中 取消 т, m 篇 正之 人 条件 , 则 有 次 之 定理 ， 
定理 5。 设 m,n 篇 奇数 ，(w, т) =1. Ж m, n AAR, 


(пт) Ст) -60* 


дәл Y. PS 


52 | 数 Я Е B| 


不 然 其 值 篇 
слуз" "- 
ВИ HEZ., | 
Я. Их 
== — 286 (тоа 4272943) 


有 解 否 ? 此 处 4272943 ДЖ, р RZ. 
АФЖ ` 


| p 


zi. B (5) = -1 (2) =1, 故 


-DO 


ж (МЗ) 之 值 可 用 下 法 : 


4272943 = 29880 X 143 十 103* 
143 = 2 X 103 — 63 
103 = 2 X 63 — 23 

| 63 = 2 X 23 + 17% 

| / 23=2х17— 11 

17 =2 x 11 — 5* 
11=2х5+1 

UAEM * РЕЗЕ 2) , 故 


(2286) = 1. Ваа ТН, Gaus 实际 算出 ,其 根 篇 + 1493445. 


$7. СІЯ. р ARR. ЗЕЕ НЕА 

xk = # (mod р) 

x TEL нех | 

| =t (mod р) (1) 

АННЕ (k, p 一 1). | 

I ` 7 
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Ж: 1) 命 4= (k, p 一 1), 必 有 二 整数 。 及 + DE. 
| sh + í (p—1) =d. 
如 此 ,如 <€ = (zt): (ае). А, (1) 之 根 , 必 篇 
к=] (mod 2) (2) 
之 根 。 反之 ,显然 . | 
2) 由 1) 可 知 如 能 薄 明 (2) 有 4 ня. 由 定理 2.9.1 已 知 (2) 式 
之 根 数 不 超过 d. 又 % -三 1 (mod р) 之 根 数 篇 p 一 1。 再 由 定理 2.9.1, 


х?-1—1 
х— 1 


之 根 数 不 超过 p 一 1 一 2, &(2) 式 之 根 数 > 4. 故 得 定理 ， 
定理 2. нех | 
х*=л (mod р), ptn 
或 无 解 ,或 有 (k, p — 1) 个 不 同 的 解 ， | 
证 : F-J xo Hi 


2—1 _ 
= (44) 4 ‘+... 4 444+ 1=0 (mod?) 


(кү! tE и (mod р). 


故 由 定理 1 得 定理 2. 

定理 3. rB p УЖ, # ДИ (p 一 1)/(%, p 一 1) ЖИРА. 

证 : 由 定理 2 已 知 有 (k, р 一 1) {ШЖ ХШ, Б ЕНЕ, mod р. 
故 整个 p 一 1 ИВА (p 一 1)/ (kp 1) 类， £ Жак. 
mod р, ERMIR. 

T КРАЖИ, (4) = 1, 最 小 之 正 整数 1 使 

k =i (mod л) 

者 ,名 篇 h SHE а ЖЖ, 4 之 次 数 ，mod n. 

定理 4. $ 如 三 1 (mod n), А] Им. 

证 : ”不然 必 有 二 整数 у X + DE 

| | m = 91+ + 0 <r<1, 


р = k” (57) -4 = 1 (mod n), 


зз сезстз Tann oT ` т es 
ре ищи уни нити тот | 
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HR 1 ZEREN. 
5 ЖИр-1, ZE ФО 篇 次 数 篇 1 ЮН ЖН УЛЕШ АЈ 
此 ФСГ) 0255 Euler К. | 
Ў: AEE ФП) СР, Euer ШШ. 
1) # (01,1) = 1, И] Pl) =P) ФП). @ hi Ж 5, К 
„А1. В bb, Аг 由 
| = (hj) (modp), 


由 定理 4 可知 ДИ. МО, L) = 1, ЖИ ИВ, bi &ї= h. BH 
#182 ZRA hla 故 如 有 一 数 h 其 次 数 是 ,他 一 数 h 之 次 数 是 ha A 
可 做 则 一 数 СЯ 其 次 数 篇 lila TRAJE h = hi (mod p), й, == h (mod р), 
RI 


#1 #2 Æ hi h; (mod p), 


Ж Ai 2 = hi ka(mod р), ДЇЎ, = hz 251 (mod p), 18 А, RE |h 


hik ТЕ. E= (mod P), 


而 与 假设 相 道 背 。 LZ, EAH h ЖЕШ l L, Q, l) =1. WE А, =", 
№ = Ёз, КИЕВ 1,1. 故 得 ФО) PUD = Ph h). 
2) @ 1 二 4', q 篇 素数 ,用 


ха — 1== 0 (mod p) 
之 根 数 篇 4, Ж x 踪 合 此 式 而 其 欢 数 非 4, АШИ А 
| 87—120 (mod р). 
此 式 之 根 数 篇 ас. о - 


Фа) = q'— 4'-!. 
3) & D 及 2) 二 性 质 , 可 知 pU) 805 Euler И. 
58. 原 根 及 指数 . 
由 定理 7.5 WA Ф(р 一 1) ИЖЕВСКЕ: р — 1, mod р. 


- — —— n 
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Е 1. 次 数 篇 p 一 1 “И, НС p 之 原 根 (Primitive root), 


89, gt, e, gP (mod p) 
PER НЯНЕЙ. 
E2 НО n (p t wn)， 必 有 一 数 a 使 
л = р“ (mod p), 0<a<p—1. 


此 a AA n 之 指数 ，mod р. DA a = ш, n 表 之 ，【〔 在 不 易 引 起 混淆 之 不 , 常 
简写 篇 ша п.) 车 6 篇 任 一 数 使 | 


n = g’ (mod p) , 
ДЇ] 
р = шап (mod z 一 1) 。 
指数 与 通常 之 对 数 相仿 ,有 次 之 性 质 : 


1) ind ab =ind в + ind В, (mod p — 1), p+ ab; 
_ 2) inda Æl ind a, (mod p — 1), p t a. 
(注意 : ЖЕ p t a BE, inda 方 有 意义 ,此 与 不 定 闵 log 0 [Н],) 
ЕФ 3. тру». Ж 
хс у (mod p), | _ W 
有 解 , 旭 п 谓 之 p Z k КЖ, ФОКИН р 之 k KERB. 


定理 1. ”篇 p Z k 次 剩余 之 必要 且 充分 之 条件 篇 (k, p—1) 能 整除 


ind л. 
СЕ r ind x = y, ind n = a, HJ (1) дуа (mod p 一 1) 等 价 , 而 
ЖОНЕ ЭЕ ЯВ ЕД (k, p 一 1) 能 整除 а. 故 得 定理 . 
“底数 互 换 公 式 ”， 此 处 之 指数 显然 与 所 取 之 原 根 有 关 。 Фа BBE 
根 及 g= g (mod p). ИНН 


n = gi = (gb) (mod p) , 
Вр 
inds n = аё = ind; gı indą n . (modp—1). 
此 典 对 数 换 底 数 之 公式 同 。 
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УХЛ ЛӘК 5000 Z EK ЛА Б, UARA., 
59. ЖОНЕ. 设 m AARE. 问题 :能 否 有 一 数 z 存在 ,使 
g’, gt, g? узсо т". (mod m) 

表 出 模 m ZMR? EEFE, ИЕШЕ g BAHA m 之 原 根 . 

定理 1， 有 原 根 存在 之 必要 且 充 分 之 条 件 篇 m = 2, 4, p 及 2р (此 
Ё р ATRE). 

Ж: 1) 命 m 之 标准 分 解 式 需 

т = рі pè ру, Pi < p < < p. 

由 Ешег 定理 , 任 一 整数 a, (a, pi) = 1, 必 适合 


pipii) __ 
йа s 


=1 (mod pi) 。 
TIR PpD =, (рі) 之 最 小 公 倍 数 , 则 
| а! == 1 (mod т). 
RE 1 < Ф(т), 则 无 原 根 存在 ; 若 p > 2, B| p(p) ВВ. 故 m 不 能 
有 两 个 不 同 之 奇 素 因 子 。 “от ARR, m 必需 212 或 Vp 之 一 ，*: 若 
с2>2, BJ Ф(29 = 2-1 亦 篇 偶数 , 而 2 亦 不 能 有 原 根 。 ЕН m = 21, 
р, 2p 三 种 可 能 性 而 已 ， 
2) 和 二 2， 洲 1/ 一 1 1 НВ; # 1=2 3 АЖ; # 12 3, 
则 对 诸 奇数 Ж а =1 1 (mod 2). АННЕ: Ж 
| 2 = 1+ 21-14, 
АЈ 
а? = (1421-14)? == 1 (mod 2°). 
Ж m = 2! (1>2) 无 原 根 ， 
3) 命 m — р. B 58 已 知 此 定理 对 ! 一 1 BAR. 命 g p 之 原 根 : 


ЖҮ 607: —1580 (mod 22), ВИХ r= g; 3# ge 一 1 三 0 (mod p’), BHHX 


r=g + р. ИН] 


1gtp) -11=— Р-р — (шойр®). 
故此 + DRE p 之 原 根 . в 


a 
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r#-1— 1= р, p+ À. 
因 


(1+А р)? =1 + kpt! (той р’+?), $20, 
5| HEE, НГЕН | 
. (›?-Гуг' = 1 + P pt! (mod p+?) | 
郎 得 
rp-D х=] + kp- (mod p), 7/22. (1) 


Er 之 次 数 篇 e, H| e| (р — Пр! = ф(р). Br 篇 pp 之 原 根 , 故 (р—1)|е. 
故 由 (1) 可 知 e= p), ÈI r р 之 原 根 ， 
| 4) т=2р. Hz z Bp ZR. 3 z ЕРИ, z BHS 2р! 之 原 根 ; Ж 
8 篇 偶数 ，g + p 篇 2р 之 原 根 . 
定理 2. 车 1!>2, 则 5 对 模 2 УКК 2—5. 
Ж: 今 先 证 : Жоа>з, | 


573 == 1 + 28-1 (mod 2°). 
党 q = 3 此 篇 显然 ， E НИЕ, 
51672 — (524732 шш (126-1 2*®)# == 1+ 2° (mod 2°+Гу, 


1-3 


w 52 561 (mod 2') Ш s2 1 (mod 27), ËJ 5 之 次 数 篇 271, mod 2!. 


a=1 
а = (—1) 2 5 (mod 2°), 2 > 0. 
Ш: Я a=1 (mod 4)， 由 定理 2, 
55, 0 < ¿ < 2-2 


ХАВИ 272 182-8] #0, шоа 2'. Bj 三 1 (mod 4). ИЖ Р 使 а=5* 
(mod 2”), | 
Ж 4 三 3 (mod 4), Д] 一 4 三 1 (mod 4), 故 由 .上 述 立 得 所 求 ， 


定理 4. R m= eph р. (УМА). 120, >0,… ,LL>0, 


Ж 1=0, 1; 1= 2; 或 1> 2 以 定义 6 = 0,1 52 2. ДШ m ZAR, IH s +ô 
个 数 之 乘 方 之 积 表 出 之 ， | 
证 : 1) И m = тт", (т, т”) = 1. № 


ce 


ати р a чч уз rp лачи 


— —— U arrÑrr r Fc [n sem 


58 数 Яя 8 B| ' 


a1, ~ дост?) 
篇 т ZHR, EB a 三 1 (mod т’) ОН); Хер 
бу, Вт") 
篇 т” Ж.Н 5b; 三 1 (mod т’), НІ 
| в; b; 
ПЖ m m” Ж. HARA ФО”). ҖЕ 
a; b; = а, b, (mod m m”), 
旭 立 得 
| a; = a, (mod m’), b; = b, (mod m”). 
2) 由 定理 1 及 3 可 知 : т=р(р>2) 之 纵 系 可 由 一 数 之 乘 方 得 之 ; 
m = 2! (# 1>1) Жи ё АСЯ. МХ 1), 可 知 定理 


Я. 


ЖЕНЕ ТЕЕ ЈИ ДИ, Вр аав АТА Abel Rik E, 
Ж ЛЛ, ЖА<рп= Ар +1, H 
2051, 2"-1==1 (mod я), 
ДЇ ”是 一 素数 ， | 
[提示 :GD ЖЕ о 中 有 一 案 因 子 三 1 (mod р). © d ВЕЛИ ` 
整数 使 24 三 1 (mod п). Ж d Y k, din 一 1 及 p|d. ШШ p|4| (n) 而 
ТУШН; GD 由 s = Ар? + 1 = (wp + 1) (vp + 1) Ш n ЖЕН 
合 数 .] | 
ЯЕ: JX р=2!#—1, А =180. ARAD Miler № Wheeler То 


180 (2127 — 1)? + 1 80, (Nature 168 (1951), 838 Ң), 
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3 gk Z B JX FL R Ж (5000 之 内 省) 


Ju * ж 36 z; 10 ЮК š B 


b р—1 g p 

137 23.17 3 311 
139 2.3.23 2 313* 
149* | 2.37 2 317 
151 2-3-53 6 331 
157 | 23-13 5 337* 
163 2.3 2 347 
167* 2.83 5 | 349 
173 22.43 2 353 
179% 2-89 . 2 | 359 
181* 22.32.5 2 367* 
191 2-5-19 19 373 
193* 26.3 5 379% 
197 22.74 2 383% 
199 | 2:351 3 389* 
211 2.3.5.7 2 397 
223* | 2.3.37 3 401 
227 2.113 2 409 
229* | 23-19 6 419* 
233* 23.29 3 421 
239 | 2.747 7 431 
241 24.3.5 7 433* 
251 2.58 6 439 
257% 2 3 443 
263* | 2:131 5 449 
269* | 23.67 2 457 
271 2-33.5 6 461* 
277 23.3-23 5 463 
281 28.5.7 3 467 
283 2.3.47 3 479 
293 22.73 2 487* 
307 2.32.17 5 491* 


р—1 


2.5.31 
23-3-13 
23.79 
2.3.5.11 
24.3.7 
2.173 
213-29 
25-11 
2.179 
2.3.61 
23.3*31 
2.33.7 
2.191 
22:97 
23.32.11 
24.58 
233-17 
2-11-19 
22.3-5-7 
2.5.43 
24.33 
2.3.73 
2-13-17 
28.7 


23.3.19. 


22.5.23 
2.37.11 
2.233 
2.239 
2-3% 
2.5-7% 


| 


2 
2 
3 

7 
6 

2 
2 
5 
2 
5 
3 
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i to 
Ñ m 


2.3.83 
2-251 
23.127 


` 29.5-13 


2.3*.29 
23.38.5 
2.3.7.13 
23.139 
2:281 
23.71 
2.3.5.19 
25.32 
2-293 
24.37 
2-13-23 
23.3.52 
2-3-101 
22.32.17 
2-7-11 
2-3-103 
2-3%+5.7 
27.5 
2.3-107 
2-17-19 
2°-163 
2-7-47 
23.3.5-11 
25.3.7 
23.133 
2-11-31 
2-3-5-23 
21.54.7 
23.3.59 


ә GQ N G N ш Чо МЧ G b Мм ою оо МЮ Ъъъъъзьъъ мч 


| ii 


22.32.23 
2.419 
23.3.71 
23.107 
2.3.11.13 
2.431 
2.3.73 
2%.5.11 
2-32-73 
2.443 
2-3-151 
2-5-7:13 
2-3%-17 
2*-29 
23.32.13 
22:5:47 


U ю о b G ш мы ho kh 


= 
jmi 


= 
ы 


7 
3 
5 
2 


м мл һю G h л Юю G N 


1009 
1013 
1019* 
1021* 
1031 
1033* 
1039 
1049 
1051* 
1061 
1063* 
1069* 
1087* 
1091* 
1093 
1097* 
1103* 
1109* 
1117 
1123 
1129 
1151 


11532 | 


1163 
1171* 


2:11:43 
23.7.17 
2.3.7.23 
2.5.97 
21.61 


2.491 


2-32-5-11 
22-3:83 
25.32.7 
2%.11:23 
2.509 
2.3.5.17 
2-5.103 
23.3.43 
2.3.173 
23.131 
2-3-5%-7 
23.5.53 
2.31.59 
2.3.89 
2.3.181 
2:5:109 
2.3.7.13 
23.137 
2.19.29 
21.277 
22.32.31 
2:3-11-17 
23.3-47 
2-5%-23 
27.33 
2.7-83 
2-32.5-13 


ч Ф мл G жж мл G N 


11 


K 2 мы мы AVA NB G Q GQ hb S G U A 


== p 
~I = 
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oA wN 
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Р p—1 | g b | p—1 g | Р р—1 g 
1181* | 2%.5.59 7 1433* 23.179 3 | 1657 23.31.23 11 
1187 2:593 2 1439 2-719 7 | 1663* | 23277 | 3 
1193* | 22.149 3 | 14472 | 2.3.2 3 | 1667 2.7.17 2 
1201 | 243.5 11 | 1451 | 2.58.29 2 | 16% | 23139 2 
1213* | 253101 | 2 | 1453 | 231p 2 x 1693 | 2.34.47 2 
1217* 28.19 3 1459 2-3% 5 1697* 25-53 3 
1223* | 2-13-47 5 1471 2-3-5.73 6 1699 2.3-283 3 
1229* | 21.307 2 1481 23.5.37 3 1709* | 22.7.61 3 
1231 2.3.5,41 3 1483 | 2.3.13.19 2 1721 23.5-43 | 3 
1237 23.3-103 2 1487* 2.743 5 1723 2.3.7.41 3 
1249 25.3.13 7 | 1489 24331 | 14 | 1733 | 23433 2 
1259* | 2-17-37 2 | 1493 23.373 2 1741* | 23.3.5.29 2 
1277 23-11-29 2 1499 2.7.107 | 2 1747 2-31-97 2 
1279 2-31-71 3 1511 2-5-151 11 1753 22.3-73 7 
1283 2-641 2 1523 2-761 2 1759 2-3-293 6 
1289 2%-7-23 6 1531* | 2.33.5.17 2 1777* | 213-37 5 
1291* | 2.3-5-43 2 1543* | 2.3.257 5 1783* | 23-4 10 
1297* 24.34 10 1549* | 22.33.43 2 1787 2:19:47 
1301* | 22.53.13 2 1553* 24.97 3 1789* | 23-149 6 
1303* 2.3-7.31 6 1559 2:19:41 19 1801 23.32.52 11 
1307 2-653 2 1567* | 2-33-29 3 | 1811* | 25-181 6 
1319 2-659 13 1571* | 2.5.157 2 1823# 2.911 5 
1321 23.3.5.11 13 15792 | 2-3-263 3 1831 2:3.5:61 | 3 
1327* | 2-3-13-17 з | 1583* | 2-7-113 5 18472 | 2-13-71 5 
1361 24.5.17 3 1597 | 2.3-7-19 11 18612 | 2532-5-31 2 
1367* 2-683 5 1601 26.53 3 1867 2-3-311 2 
1373 23.73 2 1607* | 2-11-73 5 1871 | 2.5.11.17 14 
1381* | 2.3.5.23 2 1609 28-367 7 1873* | 2432.13 10 
1399 2-3-233 13 1613 22.13-31 3 1877 23.7.67 - 2 
1409 27.11 3 1619* 2-809 2 1879 | 23-313 6 
1423 2.31.79 3 1621* | 21.345 2 1889 25-59 3 
1427 2-23-31 2 1627 2.3-271 3 1901 | 27.31.19 2 
1429* | 21.3-7-17 6 1637 23-409 2 1907 2953 2 


ОИ 


Kunu нем Q. o 
РРО СЕИ 


62 
& в об 
Р p—1 g | 
Р —1 
P | 8 | р x р—1 £ 
1913* . 一 一 一 
1 23.239 3 2161 24.33.5 23 2417* 
1931 2-5-193 2 2179* Ta 24.151 3 
1949* 22.487 2 207 1105 5 2437* 23.3.7.29 2 
1951 2.3.5a.13 3 5 2441 23.5-61 6 
2213 22.7.79 2 3447% 
1973 23.17-29 2 2221* 2.3.5.37 47 2-1223 5 
1979* | 2:23:43 2 5937 13.43 2 2459* 2-1229 2 
1987 2.3.331 2 2239 N 2 2467 2-33.137 2 
1993* а 3373 3 2473* 23.3-10 
2.3.83 5 22 3 5 
1 43 2:19:59 2 2477 А 
997 22.499 2 2251*% 21.619 2 
1 2.33.53 7 2503 
1999 2-38-37 3 2267 >. 11.103 2.32.39 3 
11: 2 
2003 2.7.11.13 5 2269* 2.34.7 2521 23.38.5.7 | 17 
2011 | 2.3.5.67 з | 223: | вл 2 | 2531 | 25-11-23 2 
2017* 2.32.7 5 3 2539* 2-33-47 2 
2281 23.3.5.19 
2027 2.1013. 7 | 2543* | 231-4 
2-1013 2 2287 2-33.127 1 5 
2029* 2%-3-13% 2 2293 23.3-191 р Э #713 2 
2039 2.1019 7 р 2 2551 2.3-53.17 6 
2297 23.7:41 5 _ 
2053 | 23%19 2 | 2309* | 21.577 27 j Zan 2 
2063* 2.1031 5 311 зз. 2 2579* 22-1289 2 
.3.5.7.11 
2069* | 211-47 2 3 2591 2.5.7.37 7 
2333 22.11.53 
2081 ›. 2 2593* 25-34 
25.5.13 3 2339* | 2.7-167 7 
2083 2.3.347 2 И | 2 2609 24.163 3 
2341 23.33.5.13 7 А 
2087 | 271% 5 347 | 2317.23 2617 23.3.109 5 
2089 23.32.29 7 2351 547 3 2621* 22.5.131 2 
2099* 2.1049 2 13 2633* 23.7.47 3 
2357 22.19.31 
2111 2.5. 2 2647 2.38.74 
5.211 7 2371* 3 
371 2.3.5.79 2 
2113* 8.3. 2657* 25.8 
26.3.11 5 3 3 
2377 28.38.11 5 
“ 2129 24.79-19 3 | 2659 2:3-443 2 
2381 23.5.7.17 
2131 .3-5. 3 2663* .118 
2-3-5-71 2 2383* 2.3.397 2:11 5 
21372 | 28339 | 10 5 | 2671 | 23-589 7 
2389* 23.3-199 2 
_ А 2393 28.13-23 3 
2143 2-33.7-17 3 239 2683 2.33.149 2 
2153* 2 2.11.109 11 2687% 
53 23.269 3 2411* 2.17.79 5 
1 2.5.241 6 268 
7 27.3-7 19 


23.673 
2.19.71 
2.3.1141 
2.5.271 
2.3.113 
2:32:151 
25-11-31 
2:3-5:7:13 
23.5-137 
2%-3.229 
28.43 
2-3:461 
23.347 
23.17.41 
2-34.5.31 
2.3.233 
24.51.7 
2.3.467 
2.1409 
2.3.59 
25-709 
2.72.29 
2-3-51.19 
2.3.7.17 
23.5.11.13 
2-1439 
23-13-37 
24.181 
2.1451 
23:727 
25.3% 
2.7-11-19 
2-13-113 


Ñ Юю 52 Мм ti Шш Юю © в 


2969 
2971* 
2999 
3001 
3011* 
3019* 
3023* 
3037 
3041 
3049 
3061 
3067 
3079 
3083 
3089 
3109 
3119 
3121 
3137* 
3163 
3167* 
3169 
3181 
3187 
3191 
3203 
3209 
3217 
3221* 
3229 


23.33.41 
22.739 
2:1481 
23.7.53 

2.33.5-11 
2-1499 
23.3.58 

2.5.7.43 

2.3.503 
2.1511 

23.3.11.23 
25.5.19 
28.3.127 
22.32.5.17 
2.3.7.73 
2.34.19 

2-23-67 
24.193 

2.3.7.37 
2-1559 

24.3.5.13 
26.74 

2.3.17.31 
2.1583 

22.32.11 

22-3-5.53 

2.33.59 

2.5.11.29 
2.1601 
23.401 

23-67 

22.5.7.23 

22.3.269 


K O ÅN — An G G М М СА оо есь < 


pa 
мл о о O = 


10 


Н 


2.53.13 
23.3-271 
2.11.37 

2:3 181 

2.3.5.109 

2.17:97 

22.3-53.11 
2.3.19.29 


‚ 24.38.23 


2.3.7-79 
2:11:151 
28.13 
2°3°-5-37 
2.3.557 


27239 


2.23.73 
2.3-5.7 
2.5.337 
22.3-281 
2.7.111 
2.3.5.113 
2.13.131 
22.853 
2%-3-11-13 
23-431 
27.33 
2.5.173 
2.3.577 
2.1733 
2.3.17 
2.5.349 
2.3-11.53 
2-33.5.13 


чю S 52 iS G BS нь Vi IS At G %% м N 


64 数 Е 38 B| 

р p—1 g p p—i g | р Р—1 g 
3517 23.3-293 2 3767 2.7.269 5 4027 | 2-3-11-61 3 
3527* | 2-41-43 5 3769 23.3.157 7 4049 21.11.23 3 
3529 22.32.73 17 3779# | 2.1889 2 | 4051* | 23453 10 
3533 23.383 2 3793 24.3-79 5 | 4057 | 23.3.133 5 
3539* | 2-29-61 2 3797 23.13-73 2 | 4073* 23.509 3 
3541 | 23.3.5.59 7 3803 2.1901 2 4079 2-2039 11 
3547 2-32.197 2 3821* | 22.5.191 3 4091* | 2.5-409 2 
3557 2.7.127 2 3823 | 237413 3 4093 | 22-11-31 

3559 2-3-593 з | 3833* 23.479 3 | 4099 2.3.683 

3571* | 2-3-5-7-17 2 3847* | 2-3-641 5 x 4111 | 2.3.5137 | 17 
3581* | 21.5179 2 3851* | 2.5.7.11 2 4127 2-2053 5 
3583 | 232.199 3 3853 | 21-3107 2 | 4129 25.3.43 13 
3593* | 28.449 3 3863* | 2-1931 5 | 4133 22.1033 2 
3607* | 2-3-60: 5 3877 | 233-17-19 2 | 4139* | 2.2069 2 
3613 | 23.3.7.43 2 3881 23.5-97 13 | 4453: | 2.3173 5 
3617* | 24113 3 3889 24.35 11 | 4157 x 23-1039 2 
36232: | 21811 5 3907 | 2:33.7.31 2 4159 | 2-33-71 3 
3631 2:3:5-113 21 3911 2.5.17.23 13 4177* | 24.34.29 5 
3637 | 21.3.101 2 3917 21-11-89 2 4201 23.3.52.7 11 
3643 2-3-607 2 3919 2-3-653 3 4211* | 2.5.421 6 
3659* 2.31-59 2 3923 2-37-53 2 4217* 23-17-31 3 
3671 2-5-367 13 3929 23-491 3 4219# | 2.3.19.37 2 
3673® | 28.33.17 5 3931 | 2.3.5.131 2 4229* | 21.7151 | 2 
3677 21.919 2 3943* | 2-33-73 3 4231 2-33.5.47 3 
3691 | 2-3%5-41 2 3947 2-1973 2 (к 4241 235-53 3 
3697 | 24.3.7.11 5 3967* | 2.3-661 б 4243 | 2.3.7.101 2 
3701* | 2.52.37 2 3989* | 121.997 2 4253 21.1063 2 
3709* | 22.32.103 2 4001 25.58 3 4259: | 2.2129 2 
3719 2-11-13 7 4003 | 2.3.23.29 2 4261* | 233571 | 2 
3727* | 2-31-23 3 4007* | 2:2003 5 4271 2.5.7.61 7 
3733 23-311 2 4013 23.17.59 2 4273 24.3.89 5 
3739 2-3-7-89 7 4019* | 2.72.41 2 4283 2-2141 2 
3761 24.5-47 3 4021 | 23-5+67 2 4289 28-67 3 


+ 
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р р—1 & р р—1 g p p—1 & 
4297 23-3:179 5 4549 2%-3-379 б 4789 23.33.7.19 2 
4327* 2-3-7-103 3 4561 2%:3:5:19 11 4793* 23.599 3 
4337* 24.271 3 4567* 2.3.761 3 4799 2.2399 7 
4339* | 2:33.241 10 4583* 2:29:79 _ 5 4801 28.3-52 7 
4349%* | 22.1087 4591 2.33.5.17 11 4813 23-3-401 2 
4357 23.33.113 2 4597 2*%+3-383 5 4817* 2%.7-43 3 
4363 2-3-727 4603 2.3.13.59 2 4831 2.3.5.7.23 3 
4373 22-1093 2 4621 | 23.3.5.7-11 2 4861 22.35.5 11 
4391 2.5.439 14 4637 23-19-61 2 4871 25-487 11 
439% 2.7.157 2 4639 2-3-773 3 4877 2223-53 
4409 28-19-29 4643 2.11.211 5 4889 29-13-47 3 
44212 | 25-13-17 3 4649 257-83 3 4903 | 2-3-19-43 3 
4423* | 2-3-11:67 3 4651* | 2:3:5%.31 3 4909 23.3*409 б 
4441 23.3.5.37 21 4657 24.3.97 15 4919 2.2459 13 
4447* | 2-32.13-19 3 4663 2-3%-7-37 3 4931* | 2.5.17.29 б 
4451* 2.52.89 2 4673* 29.73 _|| 4933 22.32.137 2 
4457* 28.557 3 4679 2.2339 11 4937 * 23-617 3 
4463: | 2-23-97 5 4691* | 2.5.7.67 4943* 2.7.358 7 
4481 27.5.7 3 4703* 2.2351 4951 2-32.52.11 б 
4483 2-33-83 2 4721 2.5.59 4957 23.3-7.59 2 
4493 22-1123 2 4723 2-3-787 4967* | 2-13-191 5 
4507 2.3.751 2 4729 23.3-197 17 4969 23.33.23 11 
4513 | 283.47 7 | 4733 | azia | 5 | уз | 211113 2 
4517 23-1129 2 4751 2:58:19 19 4987 2-32.277 2 
4519 2.32.251 3 4759 2:3-13-61 3 4993 27.3-13 5 
4523 2-7-17.19 5 4783* 23-797 6 4999 2.3-72.17 3 
4547 2-2273 2 4787 2.2393 2 


АЕ 


第 Ш = 
多 Аконя 


$1. 多项式 之 整除 性 ， 今 往 讨论 以 有 理 数 篇 傈 数 的 多 项 式 ， 以 6"f RS 
项 式 f(x) ЖЖ. | 

定 闵 1。 命 f(x) Я g(x) 篇 二 多 项 式 , g(x) TERR. 车 有 一 多 项 式 
h(x) 使 

JG) = р(х) А(х), 
НІН g(x) 可 整除 f(x)， 以 | 
g(x) | fx) 或 gif 

表 之 。 以 g + f 表 g 不 能 整除 7. 显然 有 

G) fif; 

GD Æ fle 及 gift W f 8g 仅 相 差 一 常数 因子 ， 如 此 之 二 多 项 式 谓 之 
相 结 合 的 多 项 式 ; 

Gü) Ж Да, glk 则 ИВ; 

Gv) 车 fig, BI | 
| 9°} < 2°. 
# flg m etf НГ ЖЖ САМУ, КН 9°] < 9°. 

定理 1。 任 与 二 多 项 式 f(x) 与 g(x), g(x) PERR, ИЗ JK q(x) 
及 r(x) 使 

Í=q:g+r, 

此 处 r=0 в ду < ôg. 

证 : 可 以 依照 f 之 次 数 行 明 和 纳 法 . Ж 0° < O° 2, НИХ q = 0, r= if, 
ВАН. 

= of > a g, mr 

f = ам” + з, 0°f=n, 
66 
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第 四 章 多 项 式 之 性 Яя 67 
$ = Въ х" +, Og=m, 
ДЇ | 
8°(f — an В» х°-”&) < д°}, 
由 足 秽 法 之 假定 ,有 二 多 项 式 h(x) 及 т(х) 存在 使 
| f— д, В ап" g = bg + r, 
此 丰 r= 0 或 Ə°r < Ә°р. 如 此 则 


f= (à +a,B 1 х") g + r. 


(q(x) = h(x) + a, BZ! х7". ) 
ААТА, 
定 ФЕ 2. 一 多 项 式 的 集合 I, 如 适合 以 下 之 条件 ,名 篇 一 理想 集合 (ideal): 
G) #rf zg 篇 了 中 之 多 项 式 , 则 f +g 亦 在 其 中 ; = 
G) # f 篇 了 T 中 之 多 项 式 , 1 篇 任 一 多 项 式 , 则 М 亦 在 其 中 ， 
Я. 一 多 项 式 f(x) ZEER, REAREA. 
定理 2。 任 一 理想 集合 中 可 以 沉 出 一 多 项 式 f, 使 几 此 集合 中 之 多 项 式 必 


B f 之 倍 式 , 序 蔷 集 合 是 f 的 诸 倍 式 所 租 成 的 . 


证 : 命 J 篇 此 理想 集合 中 之 次 数 最 低 者 。 车 z 篇 此 集合 中 之 任 一 多 项 式 

而 非 } 之 倍 式 , 旧 由 定理 1 可 知 有 二 多 项 式 q(x) 及 r(x) (90) 使 
g=q:f + r, 0° < 6°f. 

因 f 在 此 理想 集合 中 ,由 (ü) 可 知 qf 亦 在 其 中 ,更 由 G) g 一 qf ЭКЕЛЕД ЕР, ВП 

r 在 此 理想 集合 之 中 。 但 r 之 次 数 低 於 f 之 次 数 , Нана. 故 得 定 

JE. 

EEI Af Z z 篇 一 多项式. 取 形 如 mf + ng 之 多 项 式 所 成 的 集合 
(此 丰 m 及 n ЕЖА). 由 以 上 之 定理 可 知 此 篇 一 多 项 式 d 之 借 趟 所 成 
之 集合 . 此 式 名 需 f 及 z 之 最 大 公物 式 , 以 (jf, g) = d #2. SEDE 
REER M G z) 之 最 高 方 之 保 数 篇 1. 

定理 3. (д 有 次 之 性 质 : 


= ишк уилн s= е 


68 数 论 iR sj 


Gi) 有 二 多 项 式 m Z n М (f, g) = mf + ng; 

(ü) МЕЖ m 及 n 必 有 (БО т] 十 ng; 

Сш) Иь ИЕ W IlG, g). 

证 : G) 及 Gi) 可 由 定理 2 得 之 ，(ii) 可 由 G) 得 之 ， 

E4 车 (f z) = 1, HJ f мс 名 篇 互 来 . 

EIA Ep 篇 一 不 可 化 多 项 式 , 且 рр, М plf 或 plg. 

证 : r pt f, HJ (f, p) =1. НЕН 3 G), 有 二 多 项 式 m 及 使 
mf 十 np = 1, 


故 
mfg + пер =g, 


因 plie 可 知 ple 故 得 定理 . 

$2. 唯一 分 解 定理 ， 

定理 1， 任 一 多 项 式 中 可 分 解 需 不 可 化 多 项 式 之 积 . 车 互相 结合 的 多 项 
RAMAR, ЕЖЕ КЕ, ДНЕ ДЕҢНЕП]. 

证 : 1) 分 解 性 。 Крок ЫТЫН. ЖО ЖИ, НЕЕ. 
3 f 可 分 解 , 命 

f=gh, Ә°% < Әу 09%< 95}. 
НЕЕ, BA z 及 4 此 可 分 解 坑 不 可 化 多 项 式 之 积 ， 
2) МЕ, ПАКИ. 假定 
f = ср ра" pek = со ау с ЧМ, 

此 式 中 p 及 4 上 皆 需 不 可 化 多 项 式 ， 其 最 高 方 之 傈 数 需 1, Hp р G = j) 
ЖЕ), 4 与 gq; G Z j) ЖЕ). 由 定理 1.4, р А qoo qu 中 之 一 相 和 结合 ， 
ЕЕ а, ВАНИЕ 1, 故 р = qe. ШИ 


1 


] a, ] а 5. 一 
— = пр! p to p = саф с 


P1 
RBÉ ВИНО fe НОННА. 
定理 2， 设 f(x) 与 g(x) 需 二 个 有 有 理 傈 数 的 多 项 式 , 且 f(x) 篇 不 可 
化 ,车 f(x) = 0 № g(x) = 0 有 公共 根 , 则 必 
f(x) абе). 


*.+ 
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证 : м fG)= 0 М g(x) = 0 ЖАН, 6k (0), к(х)) 51. @ 
d(x) № Ка) а(х) 的 最 大 公 因 式 , 则 因 f(x) ARTE 44) 与 f(x) 相 
ве. 所 以 

х) | e(r). 
由 此 定理 立刻 可 得 : Жо) Җ— n 次 不 可 化 多 项 式 。 而 以 
90). 9) ... 90%) Е 
表示 f(x) = 0 所 有 的 根 , 则 必 99 Z90 Gp. В 99 适合 另 一 
有 理 保 数 方程 式 g(x) = 0, НИ f(x) = 0 的 其 他 п 一 1 个 根 亦 必 适 合 此 方程 式 ， 
定理 3。 命 f 及 8 此 篇 最 高 方 之 保 数 是 1 的 多 项 式 : 
| f = pit: ph, а, 2 0, 
g = pl ph, bs 20, 

式 中 р, 是 不 相等 的 不 可 化 多 项 式 , 且 其 最 高 方 之 傈 数 等 让 1, Hl 

о (f, 8) = po pz, 
此 不 сь = тіп (а, Бх), 

”此 定理 之 广 明 极 易 ,从 略 ，. 
‚ ЖЕ! бра 篇 二 多 项 式 ， 及 8 此 能 整除 之 多 项 式 名 乱 此 二 式 之 公 
倍 式 ， 其 中 次 数 最 低 者 称 篇 最 小 公 倍 式 ,以 [f, z] 表 其 中 最 高 方 之 保 数 篇 1 者. 
定理 4。 一 如 定理 3 之 假定 ,可 得 = 
[f g] = р Р; 

此 不 d, = max (av, by). 

由 此 立 得 : 

定理 5。 二 多 项 式 之 任 一 公 倍 式 ， 必 篇 此 二 多 项 式 之 最 小 公 倍 式 所 整除 . 

定理 6. # j z 篇 二 多 项 式 ,其 最 高 方 之 保 数 篇 1, Bi 

fg = [f g] Qg). 

ZAL НОЕ. 

ЛА 2. 试 将 理想 集合 的 秽 念 推广 到 含 多 个 释 数 的 多 项 式 ， ЗЕ SE ИНА 
定理 1.2 FREE, 

提示 : 二 多 项 式 


7) 数 论 ы - B] 


Je,y,z)=0, g, y, z) = 0 - 
х М — НИС. 形 如 т} + nç 之 多 项 式 所 成 之 理想 集合 I, A 
次 之 性 质 : ИНН ЕСН Т 中 任 一 多 项 式 等 於 0. 

$3. ак. 
命 ma) 篇 一 多 项 式 ， Ж 
т(«) | f(x) — g(r), 
MER у) 与 р(х) 对 模 m(x) НВ, Р 
х) 三 gz) — (mod m(z)) 
RE. НЕ Ж m(x) 显然 有 | 
G) f WR EGAR; 
Gü) 车 f р ПЕК, АЈ zg 与 三 也 同 余 ; 
G) Æ f Ж р М, МАНЕ, BJ y 9 А в; 
(іу) Ж 


f= р, 1 = gı (mod m), 
则 
+h =g + gi (mod m), 
| ffi 三 gg (modm). | | 
此 诸 结 果 之 证 明 从 略 (参考 52.2), ~ 
对 模 mm(*)， 可 分 多 项 式 需 剩 余 类 : 每 一 类 中 之 多 项 式 此 对 模 m(x) И, 
属 认 不 同类 中 之 一 多 项 式 必 不 同 狠 。 Gv) Нити. M 
然 ,此 庄 类 所 成 之 集合 对 加 溅 乘 而 首 自 封 ， 以 0 表 m(x) 所 能 整除 的 多 项 式 所 
ВАР, | 
若 m(x) 不 可 化 ,更 可 广 明 : MARRE EAEI EARE С.Е ' 
数 非 0). DEEZ, E f(x) 非 m(x) 之 倍数 , 则 有 二 多 项 式 а(х) 及 blx) 使 | 
а(х) fG) + 5) m(x) = 1. | 
ВЕНЫ а(х) 使 
| а(х) х) ==1 (тоб т(ж)). 
故 得 | 
定理 1. 3 m(x) 篇 不 可 化 , 凡 非 0 之 剩余 类 , 必 有 其 唯一 的 道 类 ， 切实 
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FZ, 命 4 表 一 非 0 ЖЕН В 存在 , 使 A, В 中 各 取 一 多 项 式 
f(x) 及 р(х) НК: 
f(x) а(х) 三 1 (modm(x)). 
今 更 举例 以 明 本 和 节 之 内 容 : M ma) = x? + 1。 此 乃 一 不 可 化 多 项 式 。 任 
一 剩 耻 类 中 必 有 一 唯一 的 多 项 式 : 
ax + b. 
REZ, ax + b 可 以 表 所 有 的 剩余 类 。 类 间 的 和 差 之 定义 如 次 : 
ах + b + (ax + b) = (a +a) x (bk). 
НЯ 
| (ах + b) (ах + bi) = аах? + (ab, + а,Ь) x + bo 
== (abı + а,Ь) х + bb, — аа (тоа х? + 1). 
因此 ,如 以 有 理 数 对 (a, 5) 表 --- 剩 余 类 之 包 有 ax + 5 Ж, MENMEN 
如 次 : | 
(a, b) + (ai, b1) = (a + a1, +В), 
(a, 5) (в1, 81) = (аЬ, + bas, bby — ва!). 
H° | 
(ax + b) ( — ax + b) а + Ë? (mod x? + 1), 


所 以 (a, Б) НЫЕ (rippi) REZ, RER ai + b жн 
жан. x 


ЖАЗЫН ДЕРЛЖ АНИ, № m(x) Җ— n 次 多 项 式 ,其 最 高 方 的 保 数 入 1, 


则 任 一 剩余 类 必 包 有 一 个 多 项 式 其 灵 数 小 於 wm WREN. КЕЛТЕ me) 
之 诸 剩 余 类 之 诗 葵 可 以 看 成 需 形 如 。 
орк" d- аз "2 4 оак + а, 
之 多 项 式 之 讨论 .。 ап ПЕ HEA ERROITZ Ж ОҢУ, 其 
稿 序 入 由 普通 之 求 积 法 所 得 出 之 多 项 式 以 m(x) 除 之 所 得 出 之 最 低 次 饼 式 ， 
习题 1. 设 a, a, as 各 不 相同 。 求 一 二 次 多 项 式 Ко ШАК 
Ка) = В, Ка) = В, Каз) = В,. 
落 悦 明 其 奥 大 衍 求 一 术 之 关 傈 ， 


Лала. СС ' 
(Barto is Т шы ал a. a... a 


ал КА i, 
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2: 
1( = В, -ET (хаа) y p, биаз) (ка) _ 


(а —о,) (о —оз) (а: —оз) (02—01) 


(х—а;) (x 一 02) 


(as—a) (as 一 02) ` 


+В» 


75 Lagrange 插 大 公式 ， 
НЯ 2. № mi(x) 与 m2(x) 篇 二 不 互相 结合 之 不 可 化 多 项 式 ， 命 h) 
及 h) 篇 所 与 之 多 项 式 .。 证 明 必 有 一 多 项 式 f(x) 使 
а) fx) (mod mi(?)), _ 
Кх) = (=) (mod т2(*)). 
考题 3. ЕЧЕИ БИ. 
54. 整 傈 数 多 项 式 ， 
ВЕР НЕЕ АЗИЯ НЗ. 
— 38 65k ERRANA РР, НА: 
G) 车 f, g 在 此 集合 之 中 , 则 f + g 亦 然 ; 
Gi) # f 在 此 集合 中 ,而 g 篇 任 一 整 傈 数 多 项 式 , 则 fg 亦 在 此 集合 中 。 
定理 1 (ег). 在 一 理想 集合 4 中 必 有 有 限 个 整 保 数 多 项 式 fo fa 
АНА: 4 中 任 一 多 项 式 у UTRA 
| f= n h + g; fa ЕС + g, frs 
此 处 gio gs 也 是 整 保 数 多 项 式 ， 
Ж: 1) ЖЕ АНА НУЖНА B, 此 集合 篇 整数 所 
成 的 模 , 何 则 ? Ж а, Б 在 此 集合 中 ,其 对 应 的 多 项 式 需 
fe) = ам" +, р(х) = Бат +, 
则 由 Gi) 可 知 f(x)x”，g(%x)x” Е A 中 , 即 
х) x" + g(r) x” = (a + Ьу" +" + ... 
也 在 А 中 , 而 此 式 之 最 高 方 之 傈 数 需 atb ИН ВЕ ж НН 
1.4.3， 可 知 В 中 有 一 正 整数 d, 使 凡 B 中 之 数 此 篇 а 之 倍数 .， 命 以 此 4 £ 
最 商 方 之 傈 数 的 多 项 式 坊 
fi = dx! + акі + ... dx 二 di. 
“2) 对 4 中 之 任 一 多 项 式 f, 必 有 二 整 傈 数 之 多 项 式 g(x) 及 r(x), 使 
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f(x) = qal) f(x) + т(х), 
此 处 O° r.< 8 fi 或 r= 0. ÍR] 车 f(x) ЖЕК Ва) ЖЖЖИ, ВЕ 
=. 车 
fx) = ах" + ау" 5 Бал, nl, 
则 由 1) 已 知 dja, 而 | 


f(x) — 9-а" 0) 


篇 一 多 项 式 ， 其 次 数 <s 一 1, ЖИХ ЛОК 1， 旧 其 最 高 方 之 保 数 仍 篇 4 
之 倍数 。 故 可 丢 行 此 法 以 得 2) СЖ, 
3) 着 4 中 无 低 於 1 次 之 多 项 式 , 则 定理 已 明 。 不 然 , 命 4' 篇 4 中 所 有 
低 於 1 次 之 多 项 式 之 最 高 方 之 傈 数 的 最 大 公 狗 数 , 双 命 
fa = Фк! + ојл’ (4| 4) 
篇 其 对 麻 之 多 项 式 。 用 上 法 可 知 , 凡 4 PREUR 1 MRR P 之 多 项 式 了 
азж | 
f(x) = q(x) (+) + r(x), 
此 上 处 q(x)， r(x) ERREZA, Н Ә°, < 0°, B r = 0. 
绩 行 此 法 可 得 定理 ， 
OBAL 斌 将 定理 1 НИЯ, BERRA. 
如题 2. 试 将 定理 1 ВНИИНС 
55. 以 素数 局 横 之 多 项 式 . 
ЖЕН ЈАВНИ. 且 设 р 是 一 固定 素数 。 = 
ERL BOZAR f(x) 及 g(x) ZIURRE SE p BJ, ШН st 
ЙУ ЭНЕ р MER, A 
| Їх) = g(x). (modp) 
вх. 例如 
7x? + 16х + 9 == 2x +2 (mod 7). 
Ка) 之 最 高 方 之 傈 数 非 p 之 倍数 者 , 名 篇 此 多 项 式 半 模 p 的 次 数 , 以 Ә° Ж 


Z. 例如 ,对 模 7, 
9° (742 + 16х + 9) =1, 
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Жр 
$ 


B| 


但 对 模 3, 
8° (7х2 + 16х + 9) = 2. 

Жо GEN АЕ š BJ ТАЕ АНА ЖН ЖЕҢ: 
G) 0) 7098)  (modp); 
Gi) Ж ГЕ; (оар), H| а] (њор); 
Gü) Ж Ех, g&h (тоёр), W јл (mod); 
Gv) 27 =g, р р (modp), RI 

ЕДЕ: (тор) 


НЕЕ z R (mod p). 
特别 值 每 注意 者 篇 


| Ge) == КР)  (modp). 
= Е 2. № f(x) 及 g(x) 篇 二 多 项 式 ，g(x) АНАЛ, подр. #A— 
多 项 式 h(x) 使 
{(х) Ehl) g(x) (њор), 
RI BB g(x) 可 整除 f(x), mod р. 而 称 g(x) Ж f(x) 之 因 式 ，mod р, 以 
200) 1), mod р. Ж. | 
例如 : HHP 
х5 -F 384 — 4х3 + 2 == (242 — 3) (343 — x? +1) (тоа5), 
可 知 | 
2x? — 3 | + 3х% — 4х3 + 2 (mod 5). 
显然 有 
(1) f(x)|f(x) mod p; 
Gi) Æ f(z)|g(z) mod p, 及 g(x)|f(x) mod р, ДЈ К») 与 g(x) ДНЕ 
一 常数 因子 。 邹 有 一 整数 a 使 
f(x) = ав(к) (modp). 
如 是 之 二 式 名 篇 互相 结合 ,mod р. 显然 任 一 多 项 式 共 有 p 一 1 个 多 项 式 与 之 
АНЕ, mod z， 而 其 中 有 一 个 ( 且 叭 有 一 个 ) 其 最 高 方 的 保 数 篇 1; 
Gii) Æ flg mod р, g|# mod p, HJ f| mod р; 


= 
+ š 
—— d 


e £ m x Z нв я 75 


(iv) 任 与 二 多 项 式 f(x), g(x), g(z) PERE, mod р, 必 有 二 多 项 式 qir) 
38 (х) 使 
fæ) == q(x) g(x) + (х) (пор), 
此 处 r(x) ЕЕ О (mod р) 或 Ә° < Ə°g. 
EEI 车 一 о 次 多 项 式 f(x) 不 能 分 解 篇 雨 个 低 於 n 次 多 项 式 之 积 ， 
mod р, ДШ НЯ р 不 可 化 多 项 式 ,或 对 模 р ЖЕ. 
例如 : ER р= 3, 则 不 互相 结合 的 一 次 式 有 3: 
x, x+ 1, x + 2, 
此 不 可 化 。 不 互相 结合 的 二 次 式 有 9: | 
| ж2 , х? + е, х? + 2х, 
+1, trti, а2+2х+1, 
2+2, их +2, 十 2x 十 2， 
其 中 可 化 者 有 6(= (x + a)(x + &)) ШЖ НИЕ 3: 
х? +1, х?+х-+2, х? + 2х +2. 
注意 ; 一 多 项 式 对 模 户 不 可 化 , 则 原来 也 必 不 可 化 ， 由 此 证 出 , x? + 25 + 2 
无 有 理 根 ， 
已 与 一 p, 求 出 有 多 少 个 п 次 不 可 化 多 项 式 , mod p, 万 一 村 有 趣味 的 问题 | 
ЛК $9 中 解决 之 . 
定理 1. 任 一 多 项 式 可 以 分 解 需 不 可 化 多 项 式 之 积 ， mod р. RAAR 
及 次 序 外 ,此 分 解法 是 唯一 的 . | 
СЕНИ ДСАН 2.1 ВОЕННАЯ СЕБЕ. 
мины, 可 定义 最 大 公 狗 式 及 最 小 公 倍 式 。 以 (4, g) Ж f, g 之 最 大 公 
ЖАЛЕЮ 1 ЖЕН ВЯ 
定理 2. 有 二 多 项 式 m(x) 及 alx) 使 
т(«) }(«) + n(x) g(x) 三 (f(x), g(x*)) (modp). 
$6. НИИ. 


TIN. | 
f(x) = apx” + а-у "714 e 


76 ш а š si 
RFEA. 多项式 
па, х" + (n — 1) а-у" + 


RA f(x) 的 导数 ,以 了 (x) 表 之 . 


显然 有 
(Ка) + eY = FG) + ZG), (1) 
HH 
(29.07), = (m + n) +" 
= (m xm x” + (n x-i) xm 
= ("Y x" + (к), x”, (2) 
ИГР ЕН | | 
(JG) в) = FG) z(a) + Ко. (3) 
Жш 
; f(x) = > ар, ек) = S bri, 
= j=0 
дува (1) 可 知 | ` 
COPFO = Š ах! AY = У a Ў Ба". 
| | i=0 =0 i=0 
”再 由 (2) 及 (1) 可 知 | 
(С) 869) = D aD (У = + G 0) . 
= > a (x!) > b; К + s а; "(> b; Э! 
= 0 і =0 = 0 ‚7=0 
= G) g) + gE) К. 
定 闵 若 一 多 项 式 j(xz) 能 坑 另 一 非常 数 之 多 项 式 之 平方 所 整除 , mod p, | 
ДЇ f#(z) 名 篇 有 重 因 子 , mod р. i 


例如 : x 十 x — 3 — 2 + x + 1 Н 3 有 重 因子 (xz + 1):, 

定理 1。 Кх) 有 重 因 了 于 之 必要 且 充 分 人 条件 篇 Ч, f(x)) 之 次 数 2 1. 

#: 1) 假定 f(x) ANF, E 

| х) кє Р2(х)О(х)  (modp), 

其 着 数 篇 
Г (=) == 2Р(х)Р'(х)0(а) + P(x)O’(x) (modp), 
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Ék К), f(x) 有 公 因 子 Р(х) mod р. 

2) 假定 Р(х) 篇 (f(x), Fa) 之 不 可 化 因子 ，mod >, B. 

Как) = Р(х) OC) (modp), Р(х)+0(х) (modp), 

| | 

Р(х) EE Р'(х) О(х) + О'(х) Р(х) (оар). 
由 PCx) | (z) mod p, 可 知 P(x)|P'(x)0(x) mod pe НА Р(х) + Q(x) mod p, 
可 知 

Р(х) | Р'(х) (mod р). 

由 於 Р'(х) 之 次 数 低 於 Р(х) 之 次 数 , 故 必 P(x) Е 0 (mod р), Р(х) 的 形 
式 一 定 是 


Р(х) = 5 а; х?!, 
1=0 
Hy | 
Р(х) =(> а 2) (mod p), 


可 知 Р(х) HRT, ЕВЕ ЕЛЬ. НВ. у 
定理 2. # p+ n, H| z” — 1 ЖЕНУ, mod р. 
证 : Во EME 
nn 二 1 (mod p) 
之 整数 , 则 
(х”—1,лх"°71) = (x" — 1 — пп y, пх? 1) 
= (— 1, вх) = 1. | 
由 定理 1 推出 本 定理 . 
定理 3 Ф (н.п) = ¿, Bl 
(а" — 1, —1)= x —1. 
Ж: Ф m = n, НЕА. 
命 N = max (m, п). Ж N БНН. 假定 > > m. В 
假定 可 知 | 
(<? — 1, x” — 1) = (а”—1,+”—1—х"-”(х” — 1)) 
= (” — 1, ат" — 1) 
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= (х* — 1), 
JERR | 
d = (m,n — m) = (m, n) =4. ` 


定理 4. 命 (эз, п) = d, HI 
(x-1 — 1, х"-1 — 1) = 2-1 — 1, 
W: 命 1= (p” 一 1, р" — 1). 由 定理 3 可 知 


(007-101, ze" р) = —1. 


”再 如 定理 3 СУ, НЯ 


i=(p”"—1,rr—1)=p—1. 
$7. ЖЕ. 
Ekl @ p RRR, ф(х) КОЖА. # fil) — (z) В p(x) 
之 倍 式 > mod р, ДН h 及 h WE р, p (xz) MER, ВМ: 
fil) == fh) (moddp, Ф(ғ)). 
例如 : 
x + 3⁄3 + x2 + 4х + 3 =0 (modd 5, 2х? 一 3). 
HEAR Ж ЖИРЕЙ: 
1) х) =Кх) (modd p, P(x)); 
2) Жр р HER p, Ф(х) НШ z Ж] КА; 
3) А] 与 g Z z Ж Ем р, р(х) ПЁ, МЕЖ; 
4) Ж 


f(x) = g(r), filr) = g (x) (modd Р, Ф(х)), 
RI | 
{@®) + НО) ке) 4 (хх) _ (тшо44р,ф(«)), 


f(x) f(x) кё g(x) g(r) — (modd p, Ф(«)); 
5) B p(x) 对 p 之 次 数 篇 п. 任 -- 多 项 式 必 与 下 列 多 项 式 之 一 
ах + а, хі, 0<а&р—1 | (1) 


НХ. 显然 (1) Ж р" ИА, НЕЯ р, ф(х) НЕ, ВЕ 
НАНА, modd р, ф(х). 
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2. 由 (1) 所 表 出 的 加 个 多 项 式 称 乱 重 模 p, P(x) 之 完全 剩余 系 ， 
一 完全 剩余 系 中 除去 奥 p(x) 非 互 来 者 称 篇 重 模 p p(x) ЖЖ. 
EL * f(x) BER p, p(x) 之 完全 剩余 系 , Н (g(x), Pœ = 1, ° 
ДЇ еб) к) ВВ ая. 3 f(x) ВЯ, Bl g(x) f(x) ВЯ. 
证 : ж | 
вО) f(x) ge) fx) Соода р, PC), 
如 由 於 p (x) + g(x) mod р, Ям 
hl) f(x) (moddp, 9(*)). 
由 此 性 质 易 从 多 得 本 定理 之 访 明 . 
B., 就 推广 Eue 画 数 之 定义 . 进而 求 出 其 表示 公式 . 
$8. Fermat 定理 之 推广 ， | 
E р 篇 一 素数 ，p(x) 篇 n 次 不 可 化 多 项 式 , mod р. = 
定理 1. 对 任 一 非 Ф(х) 之 倍 式 之 多 项 式 К), mod р, 恒 有 
| ((())"-1==1 (modd p, P(£)). 
对 任 一 多 项 式 常 有 | 
GG) E=) (modd р, Ф(я)). a) 
特别 有 
x?” ЖЕ х (modd p, Ф(х)). (2) 
证 : т Е 
# (+), s fos, (modd р, p (a) 
5—8, modd р, P(e). Rl 
f fristes НРА, 
жж. Ж 
T fi(#) = T (GD БС) (moddp, Ф(), 
Bl 
(оо) П Б) 0 (modd p, pla). 


Gl)” =1 (modd p, p(x)). 
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ЈЕ 55—25 Fema 定理 之 推广 ， 
ЕЕ: (2) 固然 是 (1) 之 特例 ,但 (2) 也 可 直接 推出 (1) Ж: Ж 
GED” E С") E Кх) — (modd р, Ф(х)) 
故 也 . 
А. 试 推广 第 二 章 中 之 Euer ZH, 
定理 2。， 任 一 ”次 不 可 化 多 项 式 一 定 整除 +P"! 一 1，mod p。 此 定理 可 
由 定理 1 直接 推出 . 
定理 3. 重 模 方程 | 
ЇХ) =0 (modd p, p(x)) 
- 之 根 之 个 数 不 超 过 f(X) 之 次 数 . 
В: E ga) 是 此 式 之 一 根 , 命 
f(X) = a, X° + а,-1 ХХ"! Ч з, 
А 
JOX)=)(X)—J(eg(z))=a,(X"—(g(x))”) +а,-:(Х°71— (@))" +... 
= (X — g(x)) A(X). 
E gi(x) 是 另 一 根 Ega), ДИЯ 
#(в1(«)) 0 (modd p, p(x)) , 
由 此 可 证 出 本 定理 ， 
定理 4. x”-'!— 1 ERR ”次 之 不 可 化 多 项 式 所 整除 ，mod р. 
Е: № ф(х) 是 一 不 可 化 多 项 式 ，mod р, ЖЖ m > n, НЫЕ 
хе” ЖЕ x (modd р, ф(х)). 
对 重 模 р, ф(х) 有 р" 个 互 不 同 余 之 多 项 式 f(x)， 因 (102)? E КР) mod р, 
故 | | 
_ GEDE "уж (z) (modd p, (к). 
ВП X” к= X (modd p, ф(ж)) 之 根 数 篇 р” ШК р, ЖАЖА. 
定理 5. + plr) 篇 一 1 次 不 可 化 多 项 式 ，mod р, Н 


ё(х)|х#"—х  (modp), 
Я] Z n. 
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证 : 由 定理 2 及 本 定理 之 假定 
ф(х) | (7-1 — 1, х#-1—1) (ойр), 


由 定理 6.3 
| px) | 2-1-1 (modp), d= (д. 


更 由 定理 4, 可 知 I <d = @,D. Ж1=4, В Да. 
ЖОЛА. № ф(х) Ж Ф(х) 都 是 不 可 化 多 项 式 ,， mod p, А! 
P(X) =0 (modd p, p(x)) 
可 解 之 必要 且 充分 之 条 件 篇 0°419°ф. ЗЕРЕН АЛИ. 
$9. З р 之 不 可 化 多 项 式 . 
定理 1. 所 有 的 n 次 不 可 化 多 项 式 ，mod р, 之 积 等 论 


II (x2 a __ х) 


ХР" — x АСА 
П w — x) TI ( Р"! 914393 __ x) (mod p )› 
di 41,43,43 


此 处 qu qz 8 n 之 不 同 的 素 因 子 . 

证 : ”由 定理 6.1, 1” 一 x 无 重 因子 , 故 可 分 解 篇 若干 个 不 同 的 不 可 化 多 项 
式 | 

(x) = x“ + axt + 

之 积 。 而 (а) [И х, 4|я. 

САҢ 51.7 之 逐步 淘汰 原则 : 已 知 <P”— x К m (п) 次 不 可 化 多 项 
式 之 积 。 於 其 中 除去 所 有 的 多 项 式 之 欢 数 整除 2 者 ,但 以 pa ATAKE 
之 多 项 式 已 除了 两 次 , 故 又 必需 添上 , 等 等 . 

定理 2 共有 


二 (p 一 > р" 十 У! paqa — > p” nas +. …) 


41 „42 


个 n 次 不 可 化 多 项 式 ， жш У 8 в СНИЗУ, У, йл 的 所 有 的 不 
等 的 染 因 子 对 41 22: TE, Ë e 
证 : ЖЕ 1 中 之 多 项 式 之 次 数 是 


N 一 加 一 人 zolea 十 …， | (1) 


4: 
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其 每 一 因子 之 次 数 坊 п, 故 得 定理 . 
N | 


— li ts 
7 — di +. q: А 


此 不 4; б ”的 各 不 相等 之 素 因 子 . 显然 
N= (— 1)' paq (тоа para +t1) , 
故 М> 0. 是 以 | 
定理 3. 必 有 一 n 次 不 可 分 解 多 项 式 存在 . 
9004. 无 遗漏 地 衫 出 下 一 季 中 所 略 去 的 访 明 . 
$10. М. 
ЖБУНА ЦЕ S8 Е ИД, НОНЕ ИА, 
№ Qz), Pa = 1， 车 有 一 多 项 式 g(x) 存在 ,使 
| (8(=))” = (5) (modd р, Ф(ғ)), ` 
ОШ Ка) 名 篇 т КЖ, modd р, ФФ. 
Кх) ЕКЕ В Н.Б 
GED =1 (modd p, (0), 
FAR | 
Согуу? ПР =] (modd Р, Ф(х)). * 
T 最 小 之 正 整 数 / 使 
(F(x) 1 (modd р, Ф(х)) 
者 名 篇 у) 所 属 的 次 数 . | | 
如 前 可 证 7 75 pr 一 1 СУ НВА 1 И {ШЭ} 
ФО). 因此 有 p(y" 一 1) 个 多 项 式 属 从 次 数 р 一 1. 对 种 的 多 项 式 名 篇 原 根 
(modd р. Ф(ж)). 车 f(x) 是 一 原 根 , 则 
Gæ), v=1, 2,5, р 1 
3875 ЭЕ НУН ЖЇР ЕН Ж 7454, modd р, Ф(х). 
A 380 BR ДЕК 
li (X — f.(z)) 


пин: 83 


(其 中 fp 过 所 有 的 原 根 ) SEH 
П (X-a 一 1) 


Xl wa а) 
П (х©-9+—т) Ti CRD 1) ' 
4 2.41.42 


此 不 П р" 一 1 ВН а, П в > — 1 的 所 有 的 素 因 子 对 0, gj 


q + 41; 等 等 ， 
5999, ВР НОЗЕЗЕН В СНЕ 2795657 ЕК ЕЕ 1 (шодар. Ф(х)). 
611. #& $s. 


ЖЛЕ ЙГ ЖЕРЕН НГ редеа, ДЕННИ НН S: (tr, BBT E yr ae РТ 
的 各 种 概念 . 过 些 概 念 是 近世 代数 RERE ZARNA. 
一 组 元 素 称 篇 一 集合 R. 元 素 的 个 数 可 以 是 有 限 个 ,或 扰 壳 个 ， 
- о L Г ЕЕЕ, ВАЛА Вбр ЖЕЕ НЕ Seri), 
虽 此 集合 名 篇 模 . 
例如 : 所 有 的 偶数 成 一 模 , 所 有 的 偶数 傈 数 的 多 项 式 也 成 一 模 . 
模 有 时 也 称 需 Abel Ж, 
2. 如 R 中 可 以 定义 加 沽 乘 , 且 对 加 溅 乘 自封 , 则 此 集合 名 篇 下 . 
例如 : 所 有 有 的 整数 ,所 有 的 整 傈 数 多 项 式 都 成 一 环 . 
3. К 中 之 一 分 集 E МАРИИ ЕКА: 
| i) жар Æ Е, Ш a — b УЙДЕ E t; 
~ H) $ a ZE E Ў r ZÆ Rp, AJ ar 亦 在 E h, 
ñ _ flu: ЖЖОТ ЕЕ ЖЁН, (КЕТ ER EA BIS НИН, 
在 整 傈 数 多 项 式 之 环 中 , 形 如 
f(x) (2? + 1) + 2zg(z) x 
之 多 项 式 亦 成 一 理想 集合 。 此 不 f Ж z 过 所 有 的 整 傈 数 多 项 式 . 
4. 如 R РОДЕ: (КЕЗЕ) MANNER AH, 旭 此 集合 各 
x 篇 域 . 
ы | 例如 : 所 有 的 有 理 数 成 一 域 . 
5 以 一 不 可 化 多 项 式 需 模 ,所 得 出 的 剩余 和 成 一 域 , 此 序 近 世代 数 上 所 谓 的 代 
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ЖОК. 

又 以 素数 р 及 对 不 可 化 的 n 次 多 项 式 p(x) AER, BUSH АЮ Ж 
成 一 域 ,此 域 共有 р ATR. 

在 将 来 学 儿 近 世代 数 时 ,如 读者 能 把 握 了 本 全 所 涉 的 具体 例子 , 将 才 助 读者 
PRERE RETAS. 


第 ож 
Ea Hh < ют 


ЖИ ЕЯ, РЕ Е А Е, ПЕЧАТ, 此 可 
ПОЕТ ЗЕ, ЖИВО». 
$1. BEAZ. ЕНВЕР, НЕЕ 
知 .。 ПЕРЕЕЗ НЕН 2 0 АВ: 
<, О, о, ~, 
А: | | 
设 n ВЕНЕ: (x ДОННА НЕН). 设 P(xn) (或 p(x)) 


篇 x (或 х) LEHR, f(x) (或 f(x)) 篇 任 一 图 数 ， 车 有 一 与 n (йх) 38 


关 之 数 A, 使 
II SAP, 
REA 
f «Ф 
RL. 但 如 一 g «Ф, В БЕЯ s ЛЯО Wu 
= g + О(ф). 


X f = о(ф), ~ ç? 之 意义 各 篇 


lim (2) 
„>= (n) 


是 以 有 次 之 数 例 : 


1 
sin *<1, r+ «««&к+-+, «+ = об), 


К) _ 
= 0 或 1 (或 lm осу 0 或 1). 


x+ sinx~z, № x+ sin z = x+ О(1). 
ДК, “ВЫ” ETUATE “ИБАРЕТ”. 例如 当 z — 0, BI 2008), 
sin хек, 1 + x— 1 等 等 。 但 以 后 如 无 特别 声明 , ДЕЯ IR) ЕЕН. 
85 


` 
КОЕ арар ТАВ с аз =s с о ws a. щек (huan, sm at cms y у, 2. ао а Geo ааа ш . -. . . 2. 
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显然 有 次 之 请 性 质 : G) p < p; (1) # f < Ф, @ < 4, Ду < 9; (ш) EJP, 
g<, R| f + g< p + 0 K fe < фр. mii < Вос), (ш) WE. 

X G) Ф-Ф; Gi) # 0 — @, И g — $; (ш) @ — 0, $ — X, HJ @ — ZX: 
Gv) #' Y~ Ф, фу — Ф, Я (Ҹу ~ ФФ]. 

$2. 对 数 夯 数 (Logarithmic function), RRRA И ЕУ НЭ, НЕ 
log x ҖЕН), ЕДЫ, М log + 之 定义 ,而 重 述 其 一 二 简单 性 质 如 次 : 因 


д? +1 


y” 
а + TT GI 


KH х— оо FF, 


十 …， 


к" 


е“ > GDI > 
IERIE. Вр е" R x 之 任何 方 欢 篇 快 ,或 亩 е < ЭНЕ 
z" 之 阶 , 或 可 书 篇 ol), 车 a BER, х" = O(x!s]+1) = ole), 

Я log х J e 2}, М log y 代入 上 式 之 x， HU (log у)“ = о(у). Ш 
得 

log х = о(х) (6> 0). 

MELZ, leg x НЕЕ ЕЎ x 之 任何 正 数 方 次 篇 小 。 易 见 log log х ER 
log x 篇 小 ， 


定理 1. 
= 1 
2. gz 
证 : F 
* dt = 1 2 _ 
ова = | 全 >, 1+ | —1+ oga, 
故 得 定理 ， 
定理 2。 命 
I— x 
iz = Во (| "+| ) й, 
7—0 0 1+7 log + 
则 | О 
ix 一 -一 -. 
log x 
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і (li x)” 
lim = lim y = 
жоо Я х-+ 的 х 
log х С х ) 
__1 
. log x _ 
= іар 1 7 
log х log? x 
= 1. 


$3. SIE. | 

素数 之 分 伺 状 况 , 乃 数论 中 最 有 趣味 之 一 分 支 。 其 中 之 推测 及 定理 ,类 多 人 先 
由 经 验 得 来 。 今 先 将 若干 问题 ,及 古 八 对 此 问题 所 猜测 之 结果 ,及 支持 此 种 猜测 
之 数 例 , 漫 述 如 下 : | | 


G) № x(x) BERR z СВОЕ: 


7 1 000 “168 145 178 | 0.94… ‚1680 
10 000 1 229 1 086 1246 | 0.98… .1229 | 

50 000 5 133 - 4 621 5 167 | 0.993... ‚1026 

100 000 9 592 8 686 9 630 | 0.996… ‚0959 

500 000 41 538 38 103 41 606 | 0.9983... . 0830 

1 000 000 78 498 72 382 78 628 0.9983... ,0785 

2 000 000 148 933 137 848 149 055 | 0.9991... . 0745 

5 000 000 348 513 324 149 348 638 | 0.9996... .0697 

10 000 000 664 579 620 417 664 918 | 0.9994... .0665 

20 000 000 1 270 607 1 189 676 1 270 905 | 0.9997... .0635 

90 000 000 5 216 954 4 913 897 5 217 810 | 0.99983.-- .0580 

100 000 000 | - 5 761 455 5 428 613 | 5762 209 | 0.99986... | .oz 

1 000 000 000 50 847 478 48 254 630 50 849 235 | 0.99996… 


HREAN: 


1) REZNE, ВП Ce) — оо, 
2) ИИ ЕАН НАЕ, Rg. Вр 0 0. щн 


.0508 
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Е: И ERE, 

3) ЖОНЕ ЕВЕ СЕИ lir 十 分 接近 , 邹 r(z) ~ lir т. 党 然 3) 
包 有 1) 及 2). 

4) ix ЖЖ x(x) 之 最 佳 渐 近 式 。 

5) mw(x) < lix. 

於 本 章 中 最 深 之 定理 答 Чебышев енн, Вр 


x x 
_— < | 
log x < ala) < log x 


此 当然 包 有 1) 及 2). 而 著名 之 素数 定理 3) PRELE RRAZ. 14) 
之 讨论 十 分 精深 , 不 在 本 书 范 围 之 内 〈 将 於 解析 数 葵 之 专著 中 述 之 ). 5) ЖЖ 
里 实 ;此 点 已 由 Littlewood ЕЗУ Ж, 
( 已 知 
5, 13, 17, 29, .… , 10 006 721 
ВЕ Ш, ИАН, ИННА. ЖИШШ 
题 有 Dirichlet ЯНА: 
E a, b НУ, РЕЖ ап + Р ЕЕ. 
本 童 仅 论 及 此 定理 之 若干 特例 。 JL EBE ВНА R SS Juss, 
(ш) АЖ 
6 = 3 + 3, 8 = 3 + 5, 10 = 5 + 5, 12 一 5 十 7,14 一 7 十 7,16 王 3 十 13， 
18 = 5 + 13, 20 = 7 + 13, 22 = 3 + 19,- | 
由 此 提示 : АКК 4 之 偶数 必需 二 奇 素数 之 和 ,此 乃 著名 的 Гольдбах ЕҢ. Ж 
НИ, ДЕЛАЯ: LAR 7 之 奇数 必需 三 个 奇 素数 之 和 Зе 
п BAHS 7 的 奇数 , 则 ”一 3 乃 大 只 4 的 偶数 ， 故 n—3= p tps Ш 
n = 3 + pi Тр. 
ЊН АР, РАЗН. ИН ARE И. М. Виноградов $$ 
明 : 充分 大 之 奇数 , 必 往 三 奇 素数 之 和 。 ЗЕ: “ирак 
二 奇 素数 之 和 。 匈牙利 数学 家 Rényi H: 凡 偶数 ( > 2) Жк ВЯ 
一 素 因 数 不 超 过 定 限 之 复合 数 之 和 . 
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(iv) X | 
3, 5; 5, 7; 11, 13; 17, 19; 29, 31; .…; 101, 103; =°; 
10 016957, 10 016 959; … ; 10° + 7, 10° + 9; +- 
此 篇 差 篇 2 之 素数 对 更 切实 些 ， 已 知 小 於 100 000 ЖЖ 1224 8, ЛЖ 
1000 000 者 有 8 164 3. 目下 所 知 最 大 素数 对 是 
1 000 000 009 649 1 000 000 009 651. 
HERRER: 差 篇 2 之 素数 兰 可 能 有 无 圳 对 此 亦 一 未 党 解决 的 癌 
题 ， и, ЖЕ Зв СЫР е ВЕЖЖ ЕА, УВО 1525, ХЗ 
| 5, 7, 11; 11, 13, 17; 17, 19, 23; ++; 101, 103, 107; 
| | +; 10 014 491, 10 014 493, 10 014 497; = 
EARE, НИЙ, ЕЖЕ p 使 p + 2, p + 6 ERRA. MEME— 
z: 
(v) 已 知 . 
| пп + 17 
当 0 < n< 16 时 上 组 篇 素数 ,又 
п? — n + 41 
Ж 0 < x < 40 时 短篇 素数 . ЖЫ Beeger 算出 
n? — n + 72491 | 
当 0 < =< 11000 FERRA., 此 建立 一 极 有 趣味 之 问题 : (EBR N, 可 
m RH р, Ж 0 < n< N 有 时 ,使 
_ n° — n + p 
此 亦 一 未 解决 之 团 题 。 НИ, ЕЯ (ш) 及 Gv) ВЕ. Е 
此 间 题 已 经 解决 , 则 Gv) 亦 和 迎刃而解 也 。 何 上 则 ? SAA w — n + p 25) n 
由 0 到 p 一 1 ЖИ. 今 往 作 一 系列 多 项 式 n 一 + p, RAKLER: 
Kn pi-i 时, n — n + p ЕЕК. KERA (v) 已 解决 , 荐 此 种 作 
法 实 篇 可 能 ， y n = 1 及 2, H p, pi 十 2 BAREA. Жау n = 1,2,3, H 
р, pi 十 2, pi + 6 EBRR. 是 以 本 问题 如 能 解决 , 则 问题 Gv) 立 列 解决 ， 


w с шнш O ш. шш 
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(vi) Е n? +1 СЕКСЕ НА, НКРС. 所 一 般 
推测 ,其 个 数 似 巍 无 圳 : 黄 已 知 | 
| 2, 5, 17, 37, *…, 65537, … 


Е. 


(ун) 命 加 篇 第 ”个 素数 ,加 一 名 -1 之 分 信 情 况 如 何 ? 由 (іу) 已 知 p,—p,-1 
可 能 小 至 2， 但 最 大 时 如 何 ? 换言之 , 求 lim (ра 一 ps-1) ОЖ. - 

(уш) 有 所谓 Bertrand 假定 者 : 必 有 一 素数 在 n № 25 Z, ЛВ 
之 事实 , 将 於 $7 中 证 明之 。 更 精密 之 推测 篇 “ 必 有 一 素数 在 开 与 (n 十 1)? 之 
间 ,此 乃 一 未 能 解决 之 次 题 . | 

$4. KE ZAKER, 

定理 1。 МАНЕ, na) 与 < MAHE. 

证 : 命 2, 3,… ,p ЖАК p ЖЖ, 又 命 

q=2:3-. p+1. 

ДЇ а ЖЕ 2,3,., p 之 倍数 , 故此 或 需 素 数 , НЫ p 与 у 之 间 之 素数 所 整除 、 
故 必 有 一 大 於 р 之 素数 存在 。 即 得 素数 之 个 数 无 限 ， 

此 一 方法 可 用 之 以 证 明 更 广泛 的 结果 ， 

定理 2， 命 Ко 篇 任 一 整 保 数 多 项 式 ， 在 数列 

LOR К2), КЗ), --- 

РЗ ЕШЛЫК Я. 

Ж: 命 

Je)= арх" + арх" 460 а, nal. 

E а, = 0， 则 以 上 数列 包 有 所 有 素数 人 需 其 因子 , 今 假定 a, 0. 

党 该 数列 中 仅 有 有 限 个 素 因 子 pl, › р. TER j p a у), EÈ 
MARRS an 之 倍数 ,从 


{ру ` Pv a, у) = а, е(у), 
而 


g(y) =1+ Ay + 4} у? + --- + A, y” 
是 一 整 傈 数 多 项 式 ， 且 pooo p 整除 41, A, … , А. 车 有 一 个 整数 у, 使 
(уо) == + 1, Ki gy) 0771—3658) Pis зр». 即 得 定理 ， H J: бу) = 
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+1 最 多 本 能 有 2n ИОАНН. 
对 定理 1，Euler НЯ ИН ИННА УР. 其 方法 
如 次 : | | | | 


УСАНА ИЕ ESEZ ВІ, SERE 
定理 4 (Euler 之 恒等式 )， 假 定 f(n) 篇 一 画 数 ， 对 所 有 的 正 整 数 ял, Ко) 
ОЗЕРЕ, НЕКИМ 6 (о, п) =1, NER 
| Кап’) = Кв) Ко”). 
如 此 则 可 有 等 式 


>. К") = [] ü + Фф) + fp) +); 
n=l Р 


此 等 式 成 立 之 条件 篇 
G) 假定 
ALO] 
ев, эй | 
Gi) 假定 
П (а HO + НФ | 十 …) 
Жей. ~= 


ARRA п Мп [ат = Кв) fO). 则 在 前 之 情况 下 ， 
2 f) = П 1—f(p) ` 


Ж: ЮЖ. 此 有 


| К) К») = Ка), 
” 且 有 一 в Ка) 关 0， 故 立 得 pO) = 1 
1) 假定 
> Ге п) 


Мй, Жа 5. 2-08 


定理 3， У ЗЛОЙ, JUE p 允许 素数 。 ИВ. — 


` .. 
de 


02. й 沦 38 B| 
Р(х) 一 由 (二 Hp) + КР?) + …). 
p<x 


НЕ р, D GAl 篇 (1) hz s ЛОК. Вр р(х) RARE 
вне. 故 | 
Р(х) = > и) 

AAH n АНВАТ <r ж. f 
s= È O, 

Я} l 

3 — PG) |< E 1/01. 
_ Ж х МНЕ, |5 一 P(x)| 趋向 於 0, 故 Р(х) — S. 
用 此 结果 至 画 数 |f(x) |, АЈ 

Па+ и! + +t 

вок S. | 


2) 假定 | 
ILOQ tHL HI) 
ЩЕНОК Р. BI | 
Р(х) = HN G + их + и! +) = 
= 5 Wl >E |а). 
И = 


> |) 
у. 由 1) 之 结果 , 立 得 定理 ， 
GEREM 2. 於 上 定理 中 取 f(z) =. Ei МОй, ШШЕ 


定理 可 知 
Hü) 2 10-5) 
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Mek. 由 上 定理 可 得 


1 
7 


Me 


Лоева. 是 不 可 能 。 故 得 定理 . 
由 0< 工 - < 1, 故 得 : 


жи 5. (1—2) ями. 
ЖШ 1. НЕМ bn 一 1 之 素数 无 限 . 


ЭД 2. A 4 一 1 之 素数 无 限 ， 

заз. ПР (aw 21 = E). 
р Ё 1 = n б 

$5. УВЕ. 

定理 1. | 

| т) 一 


lim 


ВПЖЕ 1, 2, .-., я жие скн ший п СИИ. PBFA 26385 
ОН. 
证 : PFE HITS SAKIN AIR: Ж < ВЫ, 
л(х) 


lim == = 0, 


= — со 


ТЕЖЕ ñij , СЕВА ИНН: ЖАЖ < 之 整数 可 篇 a 所 整除 
АЕ 此 [$] 表 6 之 整数 部 分 . 
命 olr, г) ЖААК x 且 不 篇 前 + 个 素数 
2, 3, 5, °, р, 
所 整除 之 整数 之 个 数 , 则 由 定理 1.7.1， 可 得 


ler) = [#] 一 2 É | + > | сс 
ПА рме ЭМИИ 


НА 


mlx) < 2(х,ғ) + r. 


— >e -+- > + 2' = 


л(х) <r- У 


94 к 论 着 B| 
d 1 
=I (1-+)+r+r < 
i=l Р 


<«[[(1—-—-)+". 
由 定理 4.5 已 知 党 7 — ©, 
ro 1 
1 — 一 一 0. 
П( >) 


n(x) < + вх + 2'*%, 


故 可 取 r= rle) 使 


ЖЖ x 适当 大 时 
л(х) < ex. 
ВИЗЕ. 


$6. Чебышев 定理 ， 本 饰 之 定理 , ЛЕВОЕ, 故 


HEE RRE. 
定理 1. Жж n ;>2, Я! 


в. 


Ң(з) = 


яо) 与 (十, E, L, o, E) дзена таре, 
ЖЕНИ ЖЕЕ, ЖЕ FZ —B1: 
511. = ¿> 0, | 
хл(2^+!) < 21 , 
证 : S +> 9, 
| х(х) < > 5 
Ж 3 ШИЕ. 又 
л(2) = 1 = 2°, л(4) =2 = 2!, л(8) = 4 = 22, 
512. 1р0, 


51<но) <1. 


4 
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2%: 


ИНСАНИ 


tmnt t)z (+ 5) (кү 8). 


十 …， „быка Fš 


s+ 


1 | 
Н ++) 


ERLER: 5 @ 


212" )= (27)! 
J nln! pr <2n H. 


(2) 中 p Z25228 
(11-21) 


因 其 中 之 每 一 项 此 过 1。 WE (1) кожа. 由 (1) 趟 可 知 


(1) 


п^\2”)-ж(з) < ,<(”)< H р’ < (22)"2") ‚ п > 1. (2) 
П? МАЈИ 
又 因 


ON EDA _ 


а) (н 


(2 )< (1 + 1)?” = 22° ; 


故 由 (2) 可 知 
zx < 2%, әп (шуя), пр. (3) 


命 п = 2%, # = 0, 1,2,6, 可 得 
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2k(=(2k+1) —=(2%)) < 220+ 1 22k < 2\*+1)я(2®+1) А К 20, 
BIS 


&(х(2*+ї) — п(2°)) < 2091, 215 (k + 1) п(20+0). KO 
由 引 1, 


(k + 1) z=(2t+1) — Rrn(2%) < 24+! L д(2%+1) < 3.24, REO, 

分 和 三 0, 1, … ,而 将 所 得 之 诸 式 相 加 ,得 
(十 DrCttD <3(20 十 2 十 … 十 20 Сз, ko. © 
由 (4) Ж (5) Ям | 


1 2*+1 k+l 24+ 


命 »Җ>2 ZER k DE 


2t+1 < > < 2tt2, 20. 


由 引 2, | 
+2 2А+2 2&+1 п . 
x(n) < п(2* ) <3 15 S $ нону < 5 HG (7) 
及 | 
Я 2+1 1° 2+2 
к(п) 2 т (2+1) > — —— = — 
2 k+1 8 Z (&+1) 
1 2^+? 1 n 
> 8 нону > § HG) (8) 
此 对 >22 жа. 故 
2. < x(n») Н) < 6 


log n 
证 : М n> 2, 
4 
ов 2 = | 和 ы < 了 ++ + + — + <| = gn 
£ n 2 4, 
log > > > logn. 
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AFE, 
显然 定理 4.1 及 定理 5.1 都 可 由 此 定理 推出 . 
$7. Bertrand (RER. 
Bertrand 16 8:2 #9 75 Чебышев 所 首先 获得. | 
定理 1. НЕА x 2 1, fE x 及 2x 之 间 必 有 一 素数 . 
证 : 1) 仍 由 二 项 式 傈 数 
= ) _ gn 


出 发 。 但 需要 更 精密 的 估计 : 当 n> 5 时 ， 


1 >, 2п 1 22 
2 (22) + 2. (1) 
Км ZE Z W HH 4р2: | 
воет, 


ПИ АИ НЕЧЕ, 当 wm = 5 时 显然 有 | 
| 1 


(27 )=2 < 256 = 7:2". 
由 於 | 
2(п-Е1) _ _(2л) | (2n +1) (2n ) 2n 十 2) 2n 
( n+i (a 1)? (z 十 1) +1) _ <4 G ), 
而 得 所 需 . 


2) fp 22 10. М {ё} #>ё 之 最 小 之 整数 , 且 命 


一 和 


Пп ДЈ] 


ааа м... - i - т 
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b b 
a, <— + 1=2 Ri +1<2а +1. 


2*^ 
УТЕ ИЕ НЫШ, БО 
a, < 2 а»+1. (2) 
f m 篇 最 大 之 整数 使 得 a, 2 5 Ж. Ша, < 5. 又 由 (2) %, a, < 10. 
Я 2a 26, й т 1800 
a, < 7) Ç 2 a,,, а-у < 7 < 2 a,- í," , a, < 7 < 2a, 
整个 地 掩盖 了 隔 间 10<272=<_2;. Ж 


H z< H # H 22 П >. 


10<p<5 а, <p<2a, а„<р<32а„ an Pian 
Hy | 
2n 
П p <( )<2—-9, 
зп<р=2п n 
可 知 


П р < 22(91-1+43-1+0- +а - 1) < 
10<p<5 


2 + 


< 2, | (3) 

3) 在 上 定理 中 已 经 苯 明 ; 一 素数 p z (22 ) 中 之 朝 数 不 大 於 > 此 Л 

в (©). pP S2n #, 由 此 可 知 素数 p КЖ Ут 者 其 平方 必 不 能 整 

尤 可 注意 者 ,党 о 之 3 БЫША я < p <a 之 素数 p ЖИ (2). 

Ж 3p > 2л, WE (Qn)! КУЙМЕН р 及 2p HOB, 而 无 其 他 之 p 的 

倍数 。 而 OD 中 显然 有 因子 p. 故 如 此 之 p 不 能 整除 (2?)， Unki 
了 明 中 最 主要 之 点 ,) 
ЖЕ ЕЮ, 

Эл H > р П 2< 


2n ll <р<їз .nH<pe2n 


< H Оо») TH > П >. 


PV In Vn <pKin n<p<2n 
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H (1) 及 (3) 可 知 , 当 n 2250 № (ËD v 2л 2 10 №), 


22" < (2a) иы ДЦ р H p< 
Yn <p<ln з<Ё<2п 


< (ny Tra H р. = (4) 


n< p<2n 
ЖЛЕ n 及 2n НЕЕ, НИЕ 
22" < (22) "+1 2%", | 
Вр | 
23% < (25) 2+1, | (5) 

Е п 充分 大 时 ,此 式 显 然 不 可 能 ， 今 更 具体 地 算出 此 式 成 立 之 确切 能 园 ， 仿 用. 
不 等 式 n < 2°-1 (И НИНЫ), 

2п = (21 )8 < (Y In] + DE < 261927) < 26, (6) 
由 (5) 可 知 ( 仍 假定 » > 50) 


225 < (2n)3( + 26) < 225 O8+18V26) < откат 一 2201), 


Вр (2a)? < 20, я < + 20% = 4000. É (5) 式 仅 当 n < 4000 时 可 能 成 立 . 
Кы п 之 4000 时 必 有 一 来 数 p НЕ п < p < 2л. 

4) Жол < 4000 УД: 

| 2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 2503, 4001 (7) 
ПАН ЛИН, МЕ n (1<л < 4000) ИЖ (7) 中 取 
得 一 最 小 素数 p TIKI п ж. фор 篇 其 前 一 项 , 则 


p < n < p < 22” < 2n. 
故 得 定理 1. 


定理 2. И >” 之 1， 则 有 二 正常 数 k В Е 


=„ San) = ala) < В i: 


a Tos og n 
证 : ERZA AT 由 上 和 节 之 定理 立刻 推 得 


由 (4) Ан QERA (6) 50), & n > 4000 (n < 4000 时 ,定理 显然 )， 


- П >> 22-№ (20) -а+ > 


npa 


100 


数 PR ч 5| 


> 23 @п-#2п(18+18У2л)) > 


> 2%(2л-19(2°)®)у => 


1 
> 2 Sn(1—19/20) = 230” 


HJ | 
H р < (2n) 2 -x(») ; 
п <p<2n 
可 知 | 
x(2n) — n(n) > ОЕ? 2 › 
故 得 定理 ， | 
НЕ: ” 按 定 理 之 性 质 , 就 一 方面 而 言 , 固 已 解决 Bertrand HENZE, 


但 就 另 一 方面 填 ， 此 定理 之 精确 性 汞 不 算 好 ， 蕾 有 过 较 此 定理 更 精确 之 结果 存 
fE, ШЕННОН. 


玫 题 
$ 8. 


. 就 用 微 积 分 方法 计算 (5) 成 立 之 界限 ， 


以 积分 来 估计 和 之 数值 . 


定理 1， 若 * >а Bb, (1) Е ИМИ, >a 时 常 有 


证 : 


Вр 


$ К») -| f(x) dx 


а=пё 


取 [6] = 2. Ri 


| f(x) dx = > |" f(x) dx 


< J€). 


1 


М 


| b—1 
> >: 0) 


H 
= 和 


См м 
| 


< 2, JG + 1), 


li 


Ка + + КЬ — <j Ка) de < Қа + 1) + 


[3 
0 <| К dx < КО, 


++ КВ; 
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余 之 可 得 定理 ， , 
Я 1， 命 420, Ка = x, M4 
gitl ga?t! 


nå — м 
>. А+1 № 


由 例 1 可 知 , 当 4 之 0 By, 


+ 
2" 
由 此 也 可 得 出 


> nè? = О(ё*+Г) | 


1<9<ё 


Я 2. № f(x) = lg x, 621 Ж T(E) = У logn, ДИЗ 
n< 


Е. 
KORI log x dx | < log Ê, 
1 


Вр 
|T(ë) — élogé +£ —1| < 10р. 
特别 当 £ BER » 时 , 则 
| nljogn—n+ 1-— logn < lognl< nlgn—n+ 1-+ ют, 
Вр 


nlet L y | << nt ertl, 


101 


(1) 


(2) 


(3) 


ИІ. 设 6 ERRE (1) 式 中 多 求 一 项 ,部 党 121 EN с 使 


a gitl 


2” Tir 


BA 2. 引用 定理 1 以 研究 和 


+ сё + 0021-10), 


> log Іор л. 
З<п<Е 


А Ае РЕ: | 
定理 2。 设 x 之 a В, 1) Е ани, UERR 


т ( > Ка) — | 9 ае) а 


存在 , 且 О<а< (а), НЕЕ, 当 x 一 % 时 ,车 f(x) 一 0,， 则 


~ ME 


(4) 
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У /四 -| owale, eat. © 


а<п& ё 
证 : 命 
£ 
= У а) – | а) д8, 
@&п&ё а 
El 
gG) — zG@ + 1) = — JG +1) + ү" f(x) dx > 
> – Юа + 1) + fn + 1) = 0. 
x 


вм) => (о) |” ак) + GD > 


> > G — ау) + КМ) = КМ 220, 
ie gln) ИЖ, Н 
O< gn) < s(Ə = Ка). 


故 (п) 之 极限 存在 , 命 之 篇 a, B. 0 < a < Ка). 
TEREE х ә оо Бр, flz)— 0, Я] 


608) — а = > fn) | к) dx 一 fm- > п) 一 f кра) 
а<з<ё а N= \ нац а 
[z] 
= 之 /四 一 | 1 а о а 
— im ( E1 — | ав) = 


N 


£ # 
=- маш > | 009—509) az 


№ p= [g] +1 
N 


<i > | UO- D-i) Е) < Ке —1), 


N>% s=[41+1 


£ 
> |. fx) de > — E — ED KED > КЕ — D) , 
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Й 3， 取 4 二 1, f(x) = 1. Жа ЖА Еше 常数 以 Y RZ. 故 得 
5 ове но(2). (6) 


1l<s<€ ` 
Я 4. M O< = 1. JG) = х7°, ДН а = a (a, 0) Жа 及 
I， 使 党 a 之 1 有 时 ,有 . 


1 21-°— 01-9 | 1 
а. 7 
acnee п 1—6 S (2—1) (7) 


HI: “оо > 1, ЖК 


| > 1 
ЩЕК, ВЕРЕ | 
| 1 _ 1 1 | 


(1), (3), (6),(8) 四 式 经 常用 到 , ВВЕЛИ. 
ЖЕ 1. ЖН £ > № | 


Тор” => log E + ci +o( 28E), 


lans n 


ШЖ 2. НН £ 2 2 时 


1 1 | 
>. n log n = log log ê +a + 0 (zF) 


$9. Чебышев EZ 486. 
本 和 节 中 所 用 之 Cis Cp "t EAER, 
定理 1。 当 2р1 时 ,有 一 常数 c 使 


SEP пре < cl 。 
p< P ` 


此 处 У) 表示 和 中 之 p BERAR € 之 素数 . 
p <š 
证 : 1) AR £ — < ДШ. 由 定理 1.11.1， 
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T (=) = log x! = log Пр ч [я] + = >(|š | + F + Уор. 


р<х pEr 
由 
x х х x х х x 
„=—1<|#|+|-®|+ =< — + — + — 
P P р! P ? Р Р(р—1) 
可 得 | 
1 ] 
> — — E loge < Т(«) < (> "8 ЕР | у; ЕР) (1) 
pEr Р p&r p<x p<x Р(Р 1) 
由 定理 6.2, 
> log p < log x mx(x) < c; x 
par 
K 
log p logn _ < log et 
ВЕ < = 
> POI) “2 G—1)2 ` “> 3 
RA (1) 式 得 
| T(x) — х > ЕР <<=. 
par 
由 例 8.2 得 
| T(x) — z ]og x | < cs x, 
但 
х 5) 108? — х 10р x | < | Т(х) — «+ > ЕР | + | T(x) — x log x | < 
рх P p< < 
< сах + csx = сх, 
故 得 
>, logg _ log x | < cg. 
| pEr P 
2) 设 篇 任意 实数 , 则 
log? _ log p 
> P <) P 
HB PHT R Н 49. 


| 1 | 
У ЕР. — log [2] | < cs. 


р<ё 
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但 | 
ов ева! = | aaa = f а 
ов % Jt > Jea z <f <1, 
wA . 
$: eg p. 58| < +1=а. 
St P 

ñ AE HB56 25889. 

定理 2. R ё > 2, 有 一 常数 c, 使 

l у 1 = log log £ + c; + (==). 
Р: р log £ 
й: т 
S (n) = У. log p ‚ 
pan P 
由 定理 1， ， 
S(n) = log n + fa, т = О(1). 
故 
у ХР. I 5(9)—5(9—1) _ 
peé р pE P log Р 2<n <t log п 
log n—log (п—1) Patr- 
= —— + 2 
>. log n Ри log л =>, + >... (2) 


= saam, À 
f(x) 一 0。 故 由 定理 8.2 得 


У, =- > Li s р (0-2) 


2<в<ё log л log х ` 


dx + cs + О(КЁ)). 


K: 
е = та + o (zu): 


к-р 


2 орж x 


故 积分 


О cs, ШЇ 


106 数 论 Ti 81 


| -(1- 2) 
ё £ 
x, = [e + + f — шо (и) 


2 x log х log x £ log 
== Jog log ë — log log 2 + a + + | Тоя ах 十 
. | | 
Окы = ass + eu t 0 (и), (3) 


menaf Я ыг гу үз а) („у 


жа „=оа)ж > (а, G TD.) PEREN ЕСЕК 


= 1 1 | 
> "(= log =s 
Жж, В НИЛЕ С11• x 


1 1 ) ( 
,|—— а) o 
> И (= log (z +1) > 


1 _ 1 
=0( > —)= ol) 


Е D = 
log n log (n+1) 


故 
_ 1 _ 1 _ re 
之 :一 ,之 АТ log оту) + (es 
~ 1 1 1 1 
_ ~, É jog n ов (2 十 1 一 之 „(5 jog Ey )+ 
1 __ _1 
+ o(p) = ea + olr) ч) 
由 (2), (3), (0) 得 
1 _ 1 _ 
> р —Ioglog £ + сю + cn 0 (Е) 
1 
= loglog §€ + o + 0( Ti 
ЖЕНЕ, 


т ——————+=—— = — === = —— - 
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. 定理 3， 设 £ 22. 有 一- 常数 c1 使 


e tolh) 
Ф log ЕТ ор? £ /° 


Ш 


Ж: ЊУ 


2(ы(- 1) 0) о) 9055) -9080) 


Я НЫ дЕ HB e 


p <t 
= — log log £ — c; + о (Te)+ >. (вв (1— =) + 2) 
Іор ё p>2 Р Р, 
— ` al 1) 十 1) = — jog log £ + сз + (==), 
Р Р log ё 


p< 


р>& 
此 不 
(1- {`\+ 1 
св = — ¿+ >, (108 1— — +2). - 
р>2 Р 4 
故 
_ а =“ -log она) _ К ез , e° Cr) _ 
Ш — jog £ 


-Q то (==) (с = е" D 


Б ба) — 1 +O (=). 
定理 将 完 ， 
定理 2 及 3 REH 4.3 及 4.5 篇 精密 . 
МІ. 设 p. 表示 第 n 个 素数 , 则 存在 正常 数 cu с, 使 
cinlogn < p, < crnlogn. 
ШЛЕ 2. 存在 正常 数 c, 使 
Pln) > c 
МА 3. MEMKE 


‘тет C>. 


1 
2, pllog log Р)" 


_ 107 


нп) 0) z D+] 
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当 4 > 1 时 收敛 , 当 < 1 时 发 散 ,此 不 >, 表示 通过 所 有 的 素数 . 
| Ё 


610. п 之 过 因子 的 个 数 . 
命 п В ЕО оп) 32 n 之 不 同 素 因子 的 个 数 ， Q(n) R п 之 全 部 
素 因 子 的 个 数 . ШШ n = pn. ра, ДІ] 
wa) =s, Qaant +a (1) 
党 n 篇 素数 时 ， | 
wln) == Q(n) = 1; ` 
НЯ n 通过 2 ЕУП УСЕЕВ. 


log n 
06а) = log 2 9%; 


当 n ВВК, n = pp po WAHE, 

o (n) 二 一 0， 
故 ola) 与 8(n) 之 值 是 很 不 规律 的 , 吾 人 不 能 区 得 其 渐 近 公式 . BIAST 
之 定理 : 


定理 1. 
5 o (n) = x logglogr + сх + о(х), (2) 
n&r 
> (n) = x [ор log x + c; z + о(х), | (3) 
n&r 
此 不 Cis С2 是 正常 数 . | 
证 : 1) 各 人 有 
5 (п) = У УІ = >= |= S х +0(=(4)). 
n< + n&r pin | px р px p 
由 定理 9.2 及 6.2 В (2) =. 
2) x 
О(») = 1 = -| = — *_ 
Zewg Di о 1 [5]. 
由 定理 6.2, 


Sa. 
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> 1< хаха + + x` «тт 2 1= ks 2 TVP) = о(). 


e бк P< „По: Ж 
故 | . 
>) Q(n)-= У o(n) + > ç — + o(a) . 
| < нес >< A 
但 级 数 
> 三 六 =- >Ç tt )= > 6-5 
САО, i 


> Q (n)= > «(п ) + (с + o(1)) + olx) = x log log x + с. + о(%). 


定理 2. (Hardy-Ramanujan), # f(n) 3ë o(n) 或 Qa), 则 对 任 一 
s > 0, 使 | | 
|2) — log log n | > (log log п) + (4) 
之 不 超过 х 的 n 的 个 数 篇 o(x). | 
Ж (Turán): ЮЕ ге < n < x 时 


log log х — 1 < log log в < log log х, 


而 < ** 的 ”的 个 数 


| [es] = (я), 
СЛ 29 АА JE 
С) — log log x| > (ов log х)? + (5) 
уп (<=) 之 个 数 篇 о(х) Вр, 
LHH Qla) 之 w(n); 又 由 (2) 及 (3), 
>, (QC) — w(n)) = O(a), 


n&r 


因此 使 
O(n) — (з) > (log log х)? 


之 n (< x) 之 个 数 篇 | 
x 
о (us par) = «69. 


р ет а дя ние те 
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KIKER f(n) = wla) 之 情况 证 明之 序 足 ， 
考虑 n 之 不 同 素 因 子 对 р, 4,(Ф Eq 2,4 Чар 算 作 不 同 的 两 对 ) рн 
以 取 ola) 个 值 ,对 每 一 固定 之 p, 9 НАМ wla) 一 1 侦 值 , 故 得 


wln) (wn) — 1) = ® 1 = > 1 – `> 1. 


раја pain РЫР 


> б J; 1; 


Э? п = 1, 2, n. ‚[ +] ML, f 
Хи — Уо) = > (23 1)= 
| 


n< x n< x ban < 
因 
x 1 
> | <> <» = 0() 
х] Z= Р" Р 
及 
х | t 
> [>| e pq + оф), 
故 由 (2) 及 (6) 得 
| У. @?(п) = x >> — 了 二 О(х log log х). (7) 
n< x pq <, P | 
4- 
2 
( x 7: Р > +) < > 24 rr +) , 


ви У) 2 = log log £ + 0(1) БАЛИ 
г< Ё 
(log log x + O(1))2 = (log log x)? + O(log log x). 


故 由 (7) 得 

| E (n) = z(log log ж)? + OG log log 2. (8) 
由 是 
> (e (n) — log log х)? = > w? (n) — 2 log log х > o (n) + [x] (log log ғ)? = 


= x(log log х)? + О(х log log х) — 2 log Іор x(x log log x + О(«)) + 
+ (x + O(1))(log log =)? = О(х log log х). (9) _ 
#Ht— 6 > 0, #6 6x 个 不 超过 x 之 正 整数 使 (5) 式 成 立 , 则 有 
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之 (о(в) 一 log log x)? > 6x(log log х)!+®. (10) 


此 奥 (9) RAFE. ОЙ (5) 式 成 立 之 n (< x) ШИШ ФМ ol). ДОЛИНЫ. 
Е n, ЖЖ | 
o (n) ~ log logn М Q(n) ~ log log в. 
$11. СЕВ. 
定理 1。 有 一 实数 a 存在 ,如 命 


а = A, 2% = aj, °. 2°" == ауу, 
ДЇ] 
[as] 


常 篇 一 素数 ， 
#: ААС (p): M р = 3, 由 定理 7.1 可 知 有 一 素数 
Pn+1 6 
22 < Panti < Pay + 1 < 20 tl 
E рані + 1=2%+1, ДЈ р, = 271 一 1, 此 非 素数 ( 因 其 有 因子 21001), 
W | 
2?° < Pnt1 < ра+1 +1 < 231 
以 2 БЕ EES 


log”) z = log'”-!) (log х). 


作 数 列 

и, = log” p, , vs = log” (p, + 1). 
Hj h | 

р». < log Ра+1 < log (pl 十 1) < p, + 1, 
可 知 


lin < и < Unti < Uns, 
Вр tin 5—08 ЕЕ, Yn 成 一 泪 降 贰 数 , 故 有 一 实数 a 存在 使 


' lim ив =A, 
Lis 的 


Un < z < и. 


THE 
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Pn < a, < p, + 1, 


lan] = р». 

开题 1. АНН ЗЕ НУР ВСВ fa), ВЕРЕ n, 
(п) BARK. 
~ #2. № Plento z) 表 一 整 保 数 多 项 式 ， 命 

Ст) = P(n, 2", 3°,... , k"). 

EE пэ оо RF, f(n)— оо, Hj f(x) 代表 无 圳 个 复合 数 ， 

$ 12. FERS HZ RRRA. 

H 55 УЖЕ ш 41 一 1 及 бп — толь. КУМЮ 
次 之 定理 : 

# a, b НЗ, УЕ ап + ОЕ. 

此 乃 著 名 之 Dirichlet EHEH, НН Я ЛЕ. НР: 

可 设 «>0,5>0. НИЖЕ ап + b (a > 0) 之 素数 存在 ， 则 
Dirichlet EEPE НН. 何 则 ? п 使 

ant P = p, (> Р) 


t 


арт + b = p, (> ру) 

篇 素数 ,等 等 。 MARRARA an + 4 之 素数 存在 . 

定理 1. dy k > 1. 形 如 hn + 1 РЖЕВ. 

ЕН ПДТ , kr BB ЕНА — ап ЖОЕ. 

方程 式 x* = 1 之 解答 篇 

e2mia/k ， a=0,1,--,b—1. 
fp 
FG) = П G e, 


(a,n)=1 


ЕКЕНИ о 38 п СХ. 


显然 


\ «*— 1= [[Е„(х), 
| пік 
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ЖЯ п ВАЩЕ. ЗАД О EAR EH R. КИ Ни 
AR ОЕ НУ, НН. 命 
xk — 1 = Р(х) Сс, (х), 

此 Gr(x) ЛЕВ х" —1 (alk, n< k) 之 最 小 公 倍 式 ， КЕИ: 
1. К Gr(x) 旋 一 整 傈 数 之 多 项 式 。 由 定理 1.13.2 可 知 Р(х) АЖЕ 
项 式 ， 

车 x 篇 非 土 1 ЖЕН 

| F,(z) G,(z) Æ 0, 

Вр Fi(x) 及 С,(х) 8050252 ДЕШ, 

511. # ”篇 ФАУ, ДЗЕ + 1 之 整数 xz， 有 次 之 结果 : 


Cu] 


Ж: 命 x” 一 1 = y, k= nd, B 


w*—1] 4__ 
— лу =и"+({ ут +G + 


= 4 аа у). 


故 得 所 云 。 
512. Æ x AJ 1 之 整数 ， Я] Ех) № Gile) «зын лын À 
之 因子 . | 
Ж: ”假定 素数 р ЕЕ (Fi(x) ,Gr(x)). 由 
plGa(x) — И Е»(х) 
sik 


n< 


可 知 ‚А — n 使 


plFs(x) (nlk,n <), 
[4 
plx — 1. 
再 由 p|F (z), ЈА 
| 0—1 
х"—1 ` 


Вр 


114 | к в ж ая 


由 引 一 郎 得 所 求 ， 
定理 1 之 证 明 : яр x = Жу, H 
Fi(x) Gi(x) = zt — 1==— 1 (mod А). 
EARR y 使 
| Fi(x*) F1, 
因 方 程式 Fi(x) = + 1 RAAR НОНО НВ. 
Еь(х) 中 至 少 有 一 素 因 子 p, 由 引 二 ,此 必 非 С) 之 因子 ， 换言之 ,对 任 
— k ZE n, | 
El (подр). | (1) 
但 
х*==1 (тор). 
НЕНА 《|p 一 1。 НОВ s Z + H: 
(k p —1) = sk + ;G@ 1). 
郎 对 я = (Ар 1) 有 
| х" =: (x$) (Р-Р) 三 1 (modp). 
此 和 与 (1) ЯН. ÉH p 三 1 (той А), НИ kn + 1 之 素数 存在 。 Ж 
А. AREE 8л +5 之 素数 . 
提示 : ВН q = 32-52-72... р? + 22, ЗЕНА Л, х2 + у 之 素 因 子 p 必 三 1 
(mod 4). 


я 六 +} 
не а 数 


$1. 数论 画 数 举例 . 

ERL MERR n BERAZA n) MERRER. 

Юл: В a, TRARRE. 具体 例子 如 : nl, sinn 4(n) = 5) 1, 
n= у? 之 解数 r(n) 等 ， ü 

定 闵 2， 一 数论 丽 数 如 具有 次 烈性 质 , 则 谓 之 积 性 画 数 : # (4,5) = 1, Hl 
| Ка P) = Ка) К. (1) 
ERRER (a, b) = 1 ZAR, ВЖЕ, ИЕШЕ ВЕНА, 

由 此 可 知 , 若 От) BREER, pooo р, 篇 不 同 的 素数 , 则 

(ри pr) = Кри) --- КФ’), 
ЖЕ. f(n) Ж n 篇 素数 乘 方 时 之 数值 , 则 К») 已 完全 决定 。 又 车 f(n) Ж 
ZAREK = 
Jn: pr) = GDN” -e GEDY., 

可 知 车 已 知 f(xn) Ж п 篇 素数 时 之 数值 , 则 f(z) 已 完全 决定 . 

显然 , Во ВИ ВНЕ. -ZAMEEN ЛУ ЗЕ ВЕН 
2 A | 


Я 1. 8 
amf ж: n=1, 
0, # n+l 
是 一 完全 积 性 男 数 . 
2. ВК 
Е,(п) = n? 
EZARREN. 


116 ш а Ш 9 


Я 3. Möbius аи 


1, n=l, 
p(n) = k En Ж r МЯСА, 


0, E ”篇 一 素数 之 平方 所 整除 ， 
极 易 算出 | 
AD = 1, р(2) = — 1, р(3) = — 1, (4) = 0, д(5) = — 1, (6) = 1, 
#7) = — 1, (8) = 0, (9) = 0, 3(10) = 1, ACID = —1,-- 


ЕВА Ж, ЭРУ АЕ. | | 
Я 4. Euler М Pa) ЖА п 之 整数 而 与 n 互 来 者 之 侦 数 ， 此 亦 

傈 积 性 西数 ,但 非 完全 积 性 画 数 ， 
Я 5. 除数 西数 


4(п) = 91 


ДЕ ВЕРН НЕВЕ. 更 普 逼 些 ， 
gln) = ` 4^ 


din 
也 是 一 积 性 男 数 。 显然 оо) = 400). 
47] 6. von Mangoldt ВИ Л(л): 
log р, №: п DRE p LERH, 

109 =} 0, ЖЖ. 

В AG)=0, AG) =log2, A(3) = log3, Л(4) = 10р 2, A(5) = log 5, 
A(6) =0, A(7) =log7, A(8) =log2, A(9)= log3, A(10) = 0, ·-·. 

J— PS SE BES PEB , 


Я 7. м 
1 
Ai(n) = [=° # ”是 一 素数 之 m( > 0) RRF, 
0, EDIR. 


部 AG) =0, А0) = 1, AG) =Ъ AD 一 于 46) =1, А) 一 0 


A.G) = 1, 448) = +, 419) =, 4410) = 0,…. 此 一 画 数 也 非 积 性 的 . 


' рири а а saa —— _— — сз у о : 
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Я 8. 命 是 一 固定 素数 。 Ж ple ЖИ 
Vala) = p°. 
此 图 数 也 是 完全 积 性 丽 数 。 ЖЕН 
Vatm) < max (Vela), Vo(m)). 
Я 9. фт) Ж 
n == к? + у? 
之 解数 。 РЁ (87) ИЙНИ 二 (я) 是 一 积 性 图 数 ， 但 由 於 (3) =0, r(9) =4, 
可 知 其 非 完全 积 性 画 数 ， 
62. Жи. 
定理 1， НЕЗ 0 МЕН Ко) 在 1 时 之 值 篇 1 
证 : № Ра) +0, 由 
Кв) = Ка) уа) 
可 知 f(1) = 1. | 
定理 2， 车 glo) h(n) 都 是 积 性 画 数 , 则 


э) = Ewa) > # (1) GD 
也 是 积 性 画 数 。 | 

证 : ”后 之 等 式 ,可 由 代 换 4'= 二 得 之 . 

假定 (а, Б) = 1, RJ 


НО 


djab 


ab 
T) 
В и = (а, d), v = (b, d), Af uv =d, $k 
Кар) = > > gluv) А (-2-)= 
_. == 之 8 (#) (2) > МОЙ; (2)= 


"TOLONE 
定理 3. 3 f(x) ЭНЕЗИ, Bl 
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È ша) ка = П а-к), (2) 


pin 

此 处 р № п 之 不 同 的 素 因子 。 | 

Ж: ЬЕ НДХ g(n) = pln) fln), h(n) = 1, Ч М (2) АРАМ 
性 的 . da НЕО ЕН. РР о = 1 及 n = р 时 之 情 
Л. 此 二 种 情况 极 易 直接 算出 

定理 4. 3 f(x) 是 积 性 的 , 旭 

(т, n)) f([m, n]) = Кт) К»), 

此 不 [m, n] 代表 m, n 之 最 小 公 倍 数 ， 


证 : Ф | | 
m = рп. pi, L 20, 
n = p... р", ry 2.0, 
я | 
J(m) = Кри) … Кр»), 
f (п) = ру) +. Кр”), 
(т, п)) = Крите)... реа"), 
(5) rapae тог"). 
由 於 
РСР) (pr) = Кр") Кро), 
履 得 定理 . 


$3. Möbius RAR. 
定理 下 SHE- ”> 0， 常 有 


>, (4) = >, (n/d) = A (n) = | 


ап 


L ж s=, 
0, # n=1. 
比 乃 定理 2.3 之 特例 , 於 其 中 取 f(4) = 1 ВИН. 

定理 2. Gp 0 < < RAR Е ИЕ. 


` ‚ 4—-- 


ди м в 数 


ЖТК 2 < 7 < Z 7 RA 
s= 5) К, 
I<k<n,/3 
Н ш. 7 REA | 
1) = > ECR) (К) ACR); 


<k<n,/n 


ВА. 
ж: в (1) 可 知 


(1) 


(2) 


>, BRER КЮ) = > ЮО > нА) (m). 


1<4<n,/n 1<5<71/7 - 1<=s<n,/k n 


У) МЮ GD 00) = > щщ) У JG GD , (Z)= 


1<2<91/7 1«4«71/7 ler Sn 
yr 
= > КО E ш) = 
Isra? ттт 
kir 


\ 


> f(r7) 4(7) >, p(k) = 
kir 


1<r 人 en /7 


= > ID ODAO = J@) (üu) = /@), 


1<г7&91/7 


Ёл (2) =. 
又 设 (2) АА, | 


> Юл АС) = У КО У (т) gmRy) (m) = 


1<&<94/9 1<4<71/9 1<я%271/А7 


= У) не /&) gbry) ACR) hr/R) = 


164<7/9 1<r<n,/n 


kir 
= У) DA >, eerk = 
l1<r<n,/9 1<&<n 79 
天 | 


= xG()A(r) A (r) = g(7) 


1<r<n,/9 
8р (1) >. 
此 定理 之 一 推荐 如 次 : 


ЇЇ 


120 数 论 я 5| 


EHE 3. #21. & НФ ЖЭР Са УЕЛ ВЕ. 车 对 所 
有 的 适合 ЗЕЕ 常 有 


GG) = У FEIK) H), u (3) 
ТА Е 
НЫНЕ: £ 也 有 
Р(Е) = © pCR) (ЕЮ НО; | (4) 
1<4< 
且 其 逆 亦 芙 ， 


#: 命 КЛ =F) 及 g0) = G(1/7)， 则 由 (3) 及 (4) 有 


g(WD = С0/9) = > кн = | > тюн. 
>, 


кр =й = У кю в(-в)нф- > моею но. 


KREI 


而 此 乃 (1),(2) 之 形式 其 中 7 = 12 1/6, = 7 Ж. 
今 举 一 例 以 明 其 用 ， 
定理 4. БЕРТ, В 


` 


А0 <. (5) 


1<4<6 
证 : ЖЕ (3) 式 中 取 FE) =H) = 1, 如 此 则 GE) = [41]. н OR 
Яя 


1= 2, МЮ Е . (6) 
车 1< <2, BJ (5) 式 显 然 成 立 。 SR £ 222, Ш х = [e]. BU 
全 (区 
- 5 «өс [Dl Жын 
故 
x > A 1 + (z—1) = x, 
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_ Ея. 


$4. Möbius 变换 . 

定理 3.3 之 另 一 .推荐 如 下 : 

EEI MAR) ЖЭК 0 之 完全 积 性 图 数 ,又 л, 是 一 正 整 数 . Ж 
РВ п < n, ЖЖ | 


л) = 4) (=), 
0 = LOL ED GD 
则 对 此 ”也 有 
л) = d) g (= )š(a) ; | 
D = в (5) во): 2) 
反之 亦 然 . 


证 : № Е ЕН, 则 取 ЕСЕ) = Кё), BR, 上 则 取 FE) = 0, GE) 与 
eE) НИЛ. (С) 及 (2) 式 可 高 篇 


©) = єй = > КФ а(=)= (д) = У (RC) 
及 
FO) = 0) = E кф (F) = Z; и в( дф = 


= > к) 6( 2). 


1<4<п 


双 由 GE) 及 FE) 之 定义 ,此 二 等 式 亦 可 写 需 


— 


о = > (Ё), 
РФ = ‚> roe). 


此 不 € 适合 於 1 <& <. 反之 ,由 此 亦 可 引出 (0) Ж (2) 式 , 应 用 定理 3.3 
(其 中 6 = т) 即 得 定理 | 
ей. E 


` G) = Кд = x (2). 


Я] g(z) 称 篇 f(x) 之 Möbius ЯН. 而 f(n) НБ g(a) 之 Möbius ЯНА. 
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由 定理 1 已 知 | 
| к) = $ и «(#)= (2) о. 


由 定理 2.2 可 知 积 性 画 数 之 Mibius a Möbius WAER ES. 
Я 1. 由 定理 3.1 可 知 А (п) 是 eCa) 的 Möbius ВН. 
Я 2. 由 定义 

G, (n) = > а^. 


d\n 


oln) DEER Е, (т) = n' 之 Möbius ЯН. 因此 z (n) 是 积 性 画 数 ， 由 
РА | 


RURI) .1 


бабр!) = > p = Р (4 0), 


p'—1 


可 得 出 : Жол = I> 是 ”的 标准 分 解 式 , 则 


О | 
G, (n) = II s . 
я А — 0, А!) | 
d(n) = во(в) = |] (+1). 
HIE APH 5, 


Я 3. Е En) = 1 Æ А (n) 之 Möbius já., | 

例 4. Ж d = (n, a) 将 正 整 数 1,2, >,a n 分 类 ， 3: 4 (n, a) 
ИГ n= dk 而 1 (65). ива 1 = (k S) 之 整数 а 之 个 数 等 
solz) вия 


ПЕК Ei(n) = п 7J5 p(n) 之 Möbius В. 由 此 可 以 得 出 第 二 章 $5 之 千 
Ж: G) pla) 是 积 性 的 ,(i) 由 Möbius 之 反 转 公式 可 得 : 
定理 2. 


(z) =y > КӘ. 


Hp 
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7 5. 更 广义 些 , 命 piln) В Е (п) 之 Möbius ЯН, К p (n) = P(n). 
Я] px(n) В Е. 且 当 n= 可 >” 时 ,有 | 


pin 


ә) =” “шщ == - 2): 
证 明 留 答 读 者 . - 
Я 6. 以 素数 р 篇 模 ,把 多 项 式 
xP” —х 
分 解 篇 不 可 化 多 项 式 之 积 ， 其 因子 之 次 数 篇 m, НЕМ mln. EZ, т 
次 不 可 化 多 项 式 一 定 是 识 式 之 因子 。 M Ф, ИЯ р, п 次 不 可 化 多 项 式 之 个 
Ж, 虽 关 於 多 项 式 之 次 数 有 次 之 等 式 


加 一 ° тФ„. 


min 


ЮЖ р" Ж пФ, 之 Möbius Я. НЕМАН 
| "Ф,= утур". 
bt LEER ТЕЗ 4.9.2. 


例 7. SAER AG) 之 Möbius Я. а= ph… pr An 之 标准 分 解 
2, ВІ] | 


п. 1, | 
> АС) == > ... >` Api ... pr) = 
ап s70 2.20 


Н | i 
= > АФ!) 十 + У А(р”) = 
m „ 
= 2log pı 十 + 2 log p, = 
= /, log Р, +- + 1, log p, = 
= jog z , 
Вр log n 是 Aln) Z Möbius Яя. 
f 8. BS AG) Æ logn Z Möbius НА, К 


Aln) = >, (2) log n/d = logn У) n(d) — > (4) log d = 
dn din аз 
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= А (n) log n — ` и(4) logd. 


由 认 А (п) log п НА, м Л(ш) 75 一 (ln) log п 之 Möbius 8%, 
稳 括 此 族 和 结果 可 有 次 表 , 其 中 g(n) 代表 Кв) 之 Möbius Я: 


f(n) и(п) A(z) pln) E (n) — u(n) log n A(n) 


gln) A(n) Бе(т) Eln) | O(n) Aln) log z 
ЛА 1. Ega) Agaa 各 篇 fa) 及 fila) 之 Möbius В, WEA 
A п 
> QA (5)= Ж Фе(3). 


Я 2. RH g(n)gi(n) 之 Möbius И. 
ЕЯ 3. f(n) Z Möbius aZ Möbius НМ 


>; ка) 2(-=—). 
考题 4。 НЕ 6 之 方法 。 WH 4.10(1) R. 
$5. 除数 函数 ， 
定理 1。 常 有 
d(m n) < d(m) dlan). 


证 : 车 篇 一 素数 , 则 
4(р°* 5) 一 dp 人 一 4 十 5 十 1 和 (e+HD (@+1) = (р) (У). 
因 篇 4(n) 是 一 积 性 函数 , 故 得 出 定理 . 
定理 2. МЕ в>0, WE 


4( п) = О(п°). (1) 
БО 号 所 包含 之 常数 依 於 6。， 


Ш: 命 m= 二 上 pr # п 之 标准 分 解 式 . 今 有 


рт 
р“ 22 2% = e% 1082 > a g log 2 之 т CHD) elog2; 


HE р 2, RI p 22а +1. М 
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4 +1 +Í a+1 
Im = ү =H УИ < 
р\п bin p” 

р°<2 Kae 


a+1 a+1 2 
<I с (atl) elog2 T- 4-1 <l s log 2 ° 


< p>2 


定理 3， 命 4 篇 一 整数 > 0, £ >2, Hl | 
` в) = O(6 (log 2-1), (2) 


1<n=< 
' (d(n))4 
1<п<ё n 


Ж: НИ. 於 q НУ Е ЛВ а = 0 № ИКИ, 
设 其 对 ата. 则 


COLES ан) EEE 


1<5<ë n 1<n<t n uin 
(4(в))ч—1 
—-> ° 
1<и<ё 1<n<t n 


Hin 


命 n = uv, H dluv) < 2(и)4(0), Нм 


UDN < у D Q L 
1<nce n 1<и<ё u 1<9</м 4 
= О((ор &)). 


再 性 (2) R: yt q ЕЕ, 


>, (460) = У (4(п)) У 1= 
1<в<ё 


Lanse иіл 


=> 5 ауа 
15 и<ёЁ 1<а<# 


< 之 UDa У) (46) < 


1<а<&ё 1<0<2/и 


<£ ` ачу - O(log 6972-1) = | 


1<4<& 


= О((ор ё)*). (з). 
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= 0G (log §)"D) . 
此 定理 能 更 精密 化 , 仅 举 一 十 分 重要 之 特例 水 襄 明 此 点 ， 
定理 4. E> Д] 


>) 4(п) = Ë lgë + Qy—1) £ + O(V г), 


ln 


水 处 y 是 Euer Wg, ~ 


证 : EL I 
> o= У X i= 
lanag 1=s<£ ип 
= ` 1. 
= ISe E 


REZ, >, d(n) ПЕНИЕ ERR RAER, (Ж 
1©л=Ё 
EE, ЛУНЫ. ри). 
{Ё (ë, УЕ ) 9 ем а, 则 该 阅 形 彼 分 篇 三 境 ， 其 中 正方 
形 之 外 之 二 块 中 之 整 点 数 相 等 Вр 
[V £] | 
> 1= МЕРУ S 1= 


<< ul [VE]<vee/s 
[ve] 
=—[V £ P > |= = 
и=1 
= —€£ + 0(V £ )+2 xš + O(V ë). 
8 | 
УЕ 
1—1 t 
Eze trt oA) 
故 可 知 
>, dn) = ё log ё + (2у—1) £ + O(V Е). 


1<л<ё 
Я 1. Ш: 当 ¿ > 2 H, 


4@) _1, 


5 5 log £ + 2уюрё + с + О(=- 2 log £). 
lasg 
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SER 2. EH. 对 任 一 6, KA 
a(n) = О), 
ИЖ З. 证明 : М £ 2 2 时 ， 
> = m ë + OCE log ё). 


1<n<ë 


(在 车 明 中 将 用 及 > 2, = T, иже 8 7.1 њо.) 


96. 关於 概率 之 二 定理 ， 
ElL 车 有 一 正 整 数 粗 ,其 中 不 大 於 x 者 之 个 数 N(x) ВАМ 


则 此 组 之 数 之 出 现 概 率 名 之 篇 a 
例如 :奇数 出 现 概率 是 J. 平方 数 出 现 概率 是 等 
在 本 节 中 将 用 及 以 下 之 结果 


> РЫ. = 5. GD 
REDERE 8.7.1 中 . 


ЖИ 2. ЕЖЕ РН, ПЕВ ЕЛА ЗК. 
定理 1. ЖЫШ х 之 无 平方 因子 数 之 个 数 以 09(x) Z, 


Ol) = Ér + 0(V =). ©} 


EET A ЕЕВС НИНЕ 6, 
W 将 不 大 於 * 之 正 整数 依 其 最 大 平方 因子 4? 分 类 ,不 大 从 z 而 有 42 
КА ЕО ЕВЫ 


(+). 


[х] = > О (5). 


故 可 知 
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”-2°((): 


由 定理 3.3 可 知 | 
00) = У мю |> |= 
1<А<У 
=» У + у) о) = 
1<4<7у 1<А<у 
= y +y o (> 本 + 
6 
2? “十 О(у) 5 
ЊЕГ, (НАВУ (5.8.8) 式 ,) 
定理 1 НИЗА: 
定理 2. Ф221, H 
È 16001 = г ОУ). (3) 
定理 Жак 
lJ<x*< y < | | (4) 


1 
2 п(п+1) 5 
其 中 (х,у) = 1 之 整数 对 之 数目 记 之 篇 $8(n)， АН 
. (O) 56 
Jim $2(в+1) w 
也 可 以 说 成 互 素 整 数 对 出 现 的 概率 是 6, 
今 将 侠 明 一 更 精密 的 定理 : 


定理 4. 
Ф(») = У pln) = 3" 
т=п m 
证 : 


090) = н у “9 = у z (a) = 


dim dë єп 
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[з/4] 


ое зн) 


_ l 2х А4) ( > 2.) 
=" 53 +о( > т) = 


— п? S РС) 十 о( = > 2.) + обо») = 
d=} nti 


2 
= — + O(n) + O(a log n) = 


HPN AKAN. 
$7. ЕЖЕ Жк. 
6591—8078 #0 | 
#21, 
X(n) = | 
(—_1)#=-1 че 24n. 
ЭЖЕ ЖАЛДЕШ ЕНУ. 此 画 数 之 Möbius ВН. 


8(п) = > Х(4) 


Ж,Б ola) 也 是 积 性 的 ， Ee n= Пр 表 n 之 标准 分 解 式 , 则 


pin 


Sla = |] (1 + Xp) + ХЭ + --- + (р). 


р\п 


Я Xa) 可 以 将 定理 3.51 之 结果 重 述 如 下 : 


定理 1。 пех 
| х? == — 1 (mod n) 
之 解数 V(xn) 等 於 
{ 0, Ф 4|а: 
Vn) = рро), 3 4 £ n, 此 处 р SGB п 的 所 有 不 同 的 
” KAF. 


JEET REH ЕШ 3.5.1 及 定理 2.8.1 推 得 之 . 


аа. . ОО ШЇ э. | 
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8р2 ЗЕЕ Н B3 EFSF BB : 
定理 2. mro RAE 


х2 + у? = п 
之 整数 解 х,у СЯН, HI 
у | т(тп) = 48(п). 


EWIGE , ЭЕ SS de DA ЕН: 
定理 3. 常 有 恒等式 


(а2 + 92) (好 十 好 ) = (кух + муз + (aya — уж. 
此 式 极 易 直接 乘 出 ,不 再 十 明 。 
лд 1. ЯНА: 
(ина а + z?) (yt + y; + 54) = 


= («ууу + x2y2 + xaya 十 zaya)? + (x1y2 — %2y1 + зу 一 taya) + ` 


+ (хуз — %3y1 十 x,y2 一 294)? + (жу, 一 хау + %2y3 一 зу)? . 
HA2 RELER: 
(x? + 2 + x + x + x? + x? + 2 к) X 


X (y! + > + y3 + уз + 5 + ys + Уу + уз) = 

= (x1y1 十 x2y2 十 x3y3 + xaya + 1575 + хвув + x;y; + xs8y8) + 
+ (аууз — x2y1 一 хзуа 十 Хауз — sy6 十 Yeys — xzys + хауз) + 
+ (куз + z2y4 — 3y1 — Хауз 十 xsyz 一 куз 一 xyys + xsyá)2 + 
十 (худ 一 x2ys + зух 一 %471 一 %5y8 一 Xeyy + x;y + xsys)2 + 
二 (YX1ys + zzy 一 зух 十 X4Ys 一 Х5у1 一 Ху; 十 уз 一 жу? + 
+ (wiy — x2ys 十 хзув + %4y7 十 %5y2 — Жуу 一 794 一 Xay3)’ 十 
+ (луз 十 хауз 十 #зуз 一 хау6 一 xsys 十 Xey4 一 791 — xay2)2 + 
十 《xlys — *2y7 一 *зув — X4ys 十 %5y4 + %6y3 + #792 — xay. 

定理 4. їр z > YEH 
/三 一 1 (mod л) 


(1) 


Я 8 


ЯМ #=1, (х,у) = 1. 
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之 一 解 , 有 一 对 且 唯 有 一 对 整数 x,y 使 | 
х +у= п, х>0, y>0, (љу) =1, ylx (той я). (2) 
证 : 显然 ,车 (2) 式 有 一 解 , 则 (1) 式 有 一 解 . 
(1) 式 有 解 之 必要 且 充 分 之 条 件 坊 n TER 
п = 2° pr! ps, a 二 0 或 1， 


而 pjG = 1, 2, … ,s) 旧 是 三 1 (mod 4) 之 素数 ， 今 利用 妈 秽 法 来 苯 朋 本 定理 ， 
1) n= p 之 情况 : 车 人 = 1, 则 由 已 十 1 三 0(mod р), 可知 党 (х, р) = 1 
时 有 | | 
И L 2 == 0 (mod2). о 
TRE y 及 x* 使 
х = у? (той р), 

В < р, y? < р. MER zl — у H, у 分 别 取 0, 1, 6 [УФ JE р1+ 
+ 1 个 值 , 则 得 [УР] + 1)? > p К, КАННАХ р КН. № 


м1 — yi Z х1 — y> (mod р), 
Вр 
(xi — #2) 1 = y; — у, (mod р), 
不 妨 假定 z; — x, > 0, HJ 
| x; — z, < Vp , |: — 92| р 
即 篇 所 欲求 之 x, у. 对 此 х,у 有 
юуг = p, 


А 
у = тх (mod р) | 


有 和 解 , 由 是 z2(1 + т?) 20 (mod р), Й m Z= + 1, Ф т = Г, RI (x, у) ËH 
篇 所 求 ,车 m = — 1, ДЇ (y, ж) 即 篇 所 求 ， 
TR p 2, 而 定理 对 pp 成 立 . 设 ( 一 站 ?三 一 1 (mod pt), AE u, v AE 
pt и>0, v>0, (Шт, e= — (mod p°). 
ШЖ n = ptl рр, 
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руі = (хи + уо)? + (хо — уи)? = X у? (X>0, Y> 0). 
G) (X, Y) = 1, ЖА, ВЫХ p| (X, Y) ,但 | 


X = ҳи + yv E xu — xu = ки (1—7) 0 (mod р), 

Ж ЖЕЕ. 

Gi) BA (X, р) = 1, KARA 

| Хт = Y (mod р^+1) 
有 解 。 由 是 得 
X? + Хт? = 0 (mod р^+!), 
Вр 
| 1 + mE (mod +7), 
由 定理 2.9.3, ИНАЯ, К 
т = + 1. 


依照 ¿= 1 ZEIT, ВНК, 
2) № n = ab, a > 1, p > 1, (a, Б) =1 5 
5 三 一 1 (modn), ` 
и 0%с=а‚ и> 0, о> 0, (и = 1, vÆ lu (той a), 
Ну =b, к> 0, у> 0, (у) = 1, у (mod $). 
由 定理 3 得 
п = ab = (хо + уи)? + (хи — уо)? = X + Y. 
(Œ хи — уо > 0, НУВ хи — уу = Y, BH, A хи — ур = — Y.) 
А : | | 
G) (X, Y) =1. X p>1, p|(X, Y), Н! 
хо + yu = ру, 


хи — yv = р, 
ВИЗ 
х (u? + 02) = p (sv + ш), 


у (u? + 02) = р (su — tv). 
因 (+, у) = 1, ЖО р| (а? + 62), 即 pja. ЕЮ, pl. Ж (а, Б) = 1 之 假 
设 不 合 ， 
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(ü) XX 三 ZY (mod n), НЫ 
О хо + yu == жи — ly =: (хи — yv) (moda), 
ху + уи = — lyv + пи = 1 (хи — уу) (modb). 
JA (а, Ь) = 1, Ж 
Х= ү (mod л). 
3) 唯一 性 。 ВНЖ (X, У), (X,Y) АТЕНЕ, И 
n? = (XX” + ҮҮ")? + (ХҮ' ~ УХ”, 
iB 
ХХ’ + УУ’ = ХХ'(1+2) = 0 (mod) , 
故 必 | 
ХХ’ + УУ’ =n, ХУ’ — УХ’ =0. 


由 ХҮ —YX'=0, Җ уно XAY (+ ҮТ), i 


с= +1. XH X>0 Х’>о м 


| с =1. 
ЕЛЕНЫ АНН, | 
定理 2 之 证 明 : 
由 定理 1 及 定理 4 Нм 
| х + у= п, (х, у) =1 
之 解数 等 图 | 
4V (n). 
今 将 | . 
4 + у? = п 


之 解数 依 (z, y) = d АЧА, Ce, y) = 4 之 解数 之 等 於 
2) +00) = 
之 解数 之 个 数 , 8р 47 (№). 故 得 
(п) = 4 > (>) = 4 > LALO ‚° 


此 不 A(4) = 1 或 0 Иа 坑 平 方 数 与 否 而 定 。 WS Ра) 及 Mo) 都 是 积 性 
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по, ве 7079 是 积 性 的 ， 
Я Ca) 也 是 积 性 的 , 故 车 能 葵 明 о = p P, 


r(n) _ 
== ё(а), 


则 定理 已 明 . 
车 2|m, 
了 = yQ) + VG" + РСР + V(O = 
0 十 … 十 0 十 1 一 1， 车 p=2, 
0 十 … 士 0 十 1 一 1， # 2 三 3 (mod4), 
2 十 … 十 2 十 1 一 


=——2+1=т+1, № РЕЁ (modi, 


ЯЖ 2 + m, Н] 
TED уру + Vp) = 
1, # Р=2, 
一 0, 车 р=3 (mod 4), 
т +1, 车 Р=1 (mod 4). 
男 一 方面 


Slp) = 1 + Х(Ф) + + ХФ”) = 


1 十 0 十 0 十 … 士 0 一 1 № р=2, 

1 一 1 十 … 十 1 二 1， $ РЕЗ (mod4),2|m, 
11+. -1=6, 若 РЕЗ (той4), 2Tm, 

1 十 1 十 … 十 1 一 入 十 1， 3 


p=: 1 (mod4). 

定理 5. 把 一 整数 ЛЮМЕН в 之 因子 
之 三 1 (mod 4) ЖЕН п 之 因子 之 三 3 (mod 4) 者 之 个 数 . 

定 理 6. 对 任 一 5 > 0， 常 有 


(л) = O(n°) . 
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说 : М (п) < 4d(n), WFE (HEH 5.2), 
| $8. ТЪП E ЗЕЕ. | 
定理 1 (Abel), M a<b, n ЕВ, 在 a < n < b PRE, Yn 及 en 


Еш. © | 
Р Sa = > Ym, 
а<тап 
KJ 
š А 
> Yn a| < <<» || (2 |em 一 Smt1| + jel); (1) 


证 : 命 5а-1 一 0, Bl 
>. У» En = >, (ss 一 5-1) 6» 一 


b b—1 
= Sn en 一 D Sn Enti = 
5—1 
~ ‚ — ón (в„—6»„+1) + 55 bs 
n=a 
故 | | 
Б | b—1 | 
> Ул Enl < > [sal | es 一 eat1l| 十 || С < 
в=с n=a | 
< | Sa ( п“ еп ). 
max EA „2: 1 Enti] + lel 


定理 2. 在 上 定理 中 ,如 s, 是 正 的 政 减 的 贯 数 , 则 千 葵 可 改 篇 


b 
之 Ya €» < max |а| в. ` (2) 
今 罕 其 一 应 用 如 次 : 
定理 3. жЖу,>0, H 
X (n) 1 
> < 


ЖЕ + > 0 时 级 数 


ОС 


Юк. 
证 : 已 知 | 
Х(а) + (а + 1) + X(a + 2) + X(a + 3) = 0, 
сувя | 
> Xm| <1. 
| акте в 
由 定理 2 HJ W - 
Ë X(n 1 
> <. 
HAAR р WMA, KIEA, 
附 记 : 在 下 季 中 还 将 用 到 
= Х(л) 1 1 1 л 
= | — — — — — =, 
> л 3 + 5 7 + 4 


此 可 用 普通 微 积 分 tan- x РЕАЛЕ. 
与 定理 1,2 相仿 ,有 次 之 定理 : 
定理 4 m £ < 7, SEX x fE ЗИ. ВЕ с Жо 
MEPER ER g(x) 可 微分 ， 命 


РУ 


в = | AD а. 
则 
| «69 а 


< max |f1(%) | (| |" (ж) | +1001). 
ИЖ gx) < 0, g(x) > 0, Ri 
Корор. 
证 : 由 分 部 积分 法 可 知 


< (Ёё) тах |]1(*)|. 
ёЁ&х=л 


ково = | G) ало = 
= G) AD — | AO O ae, 


с 
зене. _ 
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ЯК 
| [rey во 4«| < тах AOI + | ео а). 
£ ¿<<< е 
证 明之 其 他 部 分 十 分 显然 ， 
Я. Ë a> 0, 


[>з] 
| | cos x? dx 
aá 


$9. 图 内 整 点 问题 . 
定理 1. 


— © cosy dy < 1 
a 2у!1 | © 22 aer 


7 
| cos у dy| < Ж. 
at 8 


х! (п) = п + О(У х ). 


1<n< x 
й: 由 定理 7.2 可 知 
> (п) = 4 ` © x(a) = 


1<7«х _ 1&л<х ап 


1<4&1 1<и&х 
din 


=4 > х0 [2]. 
将 此 和 分 篇 两 部 ， 由 定理 8.3 
S= > xQ |£ ]= 


1<a< Vx 


=4 之 X2) оит) = 


1<4<У ғ 
= 4 5 XD оит) = 
= nx oD ; 
其 他 一 部 篇 
B= > хо [5], 


Vz <а<х 


由 定理 8.2 可 知 
>. — О(Ух ) . 


Е | Ки ТГ . 


li 
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和 纺 之 ,得 出 本 定理 , 
另 一 性 明 如 下 ,显然 S! (о) БӘЙ 
]<n << 
и? + 2 < x 


之 整数 对 uo СВЕ. ВЕНКА V* 篇 御 径 以 原点 需 中 心 所 作 图 中 之 
整 点 的 数目 . MAERA mx. 

在 平面 上 ,过 整 点 作 与 * 轴 及 y НЯ, НЕ 
+. 一 图 内 整 点 (и, о) 对 应 一 方 格 ， 其 四 顶点 篇 (u, и), (w+1,v), (и, +1), 
(и+1, +10). 如 此 所 得 之 诸 方 格 必 在 图 

ш + 2 = (Ух + V 2 P 

之 中 ,但 又 包 有 图 
| ит = (Му — V 2 32. 
故 

| x(V/x =V < У (в) < x(Vx + V2 3°, 

n< x 

序 得 定理 ， | 
O BDR RRRA Y 


w 


.1 1 1 л 
1—-у + 5 кй = =. 


ИЕ АО ТЕН £a Pq SRB 3 АЕ, е ВВЕ М. У. Jarnik 有 
次 之 定理 : | | Е Е 

定理 2， 命 ! 表示 一 有 长 的 简单 阴 曲 穆 的 长 度 ,而 以 4 ЗЕТЕ 
域 的 面积 ，N ABERRANS AS UE / 之 1， 必 有 

|lA— N| <!. 

证 (Steinhaus): Ж НЗ F RU ВН: | 

B| 1. ЖА 1 的 正方 形 中 , НЕЕ С, С 的 两 个 端点 在 正方 
形 的 周 界 上 , 潜 C RESE NARZ, ДИНЫ C МЕ. 
ЖЖ 1. 

Ш: № C ВНЕЛЕ НЕБЕ Е, BUBAZA 


E С НАЕ ТЕЛУ Н Е, 028, B B 


— 
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[2 api + Ра, + ауса + а5-+ bB= aB = 1. 
至 於 C ИЕН AER Н] ИНЕШ. 
引 2. ЕЖЕ 工 的 正方 形 中 , 任 作 一 不 通过 正方 形 中 心 的 连续 曲 乏 С, С 
的 雨 端点 在 正方 形 的 周 界 上 。 Ш@ C 将 正方 形 分 篇 二 部 分 , 命 A 篇 其 中 不 包 
售 正 方形 中 心 的 一 部 分 ,上 则 А 的 面积 必 小 於 C МЕ. 
证 :， 今 分 别 考虑 以 下 各 种 情形 : 


| | q 
ар @ а ваф вар да др 8 


бр, 4 Зот С 的 端点 ,了 需 正 方形 之 中 心 ，4, 1 各 表示 入 的 面积 及 曲 
# C МЕХ. 则 在 前 二 种 情形 中 ， 易 见 从 С 上 任何 一 点 到 直入 aB KEM 
必 不 能 大 於 1, К А ЛЕЙ ИЖЕ 1 与 1 的 矩形 中 , 因此 得 到 A < 1. 
在 后 三 种 情形 中 ,由 引 1 可 知 1 > 1 所 以 有 А<1<1. ЖБИ. 

ДЕННА ВИ: 以 I ЖИ ЛЕВ БЕЯ, РЕЯ 


к=п, у= +5 (m, п==0, + 1, + 2, -*-) 


ОЕ ЯНОВ ES 1 的 正方 形 。 以 91, 0: , О, НЕЕ 
之 含有 I 的 一 部 分 周 界 者 ,而 以 C; 表示 有 长 曲 烷 之 在 9 中 的 部 分 ,以 9, 表 
T Q; 与 的 共通 部 分 ,而 定义 
м < 车 Q, НН, 
0, Ж 9, 中 无 整 点 ， 
ЕТ 4; 表示 0; 的 面积 ,2 表示 C; ЕЕ ЕР Н 
|4: N| <, 
便 得 定理 ， 
首先 我 们 考虑 整个 IT ЖЕН О 中 的 情形 , 因 篇 12> 1, 故 易 见 定理 成 立 ， 
因此 我 们 可 以 不 失 普 逼 性 地 假定 7 芷 不 整个 地 处 在 某 一 О 中 ,此 时 c, RET 
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КЕШН М, 而 过 些 曲 标 段 又 将 О; РЕН DP. 

车 整 点 不 在 任何 Di) p ЕЖЕ C; 上 有 时, 有 М,=0,0<4;<1, 
而 д2 1. А. 

若 整 点 在 某 一 DP 中 ,以 AP 表示 DP ВЕ, рО 不 在 I 中 ,此 上 时 
Ni = 0, A < 1 — Af); ЖЮ ЖІ, N; = 1, W 1 — Aí < 1 — Ap, Ш 
由 引 2 即 得 

| 1 — A? < k, 
於是 得 到 定理 ， 

显然 定理 2 也 立刻 可 以 六 出 定理 1. | 

ZEL ЖН НОВИК, 

ZARA 2. 证 明 球 

uttu Sr 
ARB = 1 па О(а). 
МЕА 3. 试 推广 上 题 到 л 度 空间 之 球 . 
SER 4. ЖЩ 


>, (а) 


1<s<= _ 
В. 
Я 5. НА | 
ч и -+ 2 < x 


САННИ = © ОО log а), 
510. Farey ЖЕҢ. Farey 贯 乃 百 余 年 前 之 发 现 ,但 在 近代 数 葵 中 方 


显 出 其 重要 性 ， 
l n 级 Farey 贯 者 , 乃 指 0 与 1 УШУ КЛЫ, НАЕ < n 
者 。 其 欢 序 依 其 大 小 排列 , 换 导 之 , 朗 依 天 小 排 烈 之 形 如 。 
Z: (50) =1, 0<а<ь<а 
之 诸 分 数 ， 


п Ж Farey RH S, RZ. 


例如 : $, № 


-r Š — < < m" r w x... = 


Wasa м  —  — Y — = — _— 


o 7? 5? 3? 7! 47 5' 6° Z? 1 “° 
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S, 中 共有 1+ È PC) 个 数 .。 此 诸 数 将 区 间 0<r < 1 分 篇 Фм) 


份 , КАЎК Sati I 5, 添加 p(n +1) 个 数 


т. (а, п+1) =1, 0 <a<n 


ЖІ Фе, 0 <£ < 1. о 级 Farey ДЕ Se, #7 B 


ZA, А86 


2 a, 
P. <<, 


则 GD 2” E п ЖИ, 多 „ими, в 


Gi) bm 及 bn Ев СИЕ, НА n МН. 


#: ВЕНЕ 需 某 一 般 Farey 趴 中 之 一 数 . 


”定义 ,定理 立 可 得 出 ， 
定理 2 QL, СЗ, HERZ. 则 
b+b Snt. 
车 如 < 如， pl 
Ба’ — ab =l. 
证 : М (a, 5) = 1, 故 有 整数 x, y, 使 


. bx—ay=1, о n— b <y<n. 
由 此 立 得 


` у> 0, (x,y)=1, > = 
TIAR 


Tr 


则 由 Farey RZ 


(1) 
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= 
HARER, ВЈ x =a, y = Б, bd — ab' = 1, B. í + #' >п ж. 
ЮКИ, 5 = Al 


a а x 
ъ< у < y 
R: yr 48 
Al 1 Њу вт 
y 6 у № р’ 5 > By + рр — yb’ > ур” > ву. 
但 由 (1) 已 知 
и а 1 
оу В by’ 
此 不 能 两 立 , 故 得 定理 . 
„а a! a к 
定理 3. босу < 3⁄ < p 45 ARIE , Ң 
а” аа” 
b” b-b’ 
证 : ”由 定理 2, 已 知 
a'b—b'a=1, 
а b! Ба =1, 
АН, 274 
а” (+ b) — Ы (а-а) = 0. 
ВРЕВА 28. 
Ж 2. EGALA, 
а-а” 
b+ 
名 篇 此 二 项 之 中 项 . 


定理 4， 中 项 在 该 二 项 之 间 , 和 与 4 及 Со 


1 1 
ББ) ' ЫЬ) ` 


证 : ШЧ <j. B 


ле ш A Ж - 143 


a _ аа ba’ —ab’ 1 > 0 
b’ bF БР) bN 
аа’ а а-а _ 1. 
БВ БОР) = ЗВ ° 0° 
Ж 5. фе 需 一 实数 , 则 在 S, 中 必 有 一 数 人 ,使 
1 
< = 7 
证 : 可 设 0<2<1, Ж (0,1) МЕ S, АНН, (0, 1) 分 篇 
Р-Я. £ ЖЕЕ — Я. НЯНИ S, 中 之 一 数 元 T 


+a’ 
他 端 般 一 中 项 于 pr . Ж | 


0<5=< n. 


atad _ а 
bto’ b 


| а ое 
е- 4 < 0+5) < (2 十 1) < 
故 得 定理 。 由 此 定理 立 列 可 以 得 出 

定理 6. НИЕ £, 7 之 1, 必 有 有 理 数 - 万 ,使 


t 
Ыы]? 


ERT НЯ E 吾 人 有 有 理 数 „ШШ 


0 <); <7., 


1 
b2 ° | (2) 


E Е 篇 无理 数 , 则 有 和 无数 个 -4 BAER, 
证 : MURRI Е АННЫ. RS, ш S, 中 适合 


之 二 郑 项 , 划 由 定理 5 ЖЕН, 其 中 必 有 一 适合 (2) К. 由 定理 1 ВИН 
们 的 定理 ， 
定理 8. 任 和 与 一 无 理 数 £, Misia 


| 


(3) 


<= 5-5 ` 
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ж: ЖАНА, 我们 可 以 假定 0<6<1, 作 4 f Farey E. @ 
+ Ж э = Нек 


a д’ 
үл < £ < or 
Ж. 命 o= 416。 今 分 两 种 情况 论 之 : 
D 假定 o > ау Жо < 4 (075—1), 则 由 定理 2 


a _ a 1 _ 1 
b’ bp bh Ро 
由 於 
— (1 Ц å с.г = 
_ _ __1 _ l (у ( Е ) 
=-7= — (= > ( 5+0) (= > ( 5 一 1) }< 0， 
a a 1 1\_ 1/1 1 
ш ъъ S в (+) = ът» 
а 1 a! 1 1 
en | £T > U pz: 


в (2, T +7») (4 — уфрь 5) 中 有 一 部 分 相 重合 , 因而 必 有 一 包 
жен" | 
р 


БЕН < —— 或 ы < 


1 
= 4⁄5 2 


2) В O+ V5)>o > (0/5 1), H 
b+ b > — (У5 十 1) 9, Би <--(Мз +. 


каткат (+, 9216) 及 (名 十 多, 多) жир D 之 方法 。 因而 得 出 三 种 
可 能 性 之 一 。 即 除 (4) ШИНЕЛЬ, ЖЕГЕН | 
і 
| V5 (EHL 
ВНЗ — 52 x， 必 有 一 租 а, b WAR (3), НЖ Е КЖ hE 
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1, b X b н ЖИ. 故 得 定理 ， 
ИЛА, ЯНА. 
$ 11. Виноградов АУЕ p ЖЕЛАЛ e rE. 
以 (a) 表示 a 之 分 数 部 分 , 邹 (а) = a 一 [а]. 本 季 的 且 的 在 於 研 究 形 如 


У! АК=)} 


A<<x<B 


的 和 。 ЖЕНЯ Гер. 
ж#1. E m > 0 (4a,m) = 1,20, ДУҢ. WREE ЕО, sm 
FMA c< (x) Sec +). fF 


| И > { ах-Нф(х) |- 


А и Í 
9-25 
#: 显然 有 | | 
сене) 8. 


ШЕ т< 25 +1 Бр, ЖЕНА, 
GRE m > 22 +1. ñr r ах + [с] 对 模 m ПЕРЕН. 显然 有 


5-20}, CD 
此 不 

DO) = ф(х) — [с]. 
故 得 


{с}< Фе) < (c) + A. 2) 
3 0 < r < m — [5 + (e), ДЇ 
0<(c) < r + @(r) < m — ltiel — 1 + (cz) +ñ < m, 
Вр 


о ФО) |, 


m 


故 
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{ r+ b(r) }= r+ (r) 
т т > 


ш; | 


т 


Ж“ m—[5 + (c)] < r < m, fr f — т — 5, HJ s=1, 2,1, [k + (c)]. 
故 得 | 
a e =). 
党 ФО) —-; 20, 则 由 ФС) — +< # + (c) — 1 < m, ЧМ 


Laz «рафо ео: кА, (4) 


т 


‚ ЖЕ PG) 一 :< 0， НУ 0 < ж + (c) — s < + + $ (r) < m, ЧА 


r+ (c) <Í 二 人 |- "+Ф (7) < he) К (5) 
ХЕ (4), (5) 二 式 , 可 知 
-1+ Z tA {+ < „#90, бу 
综合 (3) Ж (© 可知 
. т—1 
Ce} = (0+0) <s E —<¿ (2), 
r=0 
因此 得 出 | 
—#&5—--(т—1)<#+ 1. 
故 得 定理 ， | 


定理 2. E m 篇 整数 ,， 4 > 2, 1 < m < Aš, (а, m) = 1, b > 1. М? 


М+т- 


5 = > (Кә), 


此 处 f(x) Ж M<x*<M+m 一 1 中 定义 ,六 有 二 级 连续 半数 , НК АОК 


МОМ) =Z +-5, Gm=1l, [01 <1, 


т 


第 六 章 数 них 147 


<l <, 
EJ 


в: 由 广 闵 中 值 公式 可 知 | 
M+ = КМ) + УР + ЭМА у), |0|<1. - 
在 定理 1 中 取 
(у) = т (ran + +-ту+-- > у '(мМ+0' »)). 


В G) оа (РС) > 1, TARRE. ЖАШ Р" (а) > 0. 
则 | 
”(м) — Z) < 40) < (уму +, + 1 m 2). 
序 得 
m КМ) —1 < фу) < т КМ) + 1+ — k. 
序 在 定理 1 中 可 取 с 一 mf(M) 一 1,h 二 2 十 14. 
ЖЕЗ. EZ k 2 1, f(x) 在 区 间 M < < <m + m 内 定义 站 有 回炉 之 二 级 


_ Я 


ж, В 
1 РР k 
г < 1Р0) <. 
M+ = —1 
$ = x= {1(x)} = т + O(A), 
此 成 


A = (k? m log £ + k A) A- -%, 
证 : ДЖ r = Aš, M = Mi, 由 定理 10.6 可 知 有 a, т 0, 存在 ,使 
0 


mıT 


(М1) = + -， O<m<r,G,m)=1,|0|<1. 0) 


由 定理 2 可 知 


УТТА, Ж s FRA 
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Му+ту 1 1 0 
>, =y mt (+), A<. 
x*- MJ 
取 M, = Му + т}, HBE 10.6 可 知 有 42, 712, 0, 存在 ,使 
(му = 22 + а. 5 0 <m, <, (azn mx) = 1, 101 <1, 
且 有 | 
~ M,+m,—1 1 0: 
> (G) = m+ @+5, A<. 


x=M> 


0<М+ т —1- М, <rt, 
则 得 | 


S —-- (m + m) — + (М + т — Ма) < 


< (4+5) ++ Q + m — Ma), 


Вр (Ж М; +1 = M + mi 十 … + т.) 


|s- m| < +s (4+9 + (+1). (8) 


| “АЕН BT $. 假定 0<4 <T, (p, q) = 1. * p: 4 В.Е Е, ЕЕ Mis 
…, m 中 有 多 少 个 等 於 4. 由 於 р’ 的 连续 性 及 If al> > ， 可 知 在 所 
讨论 之 范围 内 了 (x) ЖА. x 238 Se 
ТОРИ 
РАКА бэ) 
者 成 一 区 闻 。 其 中 之 任 丙 点 x1, х. 常 有 


一 元 < f(x1) — Р(х) < =. 


即 得 
| г f G) arl < pa А | 


序 得 


1 2 
+ |х, | < чт‘ 
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故 适合 9) 式 的 z 所 成 的 区 间 的 长 度 < 54, ак q 的 m, 的 个 数 < 


< +1. 
其 次 , E а 固定 , 今 往 求 适合 (9) 之 р 的 倍数 。 假定 pi> p> 及 
1 _ 1 ср Pial 
q т Sfe)< + 
~ P _ l gy , 1 
| 7 т < <, 
АЕ 
ea | Р) Рэ ВР — Z. 
И 
| "> [ху—х›| -s >. 
部 得 


p= р +142 +1, 
р МС 2 +I. 


НЕ (М) WR (7) ZJ ЯСА ңа Н m 篇 4 者 的 个 


«(ина 
-i (GAGE) 6+2) 
将 q 二 1,2,… ，[T] 相 加 ,可 知 


К т T +T A 
< 2 log T + 2 + 77? )+0(<)= 


=0(^” log 4+2). 
T T 


“ 


RKA (8) 式 可 得 定理 ， 
$ 12, Виноградов 定理 对 整 点 问题 之 应 用 ， 
在 定理 9.1 ран: [Bj 


их 


ТИТ 
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su 
& 


ТТ 


R(X) = ях + О(У/х). 


Жеђ: Н ОТЕУ НА EHRM E: 


定理 1 (Sierpinski). № x 2 2, RBI 
R(x) = n x + OCz? log х). 
EREEREER RATER, EARN, EHE 1942 
НЯ К(х) =x «+О(«®**) . 但 一 般 的 推测 篇 R(x) = па + Olt, 此 万 
数 窒 上 的 一 个 著名 内 题 。 在 证 明定 理 1 MREZA: 
定理 2， 设 f(x) ERN 0 <, <На R 


s(x) = | (4 — 0) ш. 
则 


> e= | 1 а (3 ) AR 一 (于 一 (9))1o) — юрю + 


О<к=кК 


Б 


+ 20) ©) + | oG) G). , 


Ж: № BER, 9 < a < B < R, x < a < B < x: + 1, НКУ 
分 ,我 们 有 | 


-Í f(x) a| = | 9 2-0. (х))4 = N 
=(4 082) кв — (4 — (а) iG) — (В) (B) + ala) (в) + 
+ | а) as. O 


命 0 — XJ, 有 一 xi 十 1, 则 得 


оа Фо о eres 
由 是 郎 得 | 
[R] 
| -J №) &=— > УЖО + IGR) + 


[01+1<х<[8] 
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+Í гда. — 2) 
[0] +1 | 
WE (1) 中 , 命 a = 0, B— [0] + 1, 则 得 
1+ — 
-| о) da == oD — (Z — (0) 00) +a(0) F(9) + 
9 . 


[0] +1 
+ |, ola) P(O) de. (з) 
同 理 , 有 - | 


а Í. К) dx = (2 (в) КК) 一 > J([R]) — a(R) СК) + 


+ |. обе) GO dë. (4) 


将 (2),(3) K (4) 相 加 , 即 得 所 求 之 公式 . 
定理 1 ZEA: ”由 圆 之 图 像 ,显然 可 以 看 出 


Е(х) =1+4[V z]+8 > [Уи] - [š] (5) 
ocu< /3 


题 然 有 | 
> [V] У Vin у) (Муш уе 
в<»<\/ 5 | ocucy z | << n 
一 >. 一 >. ° 
我 们 来 估计 Zi N Ки) = V киї, HUH EBE 2， 部 得 


-DA 
0 


HEME 3, 我 们 有 


| г 
= +J + O(x? log ж). 
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将 此 结果 代入 (5)， 立 得 我 们 的 定理 . 
与 贺 内 束 点 问题 相仿 有 “Dirichlet 除数 问题 。 ВТЕ, RARA 


> 4(п) = £ log (27-1) &+ O(ëš+% , 


tanse 
(定理 5.4), SR: 
定理 3 (Вороной). # £ >> 2, HJ 


> dln) = £ log £ + (27-10) £ + OCE? 10р 2) 


1<в<ё 
ВЗНОС МОЕ ИГЕ Ей 88 ДЕ ЖЕТЕ BJ 3 Е ИЕ, JA 
O (EE+r) 代替 以 上 的 OCE? log 22). НЕВА ole), 
Й: ”由 定理 5.4 ZER, RAE 


5 = У |El- x. OH 


1<л<ё 1<#<УЕ 


取 (и) = 二 , 则 由 定理 2 ёр} 


1<w<Ve le<u<VvVe 


— VE 
二 二 十 o(VE) Er +2 | | olx) х-3 dx. 
J! 


注意 | 
F glx) x? = 3 [| СЕКСЕ 
1 2 JI \2 
2115 [ < = 
4 2 > |, (atx)? dx = 
1 1 < | 1 
=+- (0) т) = 
= 1 Lt 
= — + У, 
则 得 | 
2 E Е -2ще+2(1-СЕ))й++00. O 
1«#<УЕ 
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我 们 现 来 估计 


1<#<УЕ 


取 to № [V F ]2-% 2 2 > [Z £ ] 2-9-1, 则 显然 有 
ta Е ， 
5 = >' > 1214 О(ЁЗ). 
120 (УЕ 771си [УЕ 277 


由 上 入 定理 3, ВИФ (PL [VE] 27- 代 m, И [ИЕ 212-640 代 A), 


y- pa (£) = [V £ ] + O (2110р ë). 
[V £ 127125 127? | 


s= [V€ ] + OC? log? 6). (8). 


注意 [VE 12=2—2 {VE ) е + О(1), дун (6), (7) 及 (8) , 即 得 定理 ， 

$13. 0-8. | | 

ЗОН RORE ЕЕ ВАНИЕ, ВИДЕ 38 ЛЕ ЖЕЕ 
Е ЕТ BEEF. ЖЕ О-ЫШ. LEM 1 及 定 
Hü 3 此 其 例 也 。 另 一 方面 , 吾 人 也 党 从事 误 差 不 能 再 好 的 估计 ，。 BIRMA 
之 阶 不 能 好 允 如 何 情况 之 研究 ЖЕНЕ 2- 结果 。 

上 和 节 中 售 提 及 定理 12.1 之 _0- 项 一 般 推测 最 好 的 千 果 是 _O(xi+a。 ж 
НЕЕ НН. 对 任 一 正 数 s > 0, 不 可 能 有 以 下 之 式 子 

R(x) = ze + О(«%-—*у, 

IET Нн ВНЕ. 

本 节 中 之 К, Кь Кь К. Ваз. 可 表示 之 数值 可 能 因 地 而 界 , BU 
疗 一 符号 不 一 定 就 代表 同一 数值 ,但 乔 稳 不 会 因此 而 发 生 珊 解 。 

定理 1。 设 c> 0, а, a, ВАК 

0 < a, Ra 

以 Кп) R ait a= n 之 解答 数 .r(x) = У FG) 家 适合 於 а + a < x 的 
zi, a; 之 数 对 的 数目 。 如 是 则 ы 


mE 
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r(x) = cx + о(х% log “Š z) (1) 

决 不 能 成 立 . 
在 广 明 本 定理 之 前 , 先 引 进 以 下 各 引 理 : 
定理 2。 设 a, 篇 实数 ， 


TOE У ем. 


a= * | 


-- ЖК, В. > a, ӨК, А! 


п=— 


1 {" оо) 
з=], ФВ = E 4 


Ой: HRA 
90) 12 = №, У, menm, 


g= — 0 m= — 00 


由 —л 到 х КЖ. 
Ж РЗ. #20, Ф(а) = >; b," 当 |z| < 1 ВЕК, ДП 0 <a < 
ВЕТ _ 
< x, z = re? (0 < r < 1) 时 ,有 次 之 不 等 式 | 
[оао p прса. 

#9: БЕ8Е 
9 | | 
0, 党 а < LIES ri 


如 是 则 
| |Ф(2) 1° 40 > F |2(0)!2 |p (2) |2 20 = 
= X> (аге ар, 
| М m n 时 ， 


я а 2 
r | 4(@)|? е'#-"%Д6 = 2 | (1 一 =) соѕ (п — т) 040 = 


sin (n — та 


аа Е )>o, 
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而 т=п RF, 
| Ora, 


со 


[вога 5 у ие eoa. 


定理 4 g |z| <1. 命 
(1 — z) = 2 үн", 


n=0 


则 有 常数 с, С 存在 ;使 


o <e <- <C<, 


证 : ”由 二 项 式 定 理 立 得 
_ терете), 


1.2. 
H° 
v+ + 
| ` log a = | {log (у +В) + log (v — r) ) dt = 
»- | 0 
P £2 | 
= | [o + 9) dt = 
0 p 
1 
= bbz v + O( S). 
故 得 


з п „1-1% 
l 1—1) = 
>. ор (+ + ) > сз berd + o ( F сау) = 
+2 
= | L log z dt + О(1) = 


_ 1 1 1 . 
= 一 于 二 nog(r 一 二 + 一 (> 一 到 + 四 +oG)= | 


= 7 一 二 二 )logn — n + 00) 


# 


— ra 
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K 
logn! = 5 log = (5 +») logn — п + О(1). 
1=1 
因此 | 
log Ya = (r — 1) logn + 0(1), 
故 得 定理 ， 


定理 S Æ ba = oln? logn), ДІ 0 < r < 1 BE, 
| > log ~! =) 
证 : 由 假定 可 知 


Улик У ntr + e(r) log 1 


в=0 15 (1-х) -$ п> (1-,)-8 


HRE rl В в. (0) 一 0. № ЯНУ (1—0) RE (1-0) 1и, 
故此 分 和 < (1 — r) t. 由 定理 4， 第 二 分 和 


nar”, 


< e, (>) log 7! = >: n? у" 
п=1 


| < «69 а-я. 
粮 之 可 得 
> ba” < К (1 —7) -+ + S(r) log- = (1 — ғ) = 
| : = og” г; а-о). 


定理 6. 假定 Ко), g(x) Б (a, Б) Нежин 
[көю | < (| ә а [| бә ае}. 
证 : АЕ = 
5 5 b 
| Р(х) 4х + 2А | f(x) g(x) ах + | (x) 4х = 


= |, Gre) + «4 >0. 
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故 上 式 右 钼 人 之 二 次 式 之 刊 别 式 < 0, ВИЗ. 
| 定理 1 2889: 1471, з=, 1—r<a <. f 


z(Ə = Š' r, 


k=] 
由 此 立 得 
P) = E fn) > 
n=0 
及 


а-и) = > я 
E (1) АЛЕ, НИ 
(1 — =)! (в) = с > n z” 十 (z) = 


= c z(1 — z) + (z), б) 
此 不 


#(=) = У) u Z, = vs = o (nŠ орї н). 


п=0 
仿 往 遵 出 矛盾 
由 (2) 可 知 


|. |g(z) |? 40 = Г. [с=(1 — z)! + (1 — z) (2) | 40 < 


ЕЕ + [1— | 12(=)| 49, (3) 


”由 定理 2 及 定理 4 可 知 


h. 


[пата = (па-ра < 


- ы 2% — 
< K >, — < Klog 
n=1 


1—7 ° 


W 
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又 由 定理 6, 5 可 知 | 
人 |1—ж| КОЙ | — #14 |" KOIL ES 


< сай + 2) — 4rsina) | 12(3)12 40 < 


= faQ — r)? + 4r(a — sina)) e(r) (1 — 7) 10р ~? =, ү < 


< (7) at (1 — r) "t log -3 


1 
1—7? 
此 不当 r— 1 时 в) 一 0， 故 由 (3) 得 


[IGO < Ki log р + et) a? G 5-0 logt L. 


另 一 方面 ,由 定理 2 可 知 


2 2 7 2 — -2 < 2а„ — 
| 16 40 > зл Г] 49 3 之 : t 


== =”). 
由 (2) 及 定理 4 可 知 Е А ~ 
LO = ¿(q — 02), + (1 — 02) ;G2) = 
= ¿(0 — 2) ! + (1— 27) О(5 п-* 2) > 
> ка —7)-!— 0((1 —)у!-#у > 
> К(1—,)-!, 
故 得 
人 eaDPa> к,а — 9-1. 


(4) 


(5) 


取 Квт < 1 + Ki, Мане По, Шин (4) м (5) 


—_ r 
可 得 
K; gs 25 < К, + 1 


ЕЛ. KERER, 


ИАА ЗА 
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$ 14. Dirichlet Ж Ж. 
Dirichlet 级 数 乃 是 形 如 


F(s) = 5 ЖС 
n=1 


n 


之 级 数 , 此 F(s) RA f(n) HARMER. 

PÉRI Dirichlet 级 数 的 基本 性 质 , ПНР Бо 
B. Женя. 
# f(x) 是 一 积 性 西数 , 则 


Bg fp) 1, 
во = П(1+ P q D + ), 
此 处 р 过 所 有 的 素数 . LE Кв) В ЕН, Н! 
— _ Кр) ү! 


G(s) = s 80) , 


n=1 


ДЇ 


Е(5) G(s) = > К) 5 glm) _ 
| =1 


-> L x кш) (3). 


Ж F(s) G(s) 5 


EDF) 
К. 由 此 可 以 说 明定 理 4.2。 
命 
со) = 3-1. 
з=1 
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此 乃 解析 数论 中 著名 的 Rieman © В, 有 乘积 式 
_ _ 1 y 
со = П (1 Ly. (2) 


д-р 


— > ZON ‚ (2) 


n 


Ж g(n) Кв) Z Möbius Я, ДНН СС) Z ЕО НК 
G(s) = (ғ) ЕС). 
Möbius Бей ЕНЕН УЕ 


叉 可 知 


$ 20) оу, = (з) 
更 有 


AS R - 8. © 


取 (1) 式 之 对 数 且 微分 之 , 则 得 


= 29 (1-5) = 


- = р 
= 一 > Ао). | | (5) 
因 篇 | | 
Сө) = – У) 198", © 


я 1. 讨论 (1) 一 (9) уг. 
Я 2. 建立 : 
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此 二 式 重 新 建立 了 log п 与 4A(n) 之 Möbius А ИЖ, 
| _ _ _ 1 \— 
log Z (ғ) = > log (1 1) 
=> > ЫР: 0 
Ё r= 1 n=l 
р'4 | 
,, __ ы log? n 
4 (s) => РШ 
由 於 | 
< A(n) log _ [ECON 
Z -( O) 
及 
= 1 пүү ү CC) 
>+ (È adal) СС) 
出 
("бо _ 4 COD ‚ү (әү 
(бо Сб) +( СО) ) (8) 
而 得 出 
d)log?— = S ADA Z +A logn. 
E июне = E AG) A (F) + AG log n 
又 $8 PRLR: 命 | 
LO = 5 20), 
АИ | 
> re) = 4 LG) ¢(s). (9) 
R P Rk aa ОЛЫ УЕ ЛЕ F(s) СЯ A E, АРЕНА 1(2) Z 
ER. 


此 成 
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CQ m G> D 

Оу-у, о> 

р > CON б>) 
сосед = PE, s> тах (1,41). 


в=1 


ECs) СС-а) (2—6) СС-а) =5 2 209и). ДО 
6(25—а—5) P") 


s > max (1, a+1, ó+ 1, а+Р+1). 
$ 15. Lambert # Ж. 


Æ Ё. 


вод = È fn) E 


388235 Lambert 级 数 ,， F(x) ЖЕ Ке) АЛАН. 
把 (1) EBRR, В 


(1) 


F(x) = > f(x) > д" = 


= У gn) =, 


n=1 


g(a) = > Ка). 


故 若 y(n) Ж К") 之 Möbius #8, НЮ g(n) БАКОВ ДЮК 
(n) 的 Lambert ДЕВА. 


今 取 gla) = А (лп), HA 


< 1— x" ° (1) 
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又 取 g(a) = n, ДИН 


о n № 
№ 2." o arr’? 
可 知 
> Ф(п) х" __ x 
2 1 = G= ' Ө 
同 法 
© „ 2 х3 
Sirti 0 
< a х х3 | х5 
D>) т + р). O) 


renmen | 
rr 
шшш. 

1 
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= n Tl K на 


$1. ИВ. 
№ т 是 一 正 整 数 , 由 前 已 知 依 模 m ПР m 个 剩余 类 : 
Ао, 41, . 4-1 | 
(其 中 A 包括 所 有 的 == + (mod т) 之 整数 ) 。 РНЕ, 


Вр 


| stt Е +Е<т, 
A, + A, = А, “u 一 
s£ т Ф 5 +:z2m. 


DEARER “R” ZER, ERARI (representation theory) #,75 
将 一 较 抽 象 之 对 象 表 成 具体 的 事物 ,此 种 方法 极 需 有 用 (如 量子 力学 ) 。 在 本 季 
中 将 讨论 剩余 类 之 加 法 对 之 表示 法 . 
对 应 大 较 抽 象 之 概念 类 4,， 吾 人 有 一 复数 Eo 使 其 间 保 持 有 相似 之 关 保 ; 
朗 如 | 
A, + А, = А, (1) 
ДЇ . 
| bu Ev = bn. (2) 
在 者 人 眼前 即 有 一 表示 法 : 
| £, = сїтї", 
此 表示 法 之 优点 在 於 : G) НЕХ ОЕ u= e + km, Ш 


. £, = еті (еъ Ат) т — e2=ie/m — ё,: 


Gi) 车 u Фос о (mod т), Я 


£, £, = Ë, - | 
ЖЕНЕ ERRA ЛЕНИ РНС RAR., р 
164 


ОНИ И i 
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此 可 以 体会 出 同 余 式 方面 之 结果 有 可 能 从 三 角 和 之 和 结果 得 出 。 此 郎 三 角 和 之 研 
宪 在 数 葵 中 估 重 要 地 位 之 由 来 . 
命 a БН, ВИ 
г = sm 
也 有 G) 及 Gi) ТЕЙ. 所 以 共有 m 个 不 同 之 表示 法 。 
分 往 苯 上 明 舍 此 而 外 站 无 其 他 : ”车 7 是 任 一 槛 数 有 以 上 之 性 质 者 ， 则 由 
mu ==0 (mod m)， 可 知 | 
7。 = M. 
但 
7o = o, 
KE NEO Н] % =1. HE 7, №15 m ЖЖ. 如 命 


— 22 
2; = етт, 


ЙІ 
J, = Я = е". 
者 7 = 0, В] 7, = 0, Bg Б}. Е, ЛЕНЕ Я], 
ElL {К m 整除 n 与 否 , 可 知 


m-i 


1 . | 
m 265l 或 0, 
Вр 
di > e2wlan/m = 1 或 0 
m в=0 Di 


证 : ЗЕ nls, MERRER. # mtn BHO 


m —1 т 
и ш, 


а = 0 1— š, 
由 此 定理 可 知 , 同 余 式 
f(x1, yo) EN (mod m), О< е, < =т= —1 
之 解答 数 可 以 表 成 | 
| 1 m=] =1 m-l | 
> `> ... > ем (J (sr, =, жд) = N)/m. 
m хү=0 x70 а=0 
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EIERE , P| йз т Г EEA. 

НЕСЕНИЯ ЖОЖ: 

ЖЕ 2. Жн 篇 0 与 否 , 可 知 

|, @2ятх ах =1 或 0 。 
由 此 可 以 推出 ,方程 
f(x1, +, Xn) =N, a, < x, < b, 

之 整数 解答 之 组 数 等 於 


“| е2" (#01, e., х3) _N)a da, 
a 3х, =, a, <x, >=, 


例 1. Fema HEERA: Ж А223 By, 


I N 2 N 
| (> „3 (> et) іх = 0, 
0 Nyrs] x=1 


Я 2. Гольдбах HERH 


1 | 2 
| ( > ==) е—**їМа да > 0. 
0 sp<2N 


А ЗС АРН = ШИШ: ЕЕРЕЕ ВИ, 
Я 1. У (n, т) = 1, 


一 人 -i 


= Z У е0) К») онон, 
х=) у= 0 


> 200) = Хо, > С = Yo, 
8) | и 
15| < VX; Үт. 
$2. НЕНИ. 


аЛ SER Н. Bar 


Ад» Aap е, А 


| 2(я) 
RE m ЗЕҢ У | 
(а, т) = 1 
ж. Hi 


N 
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: Aa, а, 
亦 篇 其 中 之 一 员 ， 今 问 其 是 否 亦 有 表示 法 ? 

=й. ЗН m ХО) 是 一 仅 当 (n, m) = 1 时 方 有 定义 的 面 数 ， 
В X(n) Ма: 

1) Х(1) 50; 

2) Е а: (њот), RJ Х(а) = (6); 

3) ZX(ab) = Х(а) ХФ). 

ДУУ, Aji k: Ж (п, т) > 1, BJ 

i X(n) = 0. 

Я. XL) = 1 ЖА ИА 加 表 之 . 

由 定义 可 推 得 X(1) = 1. 

РНК ем, ХО) 也 是 一 特征， 

先 以 m = p 篇 一 素数 时 篇 例 : 取 z ро, 

X (zy = erisindn/(p-l) 

ЕрАЗ, НЕНСИ: 

1) Xe(D =150; 

2) 4 n= n' (тоёр), Bl 

ind в == ind п’ (mod p—1), 


Х.(п) -一 Х„(з”) ; 
3) Х,(пп") = e2=iaind (n) (p-1) 一 


= e2=ia(ind n + indn')/(p—1) 一 
= X,(n) Х.п’). 
更 具体 些 , 当 p BARRES а = (p — 1), 
Ros (в) = ем = 2 ). 


是 以 二 次 剩余 之 Legendre РЕПНЕ. ШЕНИН р 共有 p 一 1 
个 特 微 。 ЖЕШИН p 一 1 个 不 同 的 特 微 . 


168 数 BB 性 B| 


将 此 论据 推广 到 一 般 之 情况 : 

1) m= р, p 是 奇 素数 . 

由 定理 3.9.1, ЖЯ р 有 原 根 存 在 , 因 之 车 p t wn， 也 可 以 定义 ind n, ÉQ 

n = рі” (modp). 
ШЕЕ] РА Ф(р') 个 特 微 : | 
Х.п) = сия", 1 <a < p (р). 
HRA Xs(1) = 1. 又 有 一 特 微 
Xn) = eri ind nolh) 

АЖ: Ж n 35 1 (mod р!), Я! 
| К: (з) # 1. 

2) m= 2 ` 

_ 21) 1=1 77—380, 
2.2) 1= 1, 舍 主 特 微 外 ,还 有 一 特征 
Х(1)=1, X(3) = — 1. 
2.3) 122, 由 定理 3.9.3, 当 о 篇 一 奇 素数 时 ,知人 有 一 整数 2 使 
в 三 (一 Di-D05 (mod2), 620. 
ЕЛЕ | 
X, (n) = (—1)#®-1 e2=ia/21—2 ‚ 
Ж a 有 二 不 同 值 ,mod 2, с 有 2-7 个 不 同 值 mod 27-2, 故 也 给 出 了 9(20 = 
=2'-1 А. 而 
i X(n) = (—1)%®-1) с2т/21—2 
有 次 之 性 里 : E 
I X, (n) =1, 
Д] в=1 (mod 2) 或 n= — 527° (шой 2), № n= — 527° (mod 2) №, 
X.) = — 151. 

ПЖ в 561 (mod 2') , 则 可 取 一 А, 使 


| X, (n) 51. 
3) 一 般 情 况 : 命 


第 七 章 三 角 和 及 特 微 169 


m = ph ру, li,>0,， 


是 m WEIDER. 
对 模 加 ”之 一 特征 命 篇 
ZO) (n), 
Я 


хо) = П х9) а) 


篇 模 т 2—80. 由 此 可 得 p(m) МА т 篇 模 之 特征 ， 
友之 ,车 特征 X(n) 之 模 篇 
k= ki， 

此 处 & НАЖ. 则 存在 以 (i = 1 … , v) АЖ Хп) 使 

Х(п) = Х,(®) --. Ха). 


PRAA JESE, ЯКТА v = 2 之 情形 即 可 . 


ЊЕН, МЕ п, = K WJ E H 71 É n 使 


nı їп (mod Ау), nı ==1 (mod В»), 
n: 三 1 (mod 41), n; = п (mod À). 
定义 
X (n) = X(21) ， X2z(z) = X(m;) , 


Ж Н 为 (2) 是 一 以 ki 篇 模 之 特 徽 ,Xz(n) 是 一 以 р, 篇 模 之 特 徽 ， 由 1， 


пуп: == п (той kı), mi n, Æn (mod k), ` 
m ‚ 
nın = n (mod ñ). 
hig f 


X(n) = X(n, n2) = Xn1) X(n) = X (в) X(n). 
定理 1. 所 造 出 的 9(m) 个 特征 各 不 相同 
证 : 车 
П ze (n) = ЇЇ Ха). 
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НК Xe (п) /X89 (0) 也 是 对 模 р’ 27 ЕК, СОНА: 车 


f 


П X°) (n) 


v=1 
ЗЕЕ, НН ХО (п) DHA р’ СЕН. 
取 
п == 1 (mod p”), 1<ь<;—1, 


п = а (mod p) , 
则 得 出 对 所 有 的 а (р, + а) ЕН 
Х®(ду = 1, 
Вр X) 是 一 主 特征 ,mod pr. 故 得 出 定理 ， 
定理 2. F п551 (mod m), 则 在 此 p(m) 个 特 徽 中 可 以 选 得 -- X(n) 使 


X(n) 1. 
证 : 由 假定 必 有 一 素数 р, BË п-Е1 (mod р”). 由 前 已 知 有 一 
ХС’ (в) 1. 


Ж ру, ҢА XG) (в) ЖЕНА, ДІ 


X(n) = П Xt) (пу 
WES. 

+. | 

Ф(»), Ф X 一 X, 

> хоо = | 
n 0, 者 X £F Xos 


此 和 号 过 一 完全 剩余 系 ，mod m. 
证 : Ж X = X) 时 此 定理 显然 正确 . 
Ж X Xo 时 , 必 有 一 整数 a (ат) =1 Н Х(а) +1. в 


(а) >. Х(п) = >, Х(ап) = У) Х(а), 
Вр | 
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(Х(а)—1) È Xa) = 0, 


故 香 定理 
定理 4. moe 表 所 有 的 特征 之 纺 数 , 则 
с, Ж nn 三 1 (mod m)， 
X хо) = | . 
x 0, #° лт51 (mod m)， 
ЕЖЕ ВНЕ. 


证 : ЮЖ п 三 1 (mod т), 
(Xm = 1. 
故 特征 之 数 有 限 , 可 以 cc RZ, 
ЖЕ n = 1 (mod m), EHRE, PUR, 3 n 兴 1 (mod m), ЕШ 
2 有 一 特征 Х(а) E 


Х(л) 1. 
H 
X(m) > X (2) = 之 X(2)X(2) = > Xr), 
故 
(X(2) 一 1) > X(n) = 0. 
朗 得 定理 . 


定理 5. FURER Pm). 
REL, 上述 之 方法 已 将 模 m СНЯТ, Р. 
Ж: 由 定理 3 及 4 可 知 
> > (в) = с, 
> X(n) — # Kx 
x > >, ZG) = Ф(т). 


и. (1) вони. 
EHE, Ж. A бг | 


X(n, 2) = (—1)@-D2, (0,27) = с (b ZERRE 3.9.3), 


X(n, pl) = eri ind n/p 
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Я т = 2°|| р„' 篇 m ЖЕ ЛУД SN, ДНЕВ Xan), mod т, 有 次 之 分 解 式 : 
Py 
П Alp, Ф а= 0, 1, 
Ру 


Хп) = | 000229) ПО, p”), № а=2, 


(Xi(n, 2))" (X,G(z, 2) | (ХС, р), № а> 3, 
Р, 


(=, 0<4<2-, о<о < pæ) )- 


BA 1. Ж X Хо, НИЖНЕЖИЛЕН и 和 e иги), Җ 


ч ФО») 
$] < 2 


ҮА 2. Ж (1, т) = 1， 则 


Xa) _ {е r: 
> Х(1) 0, -党 ял-Є1(тшойлт). 


X 


n Æl (mod m), 


$3. 特 微 之 分 类 . 

定 ФЕ. X(n) 名 篇 非 原 (improper) 特 徽 , mod т, 如 有 m 之 因子 M, Mm, 
АНХ: 8 

в EN (mod М), (л,т)=1, (п', т) = 1 
上 时， 
X(n) = X(n’). 

ЖЫҢЫ 7 ЕКШЕ Z JP: (primitive) 特征 ， 

例 1， 凡 主 特 币 一 定 是 非 诛 特 徽 , Н M = 1 即 通 合 定义 之 要 求 ， 

Я 2. “Ж m = р В, НИЛ ЕЕ. 

3. жт=р Q > 1) 篇 奇 素数 之 乘 方 , 则 特征 

X,(n) = с?ті walm) 

篇 非 原 特 微 之 必要 且 充 分 之 条件 答 pla. 故 一 非 原 特征 ，mod p, ВІН, 
mod p/-!, 

Я 4. #т=2!. 
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¿= 1 БИШИ ЕНЩ. 1 — 2 B, ЕЕ 
1) =1, ZG)=-1 
1 > 3 时 ,者 
X, (т) = (—1) -D02 ¿2=ia/21—2 
是 非 原 特征 , 则 т | 
Х.п) 一 X, (n+2!-1) 
(EZA). Eg 


(—1) 2 7 ет -1 — (_.уүйа(з-1+-1) glnich/2! -3 一 


= (1) %- D е2тісЫ 1—2, 


Вр 
с(5—Ь'”)=0 (mod 2'72), 
此 处 Б 之 定义 是 
| n—1 
n 21-1 = (-—1) 2 5’ (mod 20). 
H y 
s + 2!-1= n + n 2!-1 (mod 27) 
= n(1 +2!-1) (mod 2”) 
== 527 (mod20 ， 
故 


b! == p + 2!—3 (mod 2! 2) , 


ЕП X, (n) 是 原 特征 之 必要 且 充 分 人 条 件 篇 2 + c. 
具体 例子 : 1=3 时 


X. Q) = С) **° 
ka= 35,7 Bb0 L 10. ¿= LE, 
Xll) = 1, Х,.1(3) = — (—1)*, 
Хб) = —1, Х..1(7) = (—1)° 


ВЧ. TURES ди) = (2) жж, о (22), тень, 
а =1 EP, 
Z, (1) =1, Х1,0(3) = —1, 


ИТ 一 
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X, (5) =1, X, (7) 一 一 工 


№ ИН, Xola) = (ZE). 
在 $2 之 表示 法 中 ,有 
X(n) = HI X° Ca). 


E Х (n) 中 有 一 篇 非 原 特 徽 , BJ X(n) КЖ. 反之 ,车 X(n) 是 非 
РАК, ДИЗЕ x (n) 中 至 少 有 一 个 是 非 原 特 微 ，. 
再 研究 在 何 种 情况 时 有 实 值 的 原 特 向 ; 如 一 特征 是 实 特 徽 , 则 其 每 一 因子 特 
WEER., Я p 是 奇 素数 时 ， 
(XC, py) = егі су ind т ФО _ 


中 之 e, 必须 篇 


Ф(Р!) 
之 倍数 。 车 该 特 微 又 是 原 特 徽 , 则 由 例 3, 1 必须 等 从 1. 
= 
(Х,(п, 2)) = 24% 1-2 
ЖЗ, be 


2-3 |с. 
ЯТАР AEE, 则 由 例 4, 必须 1 3。 故 I> 3 时 不 能 有 实 的 原 特征 . 
1:= 1 H, КАН ВС М т = 2т’, 24 т”, ЦИ 


n E n’ (mod т”), (n,m)= 1, (n'm) = 1 
得 出 


n Е п’ (mcd m), 

р} Xn) = X(n’), ЖЄ X(n) 非 原 特 徽 。 切实 车 之 ,能 有 实 的 原 特 徽 的 情况 是 
m == 2° Pi p2 *** Pss 

И рО, а = 0, 2,3. KERRE ЖЫН c = 1-ф(ь), Bp 


x ; Ф(р-1) = priindn 一 ” . 
(X(n, ре “- (>) 
Ш а = 0, НИЕ Jacobi 符号 


- At 
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С) em 
# а= 2, 则 实 原 特 微 就 是 
0 С) (mm) =l. 
# а = 3, ДАНЕ ЕЛИ: 
(DID ( "ST ), (= d- 1, 


K 
r-l +71 # _ СИ n 
с) (ав) Он (Ст) быть 
$4. 特征 和 . 
命 


Sla, X) = 5 X(n) еч, 
n = 1 


定理 1. Ж“ (mi т.) = 1, м ЕБ 
X(n) = X,(n) X,(n) , 
此 不 Xi(x) 是 mod т, X,(n) Ж mod m; С. H 
S(a, X) = Xi(m2) Х2(т1) 5(а, #1) S(a, X2) , 
证 : № п = min; 十 тті. 则 当 ni, n; 各 过 mod m, mod m, 之 完全 剩 
ВР, п 26 mod mim; 之 完全 剩余 系 。 Ж 
S(a, X) = X, (m2) Х›(эң) > > Xi Cm) Х,а) енетин) /mm 一 


= X,(m;) А (т) S(a, X1) S(a, X;) . 
а ВЕТВЬ УЕ саса 
O RER фт=р. 3 оја НИ p + a 及 X 是 非 原 特 
‚ ж QH ¿= 1, 则 Z= X 之 情况 应 除外 )， 则 
S(a, X) = 0. 
W: АВР 
n =x (+p y), 


176 数 论 З В| 


ДЇ  1&х<&р!,р+#х K 1<y=< p №, n В mod р ях. 
故 得 
S(a, X) = 5 X (z) етар > XG Hp! у) ети. 
а 
E X(n) 非 原 特 徽 , 则 Ха + ру) = 1, КЇЎ 
0, pta, 


S(a, X) = pl о, 
p У) (х) еар, че р |а, 
х= 1 


E Х(п) 是 原 特 征 , 则 必 有 一 w ХОР! и) Z 1; Ш pla, ДЧК 
P 
Хр) У Ар у) = S Ар (уа) = 
y=1 y=1 


Ф 
= > ХАТУ). 


Р 
> Х(1-р'-1 у) = 0, 
Фё] S(a, X) = 0. | 
ИМЕ: PS E Ye НИ: 
Ж PE 3. Ж (m, a) = 1 [їй X(n) ЗЕЛА (ОН т 和 无 平方 因子 , 旧 X = ZX, 
之 情况 应 除外 ) SX (m,a) > 1, m X(n) ЕН, Sla, X) = 0. 


йг | 
f TX) = S(14,X) . 
E (a, m) = 1, HJ 


X(a) S(a, X) = 5 X (an Je?rian/m 一 


пт] 


= 5(1,Х). 
定理 4 Ф | 


C,(n) — У e2xian/q , 
(а, 4) =1 
此 处 а їй а ZAER, НИ 
1) Сап) 对 а ЕЕ, BE (qu q.) = 1, 划 


жоу = Аж А 8 jk . 177 


Ca (n) Ca (n) = Са, 4 (n); 


2) 
рр, ж Pin, 
CD =$ р, Ж ptn, р |а, 
0, 车 płn: 
3) Cal1) = p(q). 
证 : 1) 之 证明 可 由 代 换 а= q, а, 十 q; а, ЖИ ЖААП ДБ ЗЕР. 
H. 


p! pi! 
C (n) = > с2чіатрі 一 - ` е2жіат/рі 1 
а=] | 


可 得 2) ZN, 
3) 51) 及 2) 之 推理 . 
定理 5. + Xa) 是 原 特 微 , 则 
ITX) | =m. 
性 : 今 先 讨论 m =p 之 情况 。 易 见 
| T) [2 = 7(X) TX) = 


‚ XC) e?rinp' > Х(а) е—2лїя/рЇ 一 


lI Им 


‚ХС е2жіп/р! š X (nq) Ce-2xing/p! — 


| 
| IMs 


| 
ў "M 


‚^ч > eril -anp 


wa 
若 p` + (q — 1), ИНАЯ 4, RAARO ЗЕНА 2-1 (4—1) 
НЯ, ВР q = 1 + рта, 0<и&р—1 ZAR, ня 


Р-1 _ 
(0) [2 = p —р-1— Хр! u) р = 
и = 1 


р 
и = 1 
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但 因 篇 X(n) ERRER, 故 必 有 一 v НЕ, Ш А(1+р—'9)-50, 1. й 
ХР!) 50,1. 由 


Хр!) 5 Х(1+р 71) = У XHP! («+о)) = > X(1+p'-! u), 


5 К(1+р-1 и) = 0. 


HERRN m = p' АБН. 对 於 一 般 的 情况 ， 由 定理 1 立 可 得 出 . 
REZ, 
Т(Х) =в+'т, ls| =1. 
但 如 何 定 出 s ШУ. 
下 节 中 将 就 X 是 实 原 特 币 之 情 驳 定 出 е. 
关於 实 原 特征 ,各 人 所 知 可 略 多 : 
定理 6. ХАН, НА m 有 
Ут, Ж m= 1(mod4), 
Ьі ут, $ m= 3 (mod 4)... 
证 :如 定理 5 КИЙНН: Ж m = р, K 


т(Х) = | 


CO = E ха) X ewa+os = X(—1) р. 
已 知 


ГИР `x. 


—_ 2-1 
0-0 =(= ср +, : 
故 得 定理 . 
$5. Gauss ЯП. 
三 角 和 | 
т-—1 
S(n,m) = >. етт (пт) = 1 


乃 著名 之 Gauss ЖП. 上 式 之 和 号 中 x 过 任 一 完全 剩余 系 , mod т, $T, 
定型 1 # (m, m') = 1, Bi 
$(л,тт') = S(nm', m) S(nm, т’). 
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W: 命 *= my + т/ж, ДЇ 


— тт’ ` 
S (z, тт, ) == У. еті х Bimm? 
— x=1 
— m' m А 
— — У >, e2min(my+m's) mm — 
= a y=1 z=1 
. r -r „ „ 
— = У о2літпу'ут' >! e2xim'ns" т , 
” у=1 ж = 1 


„—“ | 故 得 定理 


故 Gaus П ЗРЯ т = р 是 素数 乘 方 之 情况 计算 之 即 可 . 


定理 2. т 


— 
—r 


N Ер 篇 奇 素 数 ， 
2, &р=2. 


则 当 7 >25 № | 
Sn, p’) = p SC, р). 


证 : 命 
% 一 ?十 加 2， 


51-8 pë 
. _6 18, 
S(n, p) = У мочит отр 一 


4 
Р 
2xiy° n/p! 4xiysn/ p? _... 
git ao. У mina 
х= 1 
_ ó 
— põ 2niy п/р! — 
=p >, ео т = 
y=1 


piy 


871 


. 2 1-3 
= pš > ет я тр 2, 
x=1 


当 p> 2 ИЖ. S РЕЗ, НА 
"—3 


故 亦 得 所 需 . 


> „= 
Ша УА — мес s -一 -一 一 . 
- -一 1 
i : 
š . 
É u 


рі? 
. 2 一 2 . % і 
р >. с?ті х n/p — ` е?яёх п/р 2, 
х=1 x=1 


179 
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由 此 定理 可 知 Gauss MRA ERRE HS 
S(n,2), 5(п,4), SS(n,8) 
及 Бч 


"=. 


SC p), РЖ. 

ЖЕЗ. 3 2 + x, HU — 
S(a,2)= 0, | 
S(n,4) = 201-62"), ` | 


S(n,8) = 4 + ， 


w: 显然 有 
2х1? 
3(п,2) =1+е2 =1—1=0, 
2л: 2 2ғі 


5 (9,4) =l tet +e1 ed 
ЕЯ = 20(1-š”, 

291 23i ав .2яі 9л 

$(э,8)=2(1+е% +e t 十 es )= 


я: 
п 


=4e , 


定理 4. Жр 是 奇 素 数 , 则 
5(а,р) = (Z )sa,> = (>). 


此 处 
Х(а) = (=). 
Ж: НУК I 
х? == ц (mod р) 
之 解数 等 於 
1+ (z). 


Р, p р 
> г?лїх n/p — 之 (1 十 6) е2тінп/р — > (= ) ariun p — 


p 


х=1 


-EO 


—————  - „у — 


им = дал 181 


JBI ESE ЖЕН. 
定理 5. 
УР 3 *= Р=1 (mod 4) 5 


ѓур, Ж РЕЗ (mod4). 
证 : 由 上 定理 及 定理 4.6, # 


SCi, p) = | 


+ Vp, 若 p=:1 (mod), 
$(1,р) = | | | 
+: , 车 РЕЗ (mod), 
+ G+) 0-0 sü.) = УР. 
tm Bb ЯЯ 


я 位 G+) (1—i) 54, 5} > — v, 


则 定理 已 明 , 此 处 А х 表 х 之 实数 部 分 . 


5 я, 
р 1 2 #(Р-1) 
S(1, р) —1= У! е2"! х P — ` (Сш; + с? (р-=)"/Р) = 
`. x=] zzi 
M(p-—-1) ‚ : | 
= 2 > e2wix /p (1) 
х=1 


#(p— 1) #4(p—1) p-1 
P _ ÀN = 
> ко + > Є =) > (2): 
ЙИЛИ ЕК, ЕН ДОН x КЫДЫК ЛО А n, Tm S 975956 
х 等 於 奇数 的 各 项 之 和 ， 
取 f(x) = erie, р (2 — 3 = Фе, 则 由 (1) 可 知 


> 9+2) (S0, 9) —1) = > ме а ур, = (2) 
此 不 


W = > г?л /4p А Z= e?ria /4p . (3) 
x<; Ур <x<p—1 


182 п в шч 
由 (2) 式 ， 
T ata aD s p) – G+ (1-0 = 0-0 СИФ). 
5 af (14+) Qa- =1 о, д 
х (ажаа, б >(а—д(+2)) >R) W — V2 121. (4) 
НВ KrF cosx 十 sn х1, Hi} 
з-д") Z (<= FE + sin >И] ТУР. G) 


另 一 方面 ,在 Z 中 , 书 


Ң! | 
| (v, — оу) z, = 2 š EnA, (6) 
故 由 (3) Z [6) ЧН, 
?—1 
2:2 = `> (ve— vs . |) л, 


' x=q+1 
Ёр | 
| й: 
2 12| = | > u, (0—01) + Vp-1 Wp — Va Waqt1| < 


х= +1 


р-1 
< > (ши шут) + wp + watl = 2 wari S 


z=q+1 


_2р_ - 
< <2 УР (7) 


(В o, РАЮ. Ы (4), (5), (7) 可 知 
xÍ; a+) (1-2 sa, >} >(4 _ v у > — =. 
кйш, 


ELZ, IFAT ZAR: 
定理 6. # m ВАН 
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| (Z-) ия. 3 m=1 (mod 4), 
S(n, m) = 
(=) у», Жо т=З (10494). 


8: К m 之 不 同 素 因 子 之 个 数 上 行 电 和 纳 法 ， Е m = р 时 由 定理 2 及 


4 可 知 | 
2, Æ 211, 


(2) за, в) = 


+ | 
(2) рт, #241, p=1 (mod 4), 


р%Ч- SCn, p) 


| 


了 
(гт, Ж#2+1, РЕЗ (mod4). 


又 由 定理 1 ЖИНИНЕ BET A 
$(п, тт’) = 5(пт',т) 5(пт,т')== 


_ Ст с)" D СР ар 


т", 


тт? = 


тт! 


ЗИ се. ОНИ 


mm’ 


Сет)? _ 


эт № о тт'=1 (той4), 


Жоо mm = 3 (mod 4). 


(此 许 用 了 互 邀 定理 .) 


定理 7. 
| 0, = = 1 ; 
б. L o n 
S(a, 2°) 二 4 (+!) 22, 1 BIRR, 


{+1 xi 


22 eA, #1] ЖЕ р. 


ITT О, 


184 ж 8 Ñ B| 


ЖЕ: 由 定理 3， 此 结果 对 = 1, 2, 3 ER. 对 ! > 3， 则 由 定理 2 及 
3 ие. 
定理 8. Ж Xa) ERMER, пой т, H 
vm, ЖА(—1)=1, 
гут, 若 X( 一 1) = 一 1， 
证 : 由 $3 已 知 m YEA 


T(x) -| 


т = 2° m' , 


此 不 а = 0, 2, 3，m” 是 互 不 相同 的 奇 素 数 的 乘积 ; 且 


1) жа = 0, HB 
r (2), m= 
2) # a=2, Ri | 
хо) = CD (F) т=п; 
з) 3⁄ a=3, и 


дф) = 00 (2) ж Соно (Z), (ону = 1. 
此 处 (Z) ж (2) ж Jacobi 符号 人 就 此 三 种 情况 分 别 讨论 之 . 
由 定理 5.4 及 5.5 知 本 定理 里 实 。 当 +> 1 Бр m = p, п’, ИН 4.1 


т(Х) = Xi(m’) Хр) ТСХ) T(X,), 


此 不 ХХ, 分 别 以 po m IE, В X(n) = XC) Х„(я). 内 是 由 定理 3.6.4 
РА 


DIC CO |= 


PI w _ 
_,_ —— == мру | Ут _ 
TD ° р} 
_ Гент ут Ж т = 1 (mod4) в X(—1) = 1, 
гурут? = ут, Ф т = 3 (њой 4) з X(—1) = —1. 


— r  .TFnA 
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2) a = 2, Ë] m = 2т'. Ж т = 1, Д) XA) = 1, XG) = — 1, ЖЕ 
4 
r (X) = > X (r) EFENA 一 EPEA -一 „6/4 = 2 了 
з= 1 


Em > 1， 则 由 定理 4.1 及 1) 


m'_1 Ут’ =í т, F т'=1 (поа 4) 9 X(—1)=-—1, 
r(X) = (1) 2 (+). ОНИ | | 
m ivm = убт, #m'!=3(mod4) 或 X(—1)=1. 
3) а= 3, В] m = Zm’. я т = 1 时 ,有 


е2=1/8 — еб^!/8 — el0xi/8 + 141/8 = Уз, ж X(— 1)=1, 


8 
— 2xin/8 -一 
т(Х) = > X(n) e rm3 一 | Ci/8 十 C6ril8 一 (10918 一 elti УЗ, ж: X(— 1)=—1 


E m'> 1 Be, Ж Xa) = (1) 0 (г); 则 


ут? 二 V7 加 ， 若 pm/ 三 1(mod 4) ® А(—1)=1, 


т(Х) = Dn 4.) уз { — — | 
m iym =iV m $ m =3(mod 4) uk X(—1)= —1. 


Ж XG) = (一 Dio-ntie-n (2). А! 


— (1\0 -1) (т -1) 8 . 
0) = неон (Cr ) ivE 


Vm =ivVm, 3 m 三 1 (mod4) W Х(—1)=—1, 
Waaa = m'= 3 (mod4) в X(—1) = 1. 
合 1),2),3) 即 得 定理 。 | 
$6. Капа Аж. | 
“由 上 节 已 知 Gauss 和 和 与 特 徽 和 之 天 傈 。 РНИИ 
和 之 关 傈 ， | 
THEI РБ dip — 1. 一 整数 x A 4 КЗ, mod р, 之 
必要 且 充 分 条件 需 


4 
> czxicindx/d — (у ; 


a=1 


a. ә 


ЖА EDERE 1 О 
证 : 由 定理 3.8.1, х 是 Же шах 或 4+ind < 而 定 用 
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三 角 和 ,此 部 表示 
1 $ метания ы | 1, же 是 4d КӘ, подр, - 
ы 0, 车 z 是 d ARERR, тойр. 


定理 2. 命 p ARA, pta, (p— 1, А) = 4, Ri] 


x` 


Б> e2wiaxk/p — — > S(a, х) | 


. r=] 
此 处 


X (u) = ezriindwa , 


w: М rtu (mod p) RIR, RA d = (p — 1, k) 个 根 , 故 由 定理 1 得 


p-1 a 
5 e?riaxk/p 一 = 1+ > е2=іаи/р > 22" ind ні 
=l b=1 


2—1 


4 
= 1 + ` einiow/p Хи) = 


и = 1 =] =i 


由 定理 4.3 及 4.5 已 知 |5(а, X ЗУр, 故 得 : 


定理 3. 命 d = (А, Р 一 1), В] 
p 
У е2я в хр 


х= 1 


А. 仿 定理 5.1 K 5.2 以 研究 三 角 和 


< (4—1) ур. 


m-i | 
> гїлї т) (n, m) =1, 
х= 0 


57. 由 完整 和 到 不 完整 和 . 
定理 J. g(x) 表 一 过 期 篇 4 ММ, Н. 


1, = О&х< т, 
g(x) = ' 


ДЇ g(x) TRA 
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а-1 
р(х) = = + я ` e2xinx/q (1—e™ rm/g) / (1— e  2=ín/q) . 
п= 1 


m-i 


4—1 
у е?®?пх/4 У е 271". Ç xe 
n=0 | 


г=0 


g (z) = 


1—е —2xinm/g 


т 1 & 
— _ 2. >. /4 
4 q = “м 1-72 * 


定理 2. та 篇 实数 及 
. А $ = ,之 еч, 
| nga’ 
则 
Рг г 1 
151 < min(4 — Z, 55). 
此 不 <a> = min (а — [а], [а] + 1 — a), 


й: 显然 有 不 等 式 
| |5 | < 4” — а’. 


Ф as [a], б 0 = 4” — 2', WE 


0-1 ` 

| | 1— еті Оа 
5| = Zaina 
| | = ё Е Е 1— KICK: É 

<— = < 

S [1-0 | 7 Ем ra| ` 

1 
< — 
~ 2 <ау 


( o <£ <$, sin ле 2 28, 所 以 有 |sin пё| > 2 <6> ). 
定理 3. 3 2 t 4, АІ | 


т з т 4 二 ! 3 
> erix la — = > е2кіх /9 
x= 0 x = Ü 

证 : 显然 可 以 假定 m < 2. 由 定理 A 可 知 


m-l! 


> ея /4 一 > Ci 3⁄4 2(х) = Р 


< vq log q. 


2—1 4-1 4-1 —2яйзт/е 
= -一 У е?лй'/я 十 1 s У 1—e 
一 з! Ы 
q х=0 9 n- х=0 1-е 2xrn/'q 


188 а = ia в 
由 Gauss 和 之 公式 可 知 
4-1 , 7-1 К 
> е! а/е | = > еви) LVT, 
х=0 : r = 0 . 
故 得 
4—1 4-1 _1 | 
е?лї'/ 4 m eris (а | < 1 < 1 < 
*=0 4 х=0 Vq n=1 2 (2) 
q 
#(4—1) 304—1) 
1 4 Е 1 
< т — == _ 
“Vg 2 # va — n < 
(4—1) 
<У7 2 (- log (2 ны) 
в=1 


1(4—1) 


= > (— log (2n—1)+-Iog (2n+-1))= 


= VF log 7 . 
命 p 篇 一 奇 素数 ,1 < < 


< ур logp. 


р, Х FFERR, mod p, Д] 


定理 4 (Polya) 
m-l 
>, Х@) 


х= 0 
证 : 由 定理 1 可 知 
m-i 
5х0 = 5 XG) в) = 
$ 1—е—?їзт/р 
> zS X(x) + 一 P X(x) £ е?лїпх/р 3 
zo р-1 _ 
1 1— е 2 ®/р | 
х=@0 < Р > 1—e™2"in/p e2winx/p < 
1 p-l 1 
< < v log p 
P n=l 2 (2) 
Р 
*) н-т | 
2х ==1 (mod а) 
ПОИНИ F 


2, АТ. 
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”此 定理 有 以 下 之 应 用 : 

定理 5. РКК, d|(p — 1), ТТ p 2⁄8 — J v p log p 2 
ЗЕ. 

证 : № К 表 不 大 於 m 之 d Я Bl 


m 1 d ш 1 d m B | 
R= > P: у) eris ind к/4 — T ` > e2xia ind #/d —. 


к — | < E VF ще. а) 
Вр 
Е <— + vp log р. 
党 т = УР log P FF, 
R< = + 23 т = т, 
WAK V р log p Ма KIERR TEE. 
特别 必 有 二 次 非 剩 儿 < V p log p. 求 最 小 之 方 次 8 使 最 小 二 次 非 剩 
№Ж=О (р) Е НЯ. Виноградов 之 结果 篇 | 
定理 6. ЕРЖАК, MAP р 之 最 小 二 灵 非 剩 能 < pz (log р)? 


(=o (e°), 
证 : 命 


T 一 рУ (log р), т = Vp (ogp)’. 
№ 12……， Т2 е. WF ИЯР ЖА, 
ЕЛАК m 之 二 次 非 剩 余 必 有 一 素 因 子 q, 使 T<q<m йб М в 
不 大 从 т #=Х#ЖҖ%Ж.,НГВ 


N < > =] <» >: 1. 
T < q < m q T q 
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由 和 定理 5.9.2, 
N < m log 19 + O (52=)= 
1+ ов оё „ 
= 了 __ ОБ: ——— | 一 
m 2 + log + у log log p o (r) 
log р 
_ s ( m ) 
= „(5 log p + 9 log T / ` 


由 (1) 可 知 N = —— + 0G/P logp) = — 
o( 一 )<=(+- 


log p 
loglog p = О(1), 
Е 六 充分 大 时 ， 此 篇 个 可 能 ， WE EH IFAS, 
58. 特征 和 > (69) RASA. 


定理 1. 共有 
+ 人) 


个 数 а, 使 a 及 a 十 1 BAZARI, mod р. 
在 规 明 此 定理 之 前 , 先 得 算出 一 和 之 值 . 
定理 2 Ж p> 2, а — 4 b =E 0 (mod р), Hi 


SC)- 


式 中 遇 及 ple? + ax + b 之 项 , 则 该 项 以 0 К. 
证 : 可 假定 a = 0, 车 不 然则 以 y= z + +a 代 之 . 
А a 二 0, p+ 5. 由 Euer ЧЕН, 


р 2 Ь P . 
> Є > )= 之 G2+0)5@%-D — (mod >) 
х=1 х=1 | 


© zg 篇 p УЮШ. #0<с<р—1, K 


ы ваме), o (Tar). 


4 (Ve —1) log log p 
log p 


m 


2 


Вр 


х?-Ках-ЕЬ 


— 1 
P ° 


—- en 


(1) 


А ср. сәк 
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__, Ginod p) 
显然 
р 2 
(">") | <» 
故 
AEH) 
双 因 篇 
x S 2 
SCPG. $ G 
=1 согу, 


SEH) 
定理 1 ZRA: 具有 定 埋 中 之 性 质 之 a ZERTARA 
COCE- 
БЕЕК 
-1(-+-(6®-©-9- 
0 
( 因 > (+) =о). | 


由 定理 1 立 得 : 
定理 3. + p 之 7, ВНУ НК јер. 


o E 
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同 法 可 一 : | 

定理 4， 共有 寺 (p 一 2 + (>)). 个 数 a 使 a 及 a 十 1 ЖЖ 
ЖА. KE p 之 5, ССВ REB OKER. 

定理 5。 共有 +Q — 1) 个 4, 使 4 及 a+ 1 Жн ЖЖЖ 
FARR. 


эй: 由 > (1 - (=) (5) = 一 1 зеза, 


РЕНО: ЖШ АШИ = Жн] Во, НН 
£. / x(x+1) (x+2) 
> ( р ). 


ЖаН НН. АННО ШАГУ О ЈЕ. 
定理 6 (Горшков), 命 р 篇 一 素数 三 1 (той 4), А] 


p = x° + у? 


Рея < = 1500), у= 550), (2) = 1,(5)= –1, н 


р-1 
500) = > хан). 
к= 1 
证 : ШЖ 
MpÚ—-1) 2 1(p—1) __ __„;\2 
so = "5? (ею) "SP (EEN 


_ (2-0 y (<2+ P) 
一 之 Р ), | 
шх 及 y НЯ, 又 党 ptei, ” 
aN orgy Иначе R PRN _ | 
(5) 0 = > аг )= У (2—9, ) =з. | 
qA | | x 


p—1 3-1 32-1) 
(У + SY) = >. GCASH >, Sar) 


~ 2-1 | Р-1 р-1 р-1 2 | 
= $ 2 _ ху(а2+А) +k) 
5 вор» = > 2 (О). 
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由 定理 2 可 知 上 式 之 内 和 


_ | Ф rÉ +y(modp), 
Ш 


2, Е x= + y (mod p). 
故 
> (5(СА))? = 2(p—1) (p—2) — 2 s У (=)= __ 
i ы, Н 
=2p(p—1) —2 > > 92) 200—1) 
482 , tH 


(5(7))° + (5(и))? = 4р. 
$9. іо А. | 
定理 1， 命 p 篇 一 奇 来 数 及 p t n. п 非 原 根 ，mod р, Ri 


p (R) < 219119 #/k — 
下 | 2-1 ФСК) 之 9. а) 


> e2=ia ind n/k 


OER 
篇 k LERE, М p(%) S P 也 是 积 性 夯 数 , 故 (1) КУЛЕ 
II 1 + (q) 5 с?ті іпа “), 


а|Ф-1 Ф(4) а= 
Жж q 过 p — 1 ЖИЖИ, 
E п FRAR, 则 有 (ind z, p — 1) > 1， 即 有 一 p 一 1 之 素 因 子 4 整除 
ind я. 而 对 着 一 素数 


2(4) < ai 
1 Ixia ind n/q — 
+ Ф(4) > ° 


故 得 定理 ， 
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定理 2. 命 Р 篇 一 奇 素数 ， 1<4 < р. E Х(п) ЗЕРЕ, mod Р, Bl) 


|£ > X(n) <h- С. (2) 
#: 已 知 i | 
бо = | Z хау ee | = pè, 
Ж“ pt n, Hi 


Xn) z(X) = Хр) > ХС) ено 


р-—1 
= X(n) > X(nb) ет МР = 


р-1 


X( k) e2winh/p , 
А=1 . 
(2) RRRA z(2), НИЗ 
УР £ > ž(a) | = - <, 
1 < 2xigh/p | — 
TAH sig TG) и | = 
__1_| S g (sn (4+tD rkp Y 
 A+1 БКО sin zÀ / b 3 (3) 
WRA Ту, 
= sin (4-1) rå 
3 > x: гн = ( Їп AED Elp i as /р l | (4) 
КАВ Н. 
由 (3) Z (4) Е 
У sin (A+1) лё/р N 
а=0 в= < -Hi ы sin zÁ /p 
— 1 = Э 5 е?®їпА/р — 
А+1 h=] a=0 п= а 


ка ` 
а. 


ss 
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= p — (4+1). 
ЗЕ Р 3. m (p) 代表 狠 对 值 最 小 的 原 根 ， mod pe ДЇ] 
Ар) | < 2" р, | 


ЮЖ m 乃 p 一 1 之 不 同 素 因子 之 个 数 . 
H: 命 p > 2. 由 定理 1, HJH 


0 == У! С) У 7: У’ е2" ind 7/4 ,. 


Юж 之 ”表示 除去 n = 0 ММ. ЖУЛ ӘХ k =1 ‚Щч 


|A(p)! —1 а, |А(р)| 一】 


1= > 2а = |А(р) |2 O. 


а= 0 n= = 4 а= 


эрк А1 之 各 项 用 定理 2, 取 4 = |h(p)| — 1, АШ 


1h(p)1 -1 a | 
> > <t- РОР, 
|. 9): 
X(n) = е?тїн ind r/R | 
改 得 | 
кө - HOBY у LOI p 
kor- uo (mol - Со 
= 2" АС) | 
=2 (mpi p- HO 
8р 


| ao < Р + <2" рй. 
由 定理 3 з: 
定理 4. 车 p 三 1 (mod 4), 则 原 根 
g) = АФ) < 2" р. 
ЖЕ: CNR |4(>)| 是 一 原 根 。 假定 不 然 , 则 一 |4(p)| ЕЕ. в 
|#(р)|!=®1 (modp), 1<р—1. 


ССРУ)? 三 1 (њой р). 
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B| 
由 於 一 |4(p)| 是 原 根 ;可知 21 = р -— 1. 


m 
(РГ? =1 (ной р). 


ВП |4(p)| 篇 二 次 剩余 Я 一 1 EC 22348, ж 一 14(p)| 也 是 二 次 剩余 ， 
此 与 — [№(р)| 是 原 根 的 假定 相逢 背 . 


定理 5. A ”之 最 小 正 原 根 g(p) МВА 


(р) < 27+1p¥ 
w: 取 4 = [(g(p) — 10/2], ДЇ 


(Ф) Ë 4 Atita ш 
т X 5 > emam, 
&|р-1 Е а=0 а= A+1—a 


u, ®) 
ВА k = 1 之 一 项 等 礁 


4 
1 = >; Ga+1) = (4+1)?; 
a=0 n=A+l1l—a a= 0 
Ж kl 之 项 ,如 定理 2 HJ ASS BB 


A Atita 


` е?®їнїпа n/k 


a=0 я=А4+1-а 


故 如 定理 4 可 得 


< (4+1) pš — 1 (4+1)’. 


(A+1)2 < 2” (+1) рї — Р (4+1), 


1 у or 
> (z@)—1) <A+ 1< Га" ' 
ёр Е 
2"+1 рё m+l + 
g(p) < 1029/01 +1<2"+1рї, 
510， 含 多 项 式 之 三 角 和 . 
EELER Н ВЖЕ НВ: 
定理 1. № f(x) 表 一 整 保 数 多 项 式 


f(x) = арх + -- фарх ао. 


£ (ak `, ao q) = 1, Н) 


第 七 章 = ят 197 


Я 1-е 
5(а, 1(*)) = > it = 0(4 * ), 
此 不 в ЖЕЙ Е, О ТЫ ШИШ р 及 < 有关， 
因 篇 


|e wa] = 1, | 
故常 可 假定 ](0) = 0， 而 不 失 其 普通 性 ， SASKE EM, 
定理 2. Ф (qi, 4) = 1, НІ 
5(41 qz, К*)) = S(qi, К42=)/42) 5642, Ка: *)/ а). 
Ш: 命 * 二 qiy 十 422 Ж y 及 z ВА 4, 及 а SAR ZE SSK OE 
В, = BA 41 n 篇 模 之 完 公 剩余 系 。 显然 有 


е?®ї 1(417+932)/49:41 一 2®ї Каз у)/4; 43. etri 7(92 з)/ау ау , 


故 


4, 4; 
5(4, d2, f(x)) = > е2"! }(9) /91 41 一 
х=] 


е?*ї (а: у)/ау dg. е?*ї 14, ж)/0;, ГЕРЕ 


М> 


= > | 
= 5(91, }(92 #)/42) S(q;, 1691 *)/т) • 
由 此 定理 可 知 主要 在 研究 4 = р 之 情况 . 
引 1. Е К) 是 一 整 傈 数 多 项 式 ，mod p, a 是 
f(x) =0 (њойр) 
之 т ER. р“||}(рх+ а). h g(z) = р“ Кру + а), ВШ 
#(х) =0  (modp) 


1 


至 多 有 т 个 根 ， 
证 : EFREN, TURE а = 0. 如 是 旭 
Ка) = хе (а) + p 0), 
HË 5.00) 30 (mod р), (к) 之 次 数 < m. (к) 及 户 (*) 都 是 整 傈 数 多 项 


ж) 我 们 用 符号 pz] a 表示 pula 而 рф а. 用 рч] $(х) 表示 ри № 5(х) 之 所 有 保 数 ， 
而 加 + Hj. 
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A. 由 是 得 
| рх) = р" x” (рх) + p (рх). 
因 ри ЖЗ z” ОХ рН), к и< т. LA p "(рх LRE < m 
(mod p), 故 得 本 引 理 . 
5| 2. 8 f(x) = а + + ах 是 整 保 数 多 项 式 ,， p T (а, а), 
р" ||Ckar t, 2а, a). ® н В 
(х) =0 (mod р'+!), 0<х<р 
之 一 根 。 又 设 р | Gl + рх) 一 了 4)), 则 
ETETE 
С: йо>к +1, ИН | 


р" 
жү! ЧӨ,» 1<^< Р. 


> 
部 对 任 一 4 (1 <, ЖЖ 


ptt! 


fp) 


由 此 得 出 
p | еи). 
因而 得 出 ра, plari’ pla. 此 与 假定 p + (а ‘з 41) ЖН. 
基本 引 理 ， # p+ (ao … ,ai) , 则 


Ср, К < cQ Pr 
证 : ВАЖЕН ВВ. 
«ЖНА = 1 СЯ... АИ IS E p > А. 
命 N НЕ 


«|+ ЗУ: ++ уа (modp), 1<x,y<p, #=1,2,-- (1) 


p | 
之 解答 数 ， 简 书 之 篇 У, ет 篇 ep(1(x))， 则 由 定理 11 可 得 


. | 2% 
> ¿(awet 十 … 十 ax) | = 
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- У-У У.У У). > ep Са уув) Heet 
#5, я, У, y; ар 
+ al(xi 十 … + %, 一 JI 一 у) = ру. 
ЯНЗ ААТ КЕР И Жид ДЕЗЕ, Н (1) 可 得 
(ка) … (е) 三 (кур) (xy) (тоб р). 
С xj to x, В ур‘, уд ЖИН AF25 3, mod р. 所 以 


NKR! рї. 
即 


之 1 | >) (a + + аш) < k! >, (2) 
G, ву x 


kus А (E 0(mod p)) 及 任 一 ps， 显然 有 

|S, KI = ISC, Кая) — КТ. 
所 有 适 种 形式 的 和 此 在 (2) СЕНЯ. ЖЕН, mod р, 之 二 多 
ЗАТ, mod р. 我 们 来 求 多 项 式 Hz + н) КЮ Q =1,--,р—1, 


н 0, 1,5, р 1) 中 互 不 相同 之 多 项 式 的 数目 ， 不 失 其 普遍 性 ,我 们 可 以 假 


AE p+ a Ж К + в) — Кв) 与 f(x) Я, mod p, Bl 

Ma Ба k! р ИЕ: (modp). 
”由 定理 2.9.1, 从 三 1 (mod p) 之 根 数 至 多 篇 k, АЕ %， 朗 唯一 的 决定 
n. 故 形 如 fr + в) — Ка) 之 多 项 式 至 多 有 个 与 f(x) ЖИ, mod р. 也 
RER ESA р(р 一 1)/& 个 互 不 相同 的 多 项 式 КАЕ + н) 一 Рр). 故 得 


| ФЕС. ер, fe) I «НР, 
J 


= 


| воо < (AL Di p < ОА. p 


设 ¿> 1, р || (Xa, t, 24,1). Җ Po "э № 
РО) 0 (modot), о<а<р о 
АНЗ АСЕ НВО moo me 命 ту +m =m, ВЯ m < k — 1. 
У BB 


ИШЕ 


` 
Ж arwa er = s. 
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|S(#, GD) < Ë max (1, m) pl RY, 
由 假定 pt (ars у ai), р | (Аар, е, 2а›, а), 故 必 p < р. 
1)1!<2(#+1). /і>1, і t21. 即 得 


1 “1 1 1 1 1 
К << RI ро рО) Rt аара), 
故此 时 定理 成 立 ， 
2)1>2(# + 1), % 
P ғ? 
50р, f(x)) = > O > 0) = > s. 


0<;<2/-1 


ху (mod р) 


Е p 之 一 , 则 命 
=y + piz, 0O<y<pu 1, OK<, 


由 Р(у) 法 0 (mod pt) 及 定理 1.1, ВИЗ . 
S= 之 ood))= 之 > eGP = С 
0<х<р! | о<у<рі #71 о<а<р' +! 27 
хасу (поа р) у=, (той p) 
一 >, ёш GOD > eyti(zf’ (7)) = 0. (3) 
НИИ 0<a<p + 
у= поа p 


车 b= 二 u, ДЇ Б] 2 ЖЗ о, ВА 


r 
„= È 4009) = Х eyit 


x = Ai (mod р) 
рі! 
= eu (f) > eo (pi (Кв, Ру) — fD) 
Ar gi = р" (flm + py) — f(a)). 由 引 2, 


[Sul = PIS- (ад) РРО) св, aG]. W 
由 (3) 及 (4) 得 


т 


IS IEIS E РР) рер, в). 


= Д 
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£ 1 22 тах(01, ``, 0’). 则 由 踊 纳 法 之 假定 及 引 1, HERI 


- 1 1 
k 


Е < Ӯ m ОТЕ рео 0-4) < mke p 


E 1 < max (fp, G.) BJ Z < b, 
SIDI È ротна), 
Жн. 
定理 1 之 证 明 : х q = pit e р» Pr ``, р, 是 相连 的 素数 
Туу = ACELA. 
569,090) = П s(p, KERN, 
由 基本 引 理 ， | 


~ 上 
|5(4, f(x)| «Са * 
由 定理 6.6.2 (RASE R C, > 1) 


С: == (2”)!% С, /1ок&2 & С,(®, 5) q' ‚ 
EEFE, 


ИШЕ 
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+) f 


由 定理 2, 


я 


第 AÑ 
үү аар 


$1. БЇ. ÆR EREHE n ХА F 8978 EJ Е: 


q = |] G — 4), 
з®1 
41 一 П (1 + 42”), 
п= 1 
а = |] a + 4252), 
| n=1 . | 


4з = [| (а — 4—7). 
п=1 


ЖЛ ИТЕР ЕНЕ, 2 4 表 释 数 ， 可 能 是 实数 也 可 能 是 复数 ， 
[4] <1. 此 时 过 四 个 无 堵 乘 积 显然 收 伊 ， 

ЖЕ В МЕЖ О АСЕ Ч СА 
ПО ЕЕЕ ЕЛ АНЕ АН: 整数 之 分 拆 问题 ,四 平方 和 问题 ,而 讨论 与 do qu 
q> 4з 有 关 之 需 级 数 变 化 。 УЖИН SERA LARES 
微 积分 之 证 者 都 能 易 於 补足 咏 ， 因 此 ,在 本 季 中 略 去 所 有 天 雁 收 钙 性 之 讨论 ， 

41› 4» 9з СИН. 

定理 1. 50141 <1, 则 

414243 = 1. 
证 : 已 知 


4з = Па 一 422"-D)， ; 
n=1 
ы 
在 q P 2n 中 所 包 有 2 之 乘 方 之 次 数 重新 排列 , 得 


+) 在 $8 中 避 用 到 了 高 等 微 积分 中 天 从 n ЖЫЛАН. 
202 


=» 
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а= || G + 4209) TH G+ a 7) TH G + асо). 
п=1 п=1 в=1 


Hi BJ я, 


qi 42 qg = (10—407) П а+ a) а"). 
п=1 n=l в=1 п=1 


= |] ü = a) [| a + 020) Па + 2-2)... = 
в=1 n=1 


n=l 
= II (1 一 da(zn-D] TI (1 + а*"-0)... =... =1 
в=1 п:21 
ЖИН ЕҢ РАДЕ: 
qo 41 42 4з = Па-2 ] G +2)= G - 2) =. 
n=1 n=] n=1 


52. ERIR. M s 是 一 正 整 数 ， 把 ”分 成 若干 个 正 整 数 之 和 之 一 法 
名 篇 ”之 一 种 分 拆 . 例如 : | 
5=4-1=3+4+2=3-1--1=2+2-+1= 
二 2 十 1 十 1 二 1 二 1 十 1 十 1 十 1+1， 
Ж 5 之 分 拆 有 7. 
以 pln) Ж п 之 分 拆 之 种 数 , 则 上 例 说 明 p(5) = 7. 
著 限 定 分 拆 中 每 一 部 分 不 超过 rn 则 此 类 之 分 拆散 以 p(n) в. 例如 
pÍ (5) = 5. 
定理 1. 考 101 < 1, H 


° Га 1 | 
1+ 2 (z) tg 


W: КАЗНИ 
| (1 + q+ 2 + 49+ + 2" + 5) х 
х (1+4 + (4®)° + (+ T (gq) + ) x 
x (1 + 2 + (92) + (43) + --- + (49% + 5) х 


x аа" + (4792 + (47)? + + (аж + .…), 
其 中 4” САЖИ Л 
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x; + 2x; + 3x3 + -- + rx, = лп 
之 非 负 整 数 解 答 数 ,也 就 是 p,(n)， 
Я ян) 2 ЗЕД „Е Л. РУЗ: 
е2. 车 1q| <1, АЈ 
SO SO 1 
4043 — (1—4) (1—4?) (1 一 43)… 
一 1 十 >, pG) 4". 
定理 3， 命 (n) 表示 把 ”分 篇 堵 干 个 奇数 之 和 之 分 拆 之 种 数 , 则 


1 1 ° Г 
n папуа “1+ on) 


定理 4 414; 展开 式 中 q ИЕ 2 分 篇 不 相等 部 分 之 分 拆 之 种 
gx, 

{ЛЕНЕ Z BHS S ЛИНИН, 由 定理 1.1 站 结合 定理 3,4 之 结果 ， 可 
得 

定理 5. 把 ”分 篇 不 等 数 之 和 之 分 拆 数 等 於 把 n 分 篇 奇数 之 和 之 分 拆 数 。 

$3. Jacobi 等 式 . | 

定理 1. Ж lq| <Ъ z= 0, 上 则 有 


П (0 = 0) 0 E Q +i) =14 2 2 (+ = 


© 


= 之 а". -(1) 
#: ”此 二 私 数 显 然 相等 ， 
Ф 
Р) = Па +") G + иа) 
= Xo + Xile + #71) + X t 272) БХ, (а а"), (2) 


JE Xos Xis е» Xm pi z mR. 
Z” LARE 
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Xm = д!+3+"+@т-1) 一 q" | (3) 


Pala?) = JI (G +) (1+ а) = 


1+97! 71 14-42" +1 = 
— тая Трета PP) = 


14-42"°+1 = 
= ре” Ф» (ж), 
部 


(qz + 92”) Ф„(4? z) = (1 + 2”+1 ç) pu(z) 。 
将 (2) 式 代 入 ,而 比较 =!" 之 傈 数 可 知 


21-1 2т—2пт 4-2 
_ gq” -1(1—q ) o 
X, = 1—4?"+2° Х»-1› 


ур ёр 
,2 (1—42 —29+2) (1 —g2m—2n+4 1—2" 
由 (3) HJ 
X, = аа”) 02) i (1—4"+у 
(1—9?) (1—4%) ~. 1—42") ° 
ШЕ Отт 时， 


п2 


— 4 , 
000—0) G=2 X 
J: ES 
х! (1—42"-2%+2) (1—42 tt) .. . (1— 


4°") 2т-- my — 
аня еее ал") U а") = 
— (1 — 42"-2"+2) ... (1 — 4") (1 — г?"+"+ту ... (1 — q") | (4) 
因此 (2) ATAKE 


(1 — 4?) (1 — а“) ... (1 — 4?” Ф„(=) == x. + > q” Са” 十 z7”) x. (5) 


Ж m — оо, H| Х,—>1, 故 形 式 上 已 得 出 定理 中 之 等 式 ,但 几 亦 逐 项 取 限 之 可 能 
ЖЕ АЛИЕН. 


命 


Ирет — Xo 5 


ОШ 
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п2 


= трупу) 2" | п — т 
~ (1—4) 1-4) - 1—4") X, ("27"), Ж l< n< m, 


пт 


АЈ] 
Ф„(=) 一 > пут е (6) 


此 处 
| „= 1 4" (ette) _ 
° (1—42) (1—49) --- ° ~ 01-4) G— 4°) … 


(a > 0). 


хе Пат 1а) = к, Се) 
k=1 


< П тля = бе), 


1 
(1—42) (1—а*) … (1—42) 
Ж 
[= < К, K; la|” |" + |z| ”) = v. 


Ол Я m Ж, НЕНУЕ n> оо 时 ， 


Unt = | [2941 [z |е |а |-@+0 < 
Л T ПЕЧЕНЕ 


< 141" de] + |z| 一 0， 
故 У о. АКНО. ВЯ (ó) № т Н.В. 因此 


Р.) >; =. 
ЖИЕ T НАВКА KER НУ НА. 
Е 1 包 有 不 少 有 趣 的 特例 : 
分 别 取 z = + 1 及 z = q, НИЗ: 
定理 2 党 |q] < 1, 时 


АНИ С 1} 
rt 
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及 
2 
qo 43 一 > (一 1)" а”, 
£= — % 
441 = >) д" 
п=0 


以 —4° R q 及 取 z = 2°, НИЗ 
П (G — 2) G — 0) (t — 4" 2)) = 
n=1 | 


= 5 (= DaD 


天 二 一 加 


| > (~ 1)" 429+), 


я = — Gb 


ВИЗ Euler АЗС: 
定理 3. # |q| < 1, E 
qo q s = (1—9) (1 — 9?) (1 — 4) .= 


© 


= У (— 1)” g¥n(3n+1) = 1 + У (— 1)” (а®" (3-1) + 4%"(3*+05у= 


п= — e п=1 


=1-9—Ф +9 +4 — 42—45 +. 
再 取 g? К 4, 4% 2, НИЗ 


Па-еә G+ Ut = S eno, 


Enf: 
定理 4. 车 1a| < 1, H 


qo 91 92 = У дї" . 
n=0 


EER: RE ina + 1) DARRAR. нш 1.1, 定理 4 也 可 重 
%%: 
定理 5. 若 |ql < 1, RI 


a USÉ U- _ < аав 
з афа) = 29". 


в=0 
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атн: 
定理 6. ж 41 < 1, Bi 
(4 93)? = (( — g) 1 — 4) (1 — 4) 5) = 


— 5 (— 1)" я 43"6"+10 == 


= 1 — 34 + 542 — 748 十 … 
证 : 在 定理 1 中 以 4° Ка, 以 ас ЖК z, BU 
П (2-4) (+ (+ 1670) = 5 4" ("+1 етп, 


пж] п= — = 


Ёр 


а П (а-аа) = X grong, 


«НЕ с 一 1 时 之 情况 ， 显然 有 
с © 3 
im П (G —2)0a+e#O00a+ec5=(Ha-2). 
《一 一 ,=1 ‘в=1 
н 
s (— 1)” q #n(n+1]) — Š ш 1)” а" +1) 十 5 (— 1)” "+ = 


m= 一 00 f= 一 x 


= У (— 1)” graD 十 5 (一 D ItmtntD = 0. 
н= 0 


т=0 


可 知 
Ç >. $n(n +1) б" = 
СІ „=. 1 
= r 之 я“ ("—(—1уу= 
= >n (m+ 1) &£#(¿"—( 1)”) 
„22. ç 
因 篇 | 
с "С 1) _ „- 
Bm. Ç +1 s (— 1)" 
可 知 
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* ç ~ С п < L 
lim Z= > дї") Ca = > (— 1)" n qD , 


《一 一 n=% n=% 
HE., 《其 中 用 及 两 灵 逐 项 求 限 法 , НГ ВОНА.) 
НЯ 1. Ж |4 <1 у, Е 


Рі = — 00 


П ((1 一 45°+1) (1 一 42+) (1 一 45%+5)) = 5 (— 1)” g¥"(5n+3) | 


П ((1 一 45°+2) (1 一 45"+3) (1 一 45°+5)) = > (— 1)” "Ө А 


p= =- 的 


ZAA 2. ZA 
а(1 — 42%) (1 — 422%) (1 — 22:29)... = Ы — q” — q” + q? 十 18? — 417° —..., 
а((1 — 4#) (1 — 429) (1 — 42%) 6) = ай — 34 + 54° — 727 十 …， 


$4. 分 式 表 示 法 . 
定理 1. # |q] < 1, Hi 
(1 + aq) (1 + 293) (1 + а95) --- = AI _ q аа 
a7) ta) lt rt раю К+ 


т m? 
4) Пф) К” 


W: ар F(a) 代表 上 式 之 左 端 , 且 命 
F(a) =1-+- па са? + -*.. 


Hi ° 
(1 + aq) F(aq?) = (1 + aq) (1 + ад) (1+ а?) = 


= F(a), 
КЕПЕ н а" 之 傈 数 可 知 
су = q + с 4%, с; = ci 93 + c> 4%, °° 


Ст = Ст-1 42"! + Ст 47”, ... 


故 А 
2m—1 qlt3t+(2m—1) | 
Ст 一 1 — yam Ce 1 一 2 ү Т V = 
q (1—9?) (1—4q') (— 42) 
m2 


(1—4) G—25 -- Q— 2) ' 
HENEM, 
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在 定理 中 各 取 а=1 及 a = 4， 可 得 以 下 之 二 定理 : 
定理 2 м la| < 1, HI 
витрат = 


„2 
4 


а г += > a= tost (1—4?) @—4%)--—- (1 一 g22) е | 
ЖЗ. £ lq| < 1, 则 ! 
а: = а + 22) G + 4%) G +99 = | 
g? | т24 m 
=-1+- + 0 G= туур) T 
或 以 A ARAMA 即 得 : | 
5238 4. 8 |4 < 1, Hi 
АЛА … 一 
一 1 十 —— —— f 十 …' + С аА 
1 += q) a- 4°). (1—4) (1—42) тй) T 
定理 5. 党 [4| <! 上 时， 
i _ чыын 
(1—aq) (1—aq2) (1 一 ag37 — 
= a? q° азд 
1+ 这 7+ ON t пуду + 


ж: Оту Fla), В 
=_ _ _ l _____ 
Flaa) = пав 


= (1 — aq) F(a). 


HEBA 

Е(а) =1 + У cma” 

m=l 

IÇ A EIK, А 

Cm q” = Cm — Cm- q, 
Вр 

Ст 一 г Ст-1 

改 得 


|" 
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$ т 

| a= 1-0 0-49 C—2 ` 

) ”此 定理 之 特例 篇 : 

{ 定理 6 ЖЩ |41 <1, ДЇ 

l _ q 4? о... 

\ qq 1+ 1—4 + (1—4) (1—47) + (1—4) (0—4?) (1—9?) + 

/ 在 定理 5 中 以 g? Ка, Да! К а, ДИЗ 

г ЖЕТ. # |q| <1 B, 

`. 1 _ q а 7 
Ме TI aD) OU G—25 T 


5 5。 分 拆 之 国 解 法 . 
设 有 一 ”分 拆 


n = a; + a> + as + -- + a,, 
其 中 之 a ПР-КТ, ËD | 
222242 -- Da. 
我 们 作 一 图 形 ,其 第 一 行 有 а, 个 点 ,第 二 行 有 а, 个 点 ，… SIZDEN, И 
后 等 距 , 如 此 之 点 图 称 居 此 分 拆 之 图 解 ， 例如 : 


就 是 分 拆 
18 一 7 十 4 十 3 十 3 十 1 
ZEAR, 以 上 之 图 解 固然 可 以 逐 行 藏 出 ， 但 也 可 以 逐 烈 车 出 。 如 此 得 另 一 分 
拆 . 此 分 拆 谓 之 原 分 拆 之 共 开 分 拆 . ОИК 
18 一 5 十 4 十 4 十 2 十 1 十 1 十 1 


WENE ‚ 可 有 次 之 定理 : 
定理 1. По ЛАКА m 之 分 拆 数 等 人 淮 把 n PARED m 份 
ЕК. | 
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分 拆 圈 表 法 还 能 证 有 明 更 复 订 之 定理 ， 例如 : 
定理 4.2 之 另 证 : 


显然 
(+4) G + 25) а +4) ~ 


之 展开 式 中 g 之 傈 数 等 於 把 =” 分 入 不 等 的 奇数 之 和 之 分 拆散 ra). 例如 区 
РА 

15 =11+3+1=9+5+1=7 4+5 +3. ! 

今 将 15 = 11 + 3 十 1 之 图 表 重 新 排列 如 下 图 : ` 


ха 
ма рж и 


| 
| | 
| 
| 
| 


НАРИ ay Н НАЕ, КН ХЕ Н У. 但 此 图 有 一 特别 
МЕД, НОЕ а E. АСВА ВАН е ИЭ, Т ВЕНЕ о Е ЕВ ЗЕЕ 
分 拆 . т жаиган печ — Е BA. 

Ék r(n) Л п 之 自 共 二 分 折 数 . ЧЕСНО КЛЕЙ НН 
ARRA t (上 图 中 z = 3)。 НЫ: АНИ 


之 不 超过 t ПОЗЕ. зал 


2 
(1—42) (1—4%) … 1—92) 
Z В 4" LRR. 因此 得 


9+4) а + а) (+g) .= 


© 2 
= q 
Е > (1—4) 1—4) (1—4)? 
НЕ г = 0 之 项 篇 1. 此 朗 定 理 4.2. | 
O ZHL в 


ус 
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4 


1 __ 4 4 
a-p 1а) 124) tg T Go пс) T 


9 
каттаса +. 
ш 2. ЖЕНЕ 4.4. | 
提示 : 把 一 分 成 不 等 部 分 之 分 拆 每 行 编 一 格 排 列 ,例如 
19=7 +5 +4+2 +1 


ЖЕЛ Е. | 
分 拆 图 表 法 之 另 一 应 用 在 证 明定 理 3.3. ЕН ДЕЕ: 
定理 2。 命 E(x) 代表 把 x 分 篇 偶数 个 不 等 数 之 和 ( 偶 分 拆 ) 之 分 拆 数 ， 
U(n) 代表 把 n 分 篇 奇数 个 不 等 数 之 和 ( 奇 分 拆 ) 之 分 拆 数 , 则 
0， Ж n+ А3Е1), 
Е(п) — О(п) = | | 
(-0 车 n= 5 636+ 1). 


证 (Franklin): 我 们 在 n 之 一 分 拆 之 图 解 中 , 於 бб’ A 
БОЖИЕ 45° нием е O 
ННОВа НВ УУ МЫ, НВ о 记 之 ， 我 们 又 也 
用 和 煌 连接 加 形 之 最 下 一 行 ,此 穆 以 В 记 之 ， T 

我 们 可 以 将 8 移 於 图 形 之 右上 角 , ER о ZANA с 平行 (和 种 手 熏 以 
О Z) ,也 可 以 将 о BEH В 之 下 而 与 B 平行 (过 种 手续 以 Q в). № 
於 一 移动 O 0, 我 们 可 以 得 一 分 拆 ,但 也 可 能 得 到 -个 图 形 , 写 不 能 表示 一 分 
拆 (过 课 用 来 表示 分 拆 的 图形 此 是 由 大 至 小 排 烈 ) 。 如 上 图 1, # O 我 们 得 图 
2, Ж Q 我 们 得 图 3, 在 我 们 的 规定 下 ,图 2 是 一 分 拆 的 图 解 ,而 立 3 ШШ. 
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现 分 三 种 情形 论 之 : 

1) <o. на 1 可 以 看 出 о 常 篇 可 能 ,而 Q 划 不 可 能 . 

2) B> az， 此 时 O 常 篇 不 可 能 ， 又 除 B 与 a HBH B= о + 1 м 
形 外 (图 4), 2 常 篇 可 能 。 加 除 外 之 情形 ,所 得 者 有 二 部 分 相同 , 非 我 们 所 需 . 


| 4 В 5 
3) B= =. 此 时 除 B 奥 a 相遇 之 情形 (Hü 5) 外 , O ЖЕНИ. Я 
之 情形 ，0 显然 不 可 能 ， Q 则 常 不 可 能 . 
由 是 可 以 看 出 ,车 对 於 一 种 分 析 , O © О 有 一 可 能 ,有 -不 可 能 , RAE 
能 由 一 偶 (或 奇 ) 分 拆 得 到 一 奇 (或 偶 ) 分 拆 , 序 在 此 种 情形 , 偶 分 拆 与 奇 分 拆 之 
间 训 建立 (1,1) ЖЕ, 但 对 从 图 4 а 5 之 情形 , 此 种 对 应 序 不 可 能 。 ВЫХ 
前 一 种 情形 ，” 必须 А 
ЕАО 5 G+ D, 
ру ВНР, 
"=й (+D + Ok 0) =-- G R), 


ЖЕШ ЛЕЙ — НЕНИЯ — ВЕ, ВОДИТ Е (а) — И) = (—1)*. 
$6. p(n) 之 估 值 . 
在 本 凶 中 将 先 用 最 简单 之 代数 方法 以 得 出 p(n) ВЧЕРА, 再 用 略 精 
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深 之 方法 以 得 出 log p(x) ZEKE, АННЕ ЛИ Tauber 型 方法 以 得 
出 p(w) 无 守 大 之 附 ， 以 及 更 深入 用 模 画 数论 之 结果 及 解析 数论 之 方法 以 求 出 
p(n) 之 展 肛 式 则 不 在 本 书 范 园 之 内。 在 这 逐步 求 精 之 方法 中 极 易 体会 出 各 种 方 
法 之 深入 度 . 

定理 1， 当 ”> 工时， 


mi 
21 < p(n) < n 


证 : 1) ЛЕА. 在 


ЗМ в] 


1,2,---, [у n] 
中 任 取 r 个 а.‘ > Ars 而 作 一 分 拆 


1 一 和 1 十 … 十 dr 十 (2 一 0 一 … 一 dh)， | (1) 
НХ | 
ate +a «1+2 +e + [Ув] < 


< [Уз] < n, 
ш (1) 式 是 一 分 拆 ， SJL 


Т) н) (1) тч 


种 了 到 法 , 故 得 定理 中 之 左 式 . 
2) REGA. Titis ”之 分 拆 图 解 


阐 中 左上 角 最 大 正方 形 之 小 长 篇 +r, 图 中 右上 角 之 + 列 对 应 於 一 个 不 大 於 zn 一 7 
之 整数 之 分 拆 , 左 下 角 亦 然 。 故 如 r 固定 ,右上 角 之 可 能 性 < п, Е РК. 
故 得 (显然 + [V n ]) 


[Уа] _ 2] Зу] 
p(n) < У) n? < уа п n А 
r=1 


YT ц 
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定理 2. 
lim 3400] Сл) — "2 | 

定理 3. 


np(n) = > Ір(п — Ik). 
Ik &n 
证 : № 19| < 1, #r 


i _ l] ` ` _ - = 
Ка) — (1—4) (1—42) (1—43) >.. 


= 1 + > РО) 4'. 
用 乘积 式 求 f(q) 之 对 数 之 尊 数 , 旭 得 


又 用 Ка) Z WAK SKU PB NK ik P XI 


> эра" = аР) = (ш) È È м" = 


n=l 1 


=Í 1 + 5 pw) г) 2 之 14". 
v=1 із] k=1 
比较 傈 数 , 即 得 定理 . | 
定理 4. # п>ь>0, Hi 
2 
T> < nè — (n — < — + суат 


证 :此 可 由 下 烈 不 等 式 


x xz o 1 x 
1 > 7 <ü х)? < 1 > ， 0<+<1 


第 ж БДЖАНЫН HWE ПЕСЕН) 217 


得 之 。 而 此 不 等 式 可 由 平方 上 式 各 项 以 其 之 。 (但 须 注意 1-5-3 > 0.) 
定理 5. #0<x<1, A 


ы ат <, 
HR c, (№54 c cs … ) ИЕ ЖЩ. 
证 : 由 
еа (2 e) + (> DER > 
故 得 右 钼 之 不 等 式 ， 因 篇 


— = G+ oG), 
C2 — e727 х 
故 得 
1 
С = a=: +00). 
БЕП ЖЕНЕР Ж ЖЕЙК: ЕЗ. 


定理 6. б a 表 一 正 数 , 则 


T cy n LE Eet < ma. 


k=1 121 бо? 
ІЕЕ Н, с, На 有 关 ， 
эже. S ua _ * Гоз 
її: и суг, ИК 
авт 
— (2) 
Rl (1—e an )? | 
由 定理 5 之 有 让 不 等 式 可 知 此 和 
1 ln 
全 (akn?) о? > 2 ба’ 
把 (2) 式 分 成 二 分 和 
И о 
之 + 2: 一 >. + 之 ,， 5 
k=1 А=[Ув]+1 


用 定理 5 Са, НИЕ 


ШШ 
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[y n] 1 


2> St 5 


n e) 1 __ 
= 2 = + Оба) = 


- tol ж) +06995 


= + om. 


' | бо? 
用 定理 5 ЖЖ, И! 
2,, = O п >. Ë =0(/n) ` 
АУ в 
合 之 可 得 本 定理 ， | 
定理 2 之 证 明 : Ф ¿=x/*. 
1) Ж 
p(n) < e, (3) 
Е n = 1 № (3) АВА. SERRAR. 由 定理 3 КЕ 
定 可 知 
п p(n) < > le (nk < 
іда | 
< 5) 1 ni-n" < (用 定理 4) 
ik <s 


< an? s S 1е-чи anh) < 


< e"? onr = р е", | (HEH 6) 


印 得 G) =. 
2) 917: 任 与 一 正 数 se， 必 有 一 正 数 À (= A(e)) 存在 使 


p(n) > = ce-9 叶 , 
ИНЫЕ АН 4 ТНА Н ВА. 由 定理 3 与 4 及 包 纳 法 之 假定 ,可 知 


1 e= „3 | 一 一 上 „-& „-# 
n p(n) > т el-s) 之 之 1 е-$(-8) (Шат ltk? з-#у_ (4) 


` — Y ЧА 
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KA ео > 1 — х, 所 以 此 二 重 和 


_ 1 1 р 2 
> >, е6) iÇ _ (с—є) яг) = 


RE 


= ` I e72 (6-6)ikn7? __ (с—е) У k? р Pe = 


23? 
Ik=<n 15<п 
=> 22, ОЕ). = (5) 
НАФНЕ-ЕВ n 常 有 e= о (1), 所 以 


£ £ 
S е-е) = o(a? 5 + k-i- = 
Ik>n | 


{&>п 
= (ДЕ? ет < 1-2, prže \ — 
= 001 > >. ! 412741 | — 
1=1 k=l 
= 0 (n-#), 车 :> 8， (6) 
由 此 式 及 定理 6 可 知 
2д? 一 
2л? п 2л?һ f 1 1 
зе T 3 (ае 2) s >> 
> (1+2вс!уз—‹;Уп. (7) 


( жалт су 一 = = af «а > 28°.) 
2y— Jy И, 由 二 项 式 定 理 及 定理 5, 
>, — > k? [3 e~t (—6)4а-% < 


Ik<n 


< У k? 5 [3 e PG) = < 
k=1 


і=1 


-E (c-e) TÈ 
<12 а 


51 (1-е уи 


= o (> жау ).. (8) 


(e= =) уг 
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分 括 弧 中 之 和 篇 二 部 : 
2 = > + 之 


k=1 k<V n У в <k<n 
在 第 一 部 分 中 ， tle — 6)R n? < + = x< 到 < RF, 


aÇ“ 
1-е | et dt > вх, 
0 


即 得 
1 


> е р е)” О (n). 


905 (етеу 
在 第 二 部 分 中 ,本 (ce — в) дп 2 (e — в), П 


ЕТЕТ 二 > 1 一 cie-9， 
故 得 


— Н 
V <4<2 (1—е-6-97 уз — o( >! = 0 (n). 
由 此 及 (8) 可 知 
>, = О (n°). 
МЕ (4), (5), 7), (9), BE 


оза анну 


оа Y 
n >( 2sc-: ) 


p(n) > ЕСИ. | 


E] 


№, 


党 п < сі (261) 2 НС 4 相当 大 ,使 (10) 式 亦 成 立 . крл, 


57. 平方 和 问题 ， 
命 r,(n) 代表 
хт + x= n 


(9) 


(10) 


L 
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之 整数 解答 (x1, … , z) 之 组 数 ， 由 定理 6.7.5 已 知 
гг (п) = 4 (一 Die-D， 


н\п 
ЕЕ и п 之 奇 因子 。 此 定理 是 然 与 以 下 定理 等 价 : 
定理 1 Ж [91 < 1， 则 


=1+4[(-—? —- “+ ==): (1) 
AAEREN: | 
定理 2. бохь 则 


14=( > с") =1+s> т == 


RHR >’ УЖЕ 4 之 倍数 之 整数 . REZ, 
74 (n) = 8 >” т, 
тіп 
Ш m 75 в 之 因子 但 非 4 之 倍数 者 ， 


在 十 明 此 定理 时 需要 开 人 条 预备 定理 
є 
и. = 1—4' ° 
则 
T ши | 
(1—4”)? r (1-Ни,) а | (2) 


定理 3. È un (1 + un) = Dm. 


5: 由 (2) 式 可 知 
> ип (1--z,,) 一 > (1—4)? z < рэ =È Niin o 
定理 4. 


` (—1)”-! Uam (1+) = > (2—1) u4n-2. 
m=] п=1 
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Е: H (2) 式 可 知 


` —1)\”-l y u = ` —_1`\”—1 _ q _ == 
之 人 1) 2т (1+ 2т) > ( 1) (1— 92”)? 


т=1 
со © 
= У (— 1)" S r 2 一 
m= 1 r=1 


_< < — 131 2те ҹа _rq' _ 
> r У) C—1)”"1q > т 


ы rg? 27 —1) "7? 
一 > (т T 274 г, )= > о" е Е ° 
EES #0 是 一 实数 而 非 ВЕ, 


ч 
li 
= 
š 
lI 
= 


1 1 . | 2 
q cot 79 + и! sin 0 + wz sin 20 + >) == 
1 1 3\2 ы 
= 9% > 0 + Co + У) C, cos k 0, ` (3) 
k=1 
П.А | 
© = + 之 ?to 
ст tu- Tt). k 21. 
wW: (3) АСК 
2 — . 
(+ co t0) + У касо 2-0 sin n + 
п=1 


co ы 


+ > 之 “m и» sin тб sin тб. 
ж=1 n=1 
由 
_ Шо 1 g д = 0 0 + L соз п 
> сої — Ü sin n = > ++ cos + ++ + cos (л—1) + >. соз n ,. 
2 sin mÜ sin nf) = cos (т —п) 0 — cos (тп) Ө, 
可 知 该 式 等 於 


`2 со | | 
(+ cot 20) + >: „(5 + cos O 十 … + cos (n —1) 0 + = cos ng ) + 
. n=l . 


r+ 


第 JV 章 Анни 


+ > 5 s Um Un (cos (m —n)Ü — cos (m+ n)9) 。 


由 此 得 出 
a= È utd, 
n=1 
1 оо 
C, = 5 н + > иһ 十 
п=А+1 
+ 2, чан. + > 之 tammy > Я т lin, 
m-n n-m= ntm=k 
J; EZ m 2 1, п 之 1 
由 定理 3 可 知 
_ 1 5% 
бо => 之 и, 
x 
1 s. © 1 k-i 
C, = > Ah 十 ` Hk+] + >, чин — — > Ыыы 
1=1 і=1 2 і=1 
因 篇 
иик = ик (1+uriuy-D 
及 ` * 
А+ 十 ti — иу (мины) 3 
所 以 
1 [=] 
С, = „(2+ +2 ‹ ии) 一 一 5 (1 十 2 十 wx- ))= т 
1 
== (Кш +u — T (6 1) 一 (xl 十 … "Ни ))= 
насы) 
定理 6. | 
(++ > Hanti 一 5 799) = 二 十 1 5 mus. 
4 s= 0 16 2 т= { 


44 т 


证 :在 定理 5 中 取 0 = 15, ДИФ 


1 < < 2 
(+ + > Наз 一 > аз) 一 
n= 0 n=0 


| 
| 
| 
— 
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=} + > > пи, + `> (—1)” tam (1-и. —m) = 


n=1 m=i 


=- У) От—1) tm- + 3] (—1)" uam us) + 
| = 1 m=1 


+ 2 У! (20 —1) zx4m-2 = 


т=1 


= F+ О") met È От) а Онза O 
= ГА + > > n us. 
Atn 
定理 2 极 易 由 定理 1 及 定理 6 推 得 . 
由 定理 2 立刻 可 推 得 : | 
定理 7， 00 д маи. 
定理 8 (Lagrange). 任 一 正 整数 可 以 表 乱 四 个 平方 数 之 和 。 
此 外 还 有 以 下 之 应 用 : | 
定理 9 (Jacob). 有 等 式 - 
| 4 — 43 = 1644°. | 
如 以 S1 ZARRA, RII | 
o 8 ° 8 © 8 
(TI a) -(T (1—q”-) ) = 16 (TI (+e); 
СВЕ Jacobi #515 Aequatro identica ratis abstrura.) 
й: ERRADA 44 RZ, Rh 


(qo 92) = (> 1°) = > 74 (п) 4", 


(qo 93)1 一 之 74 (r) (—1)” q” | ` 


ля АЙЕ ЕЖСВРЕНУЛЕ А Sra B) dd 


s 4 
Оа = ( S: резо) , 


BJ AHB КВ 
4( У т) = 2 > (п)а” 
等 价 ， iis 
sln) R 


ху (+1) + `` + r (z.+ 1) + 1 = n 
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(4) 


之 解数 ,此 wz 必 篇 奇数 . 故 本 定理 有 其 数论 上 之 意义 ; ШЖ п 是 一 奇数 , 则 s (n) 


ЕС 274(2) 
(4) AFR 4, ЗЕЕ, НИЕ 


(2-51) 十 + Orti = 40. 
不 定 方 程 


yi + y> + Уу-у = 4л 


之 74(4п) 偶 解 只 有 一 种 : Gi) Yis Уз› Уз» Y4 全 篇 奇数 ， (11) Yi» $2; Уз; Y4 2 FS 15 


数 ,由 此 可 网 

54 (n) = r4 (40) — r4 (п). 
由 定理 2, B H 

п) =з Z m=8 (+) =3(8 У m) = 37 (л), 
Вр 
54 (п) = 27 (о). 
故 得 定理 . 
ПЖ 1. 经 由 以 下 之 办 法 算出 
1 1 1 п? 
1 + 02 + 7 + = 十 … 二 ° 

由 四 维 空 间 球 


и + 2 + 2 + z < x 
中 之 整 点 数 4(x) 之 渐 近 公式 
Al) = афо (й), 


| 一 TI | [ - o 
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НЕ 2 以 求 出 另 一 表 法 。 НСП. 
> 6 
НЕЕ: ”由 本 儿 题 及 (6.13.2) ШИН > ы та. 
n=1 


А 2. 算出 


1 x x2 x 2 
(++ 1-х 1х2 + 1— 4  1—x5 + >) ш 


2 4 5 
=+ +108 += rtrt +). 


А 3. 利用 
(1— cos n0) cot? =. = (2в—1) + 4 (п—1) соз0- 4 (n—2) соѕ20 + + 
+ 4 cos (n—1) 0 + cos пд 


ИНН 
{2-0 3-0 + +150 — cos 0) + -z (1 一 cos20) + 
3 
+ 一 一 一 = =з (1 一 cos 30) + -- = еч 50 + 5 
1 
+ — Ep u = — (5+ соз 20) + 
+ 3 З (5+ соз 30) + · 1 
$8. нр. 
є (п, 4) Ж 
xi 十 … 十 х? = n (mod q) (1) | 
之 解数 . 如 将 7 


м + d = у 
春 成 一 多 换 , ИЛОН q' ЇШЇН, MAAA q Е. АН y 之 值 , 平 均 有 
q 个 解 。 今 讨 论 个 别 解数 与 平均 解数 之 比值 
n) = f: (n, q) 
A. ( ) q"! ° 


双 命 
9,00) = lim Ay (m), 


{ 
| 

т 
i 


第 л = ЖОЕ EKRAN B s Balsas ua 


此 移 篇 不 定 方 程 (1) 之 р ЖА. 
LER 
Ə (n) = lim 一 一 
8—0 


25 | | dx) ` dx; , 


s< +. „+ х; 2<а+8 


HES (1) хен, 
“ХЕКЕ А А 8. 
定理 1， НВ ВК 


GE 


Zel 


В: 用 极 坐 标 可 得 积分 
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(2) 


2х 1 
(ауу dedy = |" a0 r a-e- pdp= È. 
I= xt- 3220 0 0 
TEMIA ER НЯ: 
/2 pi 
- |- | аху ` dx, = т . 
$ 
1—х1 —-—х7>0 (+)! 
命 
„= , (р=3, ·- ‚ 5) 
则 得 
一 [ | (2) T ах, dx; f j: + dy,-,; = 
| 5/2 
= р = 1 | 
s SNI 
7 G) 
由 此 得 到 
dC») = lim ( Е j : - f- {а ху ах, | = 
+. +22 «nts 1+ +22 nms 
p” i a CD (л—8)”? _ л”? 工 _1 


б" 


рр 
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要 求 出 р ЖЕ, ВИЧ ГЕТА ЛЕНЕ, 
үч ; 


р! 1 р! ан + anianol 
Ay = È > ( Z net) erien, 

а=1 P x=1 

pta 


定理 2. 
> A (n) = Ay @. 


> А т (п) = > S- ет (5 д) о 2жіат/р" — 


l Р 1 Ё £ . 

= `> garien) е 2=ian/p! = 
л 
m=0 а=1 P x=] 
рі "|| а 

р! 1 р! [ £ 

= =e) e —2=ian/pl = 
я 
a=1 P х=1 


! 
一 一 1 ТП 15: (2 5 | чм, —2яівв/рі = 
加 一 ат 
fs (n, р!) 


= й = Ay (n). 


Жез É + E 4 之 倍数 = 4. 3 p 是 奇 素数 , 则 
、 Ay (n) =p-™ Cy (л). 
її: 由 定理 7.5.6 可 知 若 p+ a Hl 


(È гне), — p", 


l 
? 
Aj (п) — р?" >, ee-2xian/p! , 
8=1 
pta 


将 a ВА 一 a MAEM. 
定理 4. 发 是 4 之 倍数 = 4r. Н] 
4› (п) 一 0， 


第 л = ЖЕНЕ Sra HES 
Ay (п) = (—1)7 2720-0 Cy (т). 


证 : ”由 定理 7.5.3 可 知 


4 (в) = 0. 
又 由 定理 7.5.7 ЈА, 2 t a 时 有 
d н [2 +0), # 211, 
2. | -| мыт ж 241. 


ШЖ (1 + 4% = —4 Е Сое" 故 


21 | 
( У! 22" 


х= 1 | 


4 
w) gn (—1) 2700, 


由 此 得 出 定理 4. 


定理 5. б e= 4r, pF2, p'|| n, R 
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д» (п) = (1 一 六 2 >, p = (1р2) (gr) r=) д (рту, 
1=0 


此 处 
o, (n) = > 4. 


证 : ”由 定理 3 及 7.4.4 可 知 


д» (z) = >, 4; G) = 1 + РС (n) = 
{=0 1=1 


= 1 + У рт?" (рр!) — p 2 (r+1) р" = 
1=1 


r+1 


T 
一 371 十 一 1 — 
Р | ы] 
1 


— —2r1+1 a 
= Ўр 
{= 


1=0 


= p (2-1) (1—р-2”) . 


10 


EEG SZ £= Ф 2'| m, H 
1, 


Ə; (7) = 
(1—2(1-27) (т+1) (22—15) (1—21-27)-1 , 


(1-—22727--20-20) (7+1) (22"—1)) (1—21-2")-! , 


# т=0, . 
Ф т> 0,2+r， 
Жж ть 0,2 |. 
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证 明和 与 定理 5 相仿 НЕ. 
жй. 命 | 
е, (n) 一 П д, (n) 
Р 


д, (п) = 8,0%) ©, (n) = ala) П д, (о). 
Р 
定理 7. #5=4, BHH 
ô, (n) = r, (п) = 8 >' 4. 


d\n 
4+4 


№: финт», 2+», йин С) = Пт) 及 定理 5 НЯ 


4 | # 8 n!” # 
Па, = + бу” а (07) = — n a(n’). 
LRE 1 可 知 
д (n) = mn, 


故 
до (2) || 9, (n) = 299 о (в). 


p>2 


# п 是 奇数 , 则 已 得 定理 . E ”是 偶数 ,由 定理 6 可 知 


9. (n) 一 3*。2-7。 
故 得 定理 。 | 
定理 8. # += 8, Hi 


ôs (п) = 16 (—1)" Š; (—1)* 8. 
| 4| п 
>: | В n = 2'n', 2{з', WẸ 


lI д, (n) = 


= оз (n) = 


тє <" 


и. 


又 由 定理 1, 


> 


д (п) = = n? , 


`. ` 
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故 得 | | 
9, (л) II Op (n) = 16° 237 Сз (n?) ° 
#>2 


д; (п) = (1—2-3+0.15) (1 一 iy, 


8. (n) = 16: 5 (= 一 22) 6з (2). 
当 ”是 偶数 时 | 
>, (1 = — оз (0) + 2° aln’) + 


«іл 
+ 23-2 ç, (п”) + + + 29" в; (п’) = 
23(r+D)—1 | 


= — 2 os (n') + 3—1 ss (n) = 
23\т +1). 1 
一 (—2+ 23—1 =”) Оз (n”) 一 


= + (== - 2. вз (п'). 
故 得 定理 ， 
BA 1， 命 “=2r Æ r ВИ, Hi 
(1—27 € C) 6, (2 n’) = 


"-, @,- 1 (л ) | 
— (1—22-'-+20-0 (r+1) (2'—1)) (1—2!1-r)-1 n'l-r @+—1 (з”), 
(1—2%-”7 (т+1) (2'—1)) (1—21-r)-1 п'і-' 6,1 („”) | 


Er 是 奇数 ， ЯН 


此 不 | | 
L. (>) 一 `> 25 


т=1 


而 X(z) = 0, 1,0, —1, 当 4 三 0,1,2,3 (mod 4). 又 


„ч = (С) 
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# 7 一 0， 


# Tt>0,2lr, 
车 т>0, 4 |r. 


L (r) ©,(2° п’) = (GÐ) + c9 201-0) ЫШ) n'l- р, (0°), 


— 
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яя 2. ЧЕН | _ 
д2 (п) = 27з(п) . 
ЗНА 3. НН 
ôs (п) = 1 X( Ye — x (4) 22. 
в (л) ó > (2) + 2. (4) d 


$9. МУЖУ. 
ЕВРЕЯ r) = a,(n), ИБ 5? ШИЕ, О A PEEB 
Е З <; < 8 时 , 常 有 
r, (п) = 8, (о). 
但 当 +> 8 НЕЖНАЯ. 
迄今 篇 止 ， Е 5 < 24 БУ, r (n) ZAAR Б, АМН. 例如 : 


rs (n) = 一 1 Аха) K (— 4n) || (1+ 5 十 .… + -iT -+ 


о (ууу 


此 处 т 之 定义 是 pln, р + n, 


K (—4n) = > Є 4n 

x 

0, += 4745 =Z£7 (mod 8), 

X, (п) - == 474 п = 3 (mod 8), 

3.27178, $ 4n =l, 2,5,6 (mod8), 

其 中 a 之 定义 是 #|п, 4251 p n. 、 
724 (п) = BI an (n) + + ег (< 1)"- -1 259 T Cnò- 712 т ")), 
Пе өз) = 5) (一 1)4 44, 


din 


而 tla) 是 以 下 的 震级 数 
а (=) Ue) Dr) 2 
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ZERIE 于 n НИ r (н) = o. 
由 定理 3.6 可 知 


(1—4) 1—49) (1—4) y = S: (—1)" C241) авео, 


в=0 


ж 
(и) = У ((— D“ Ова) + + (—1)“ 2+1) = 


drale t1) te tirg Ce t1) =#n—1 


= > >). 
Пенисы =з 
2+уу ys 


具体 算出 者 人 名 如 下 裘 : 


r (n) 之 R H 者 


2, 4, 6, 8 Jacobi, 1828 
3 Dirichlet 
5,7 Eisenstein, Smith, Minkowski 
10, 12 Liouville, 1864, 1866 
14, 16, 18 Glaisher, 1907 
20, 22, 24 Катапијап, 1916 
9, 11, 13 
15, 17, 19 Ломадзе, 1949 
21, 23 
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第 九 ж 
#mm E E 理 


$1. 5] М. ЖЕУДЕН ЛИЛЕ ГА: 


Ф) 


ER rlr) КОЖУХ х 的 素数 的 个 数 ，〈1) ЖЕБЕ ЕС ЕШ. 本章 将 
НИЕ: 其 一 应 用 了 上 比较 高 深 的 分 析 知 识 (著者 需 具 有 一 定 程度 的 高 等 
ШОКУ О Вр свт ВО), 但 比较 直 党 一 些 , 其 基本 思路 是 N. Wiener 所 
首创 者 。 男 一 证 明史 然 东 不 用 到 很 多 分 析 学 .上 的 知识 , ПАША АНН 
HB, АА. 此 一 尊 明 是 Erd56s 及 Selberg 所 发 明 的 ， MRR R RRE 
理 之 “初等 七 朋 ”, ЛУК СА rh ЕВА Z BJ MEER Z — „ЊВ 00975 1949 年 之 
ЕН. | 

ЖУ ТЕЕ Н, ЕЕВС (1) 式 , MERRIER (1) АЗ 
实 同 的 定理 ， 


й х> 0. Ф 
9(х) = > log P, _ (2) 
Pax | 
ф(«) = >, A(n) = >; log p. _ G) 
n < x | par 


(3) 式 中 的 Ala) BIS $6.1 Я 6 中 的 Von Мапро М. (х), ф(х) Жо 
篇 Чебышев Ж. 容易 得 到 


yG) = 9) + Эбет) + Эба) +. 0 
& 
_ log £ о 
W = E [ее | е”, G) 
234 


a олы ы 


жле жж = = _ 235 


式 中 | PE] 表示 26-5. 的 整数 部 分 ， 


log Р 
定理 1、 我 们 有 
— Ax) _.—— 9G) oo (x) 
lim x(log x) "1 = lim х = lim х (6) 
K Б 
| ; л(х) ри 2C) рр $G) 
lim x(log х)! = lim x = im х ° 《7) 
证 : 由 (4) 及 (5) 易 得 
log x 
IC) < (=) < 之 log p VEP = r(x) log = 
故 
im SO < im $O < im т), 
x— c x y — °° x r= x (log х) 
又 设 0 <а<1, x>1, Hi 
9(х) > > log p 之 fala) 一 «(= log х* 2: | 
к©<р<х 
=> «1 0а) 一 “| log x, 
因 篇 lim А 一 0， 故 
“对 於 任何 小 於 1 WIER a 成 立 。 故 得 
一 一 9(х) Era n(x) 
zog rT 
联合 前 面 已 得 到 的 结果 , 故 | 
gO т 900) р 49 
кю (logol кы ых ° 
EHR (7) 式 , 亦 可 以 同样 七 明之 
由 定理 1 及 定理 5.6.2 立 得 
定理 2. #0 x< > 2, WEERA с> 0 G = 1,2,3, 4)， 使 


crz < 9(x) Scr, (8) 
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及 | 
езх SPH) < z, x (9) 
成 立 . | 
又 由 定理 1 AEE, ЗАКАНИ (1) 式 , НВ 
| ф(ж) — х . | (10) 
或 


9(x) ~ х. (11) 
ТЕЙЛ (10) AZAN ЖЫЙ РАВЕН ВАНН. | 
$2. Riemann “ Й. 
今后 常用 += a + it ВН, с R1: ARR, НИ 
С) = 5-1. (о> 0) (1) 


n=] ” 
ЖЕ Riemann Ç М. 
Ж—4>1, Ё opzat, NA 
° 55 1 ° 
1 < <> „<>. 


= N 


= 


= N 


ne * 


ЖС) 当 o 之 a > 1 ОИ. На ЖА ТЕТЕ, м CO 
在 о> 1 的 牢 平面 上 是 一 个 正则 夯 数 ， 
定理 1， 命 


hls) = 一 -二 
在 咎 平面 o > 0 E, As) АЛЕНЕ, Н 


Кек 


#: @ | | 
М) =з" —| u~ au, 
则 | 
бы + |а ФЕ: (>т). G 
| | 
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„ n+l 
oo | [|< a еа), 


故 


тот оо < 


š O < ¿< c < >, —_ T <: < T, Я} 


БОС <> IQ) I< | оета = ЇЇ мее < 
n= N п= N N | g | 
< Ут N=“, 


故 航 数 >, hl) Е 0 <а<о<, — T <: < T АИ. H a 可 以 


п= 1 


EERW 0, 而 b, Т 可 以 任意 大 , 故 hls) = È hC) 在 o > O ЖШ 
上 是 正 旭 责 数 。 因此 (2) ATHE Cls) Фи с> 0 上 的 解析 开拓 ， 


而 := 1 篇 其 仅 有 的 一 次 极 , 且 留 数 篇 1. 


由 (2) 式 即 得 


çG 


(ғ) <l: | 0-0-1 dv = del (о > 0). 
=] 1 с 


EEEH, 
定理 2. 在 守 平 面 so>1 kE, Z(+) = 0. 
Ш: о>, У ОНИ 5.4.4 得 到 
i n=} 


《G) = 之 = Па р), (3) 
n=l Р | 
此 感 连 乘积 过 所 有 的 素数 р. НУВ, ПОЗЕ ЖПК, Ж 
党 с> 1 ВУ, ¢(s) = 0. 
Е s= 1 Бр, Ç(s) НАЛ, НЕЕ: 当 2 O №, 


É С(ї-+єй)-—0. 
THARA 


Фа (+) = [Са + s)? | €G +s + ¿D| | ÇG + s + 24) | 
(6 2 0, #50). Ш (3) 可 知 


人 


+T 
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P(e) = П бр, 
р 


—4 


1 


ар 一 | 1— р!** 


Ж. 
_ 1 R 1 1 _ 
log ap = — 3]og[ 1— рт — 4R log 1 — гре — R ]og l rrr = 


= > 一 27019” (3 + 4cos(mtlog?) + cos(2milog p)). 


в] 


|1 


1 一 


1 Ё 
1+s-+ 1+4+22 $ 
P P ' 


ВУ 3 + 4 cos 0 + соз 20 = 2 (1 + соз 0)? > 0, 故 得 


log ар 20, 
вр 
Ф.) 121. О (4) 
Же СО +i) = 0, ДЇ 
£ (1 + s + и) = | eati da = О(в). 
由 定理 1 已 知 


eC(l 十 в) = 0(1), 
WH, SHT AK BJ 5» 常 有 
P.) = О(в), 

此 与 (4) RAFE. 
定理 3， 命 | 
| («О t _ 
С) T sl = 26). 

当 a 之 1, g(s) НЕВЕ. 


Ж: 微分 定理 1 中 之 Al), F 


РА — — 1 Ш , 
4 (ғ) — (5—1)? + д (ғ) 9 
此 不 ⁄'(s) 是 在 秆 平面 о > 0 上 有 处 不 连续 注 数 的 画 数 。 再 区 ,由 定理 2 可 知 


5—1 


_ 1 == —  .. ..... ања 
€)  1+(e—1) ЕС) 
在 和 5 之 1 的 结 平 面 上 正则 , 故 在 此 什 平面 1+ (s 一 1) h(s) 50. 


| 


КЕНО - аа a ас — — ... са k. 
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КИҢ, 


__1__ ? 
сө rroo _ 
Ç Ge) 1 + (s — 1) 5(з) == 


— 
i= si 


ү gls), 


此 g(s) BARRIERER, 
$3. 若干 引 理 . 
定理 1. 3⁄ Ко) Же, | 
| f(x) её 4х = О (+) . (1) 
#: 用 分 部 积分 法 可 知 | 
[roan [кое иена (2). 
定理 2. 


[` Эа” арш. | (2) 
й: Ф | | 
J= |7 ссе E а, (1<а<2, 0«05<1). 


固定 k > 0, КОНЕ a 及 x 的 连续 画 数 , 其 关於 а К e cosas, 
JF х Ка ШЫК. нік 


+] 
Í ek dx 
0 


| = 
| eË cos ах dx 
0 


FE, ЖЕ 


关於 1<а<2 ЖИ. 因此 关於 J ТРЕМ РЕЖ, 
[о = | ek cos ахӣх = бр . 
Жз: З FK aP PR yb. 再 积分 上 式 得 


J = tan 一 元 (1 <а=<2, 0<А<1). 
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固定 w 党 0 < k<1 В, J ИО, ЖД 0 << 1 ЖИЙ. 


° sin ax T 


. . _ a 
lim Ј = dx = lim tag“! — = — , 
k—0+ ох k—0+ К 2 


ДЭ] а = 1 EF, 
| sinx Жай из | siat _ x. 
— x x 


定理 3， 命 “< 0 <. 车 (e) НЕВЕ 


lim 一 к) 285907. sin w% dx = Ко). 


өр? 的 


| 96) — ко 228% а 
在 0 > (f(x) 一 (0)) 有 一 级 连 敌 潮 数 , 故 由 定理 1 可 知 


im | GO — 009) EE ак = 0, 
В 
| Em | уку Sin sin wx = f(0) lim | 5їп WX Дх = 
wm Ж Ja x 


bw * 
= ох № =, и |. а, 
由 定理 2 即 得 定理 ， 
定理 4 命 人 >>0 及 


[z | 


1 一 -一 ， + < 23, 
К, (+) -| 2А Ы 
0, 3: |x] > 2А. 
则 得 
р К,(2) е dt = (х) 
VIn -— % и 
此 不 
{ 2А sin Ах \2 
(Мы), же 
к(а) = 
É о 
Von ’ 


因此 


(3) 


(4) 


— А —. `... саан 


e. 
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к: ВЯ, 
k (z) = = F (i cos xt dt. (5) 
Ж х= 0, Я, 
| k (z) = = >= 24. 
# x 尖 0， 用 分 部 积分 法 序 得 所 求 . 
定理 5. 
о, 1 f* | 
К) = Г. С) ей. (6) 
特别 取 А = 1, х=о, 可 得 
r |` ые sin % |, (7) 


证 :” 先 研究 积分 
_ Bl ° ixt — 2 “ 
T(w) 一 Vn | k (2) е dt = Vx | Ө, созі dt. 
由 (5) 可 知 


2 о (22 ч 
Ilw) = Р | | (1 一 =) cos Ut cosxt dudt = 


= С) | (соз (и + х) г + соѕ (и — х) p dt = 


-1 [С _ (точное + | + воде ш 
车 z > 2, 由 定理 1 可知 lm T(o) = 0; 3 0 < x < 23, 则 由 定理 1 及 定理 
3 可知 上 式 第 一 项 之 极限 需 0, НИМ 1—5. 由 认 积 分 (6) 篇 * 之 
ВВ, ГП Ki(21) = 0, Ki(0) =1. 故 得 定理 . 
定理 6. 车 jG) 20 (0 <: < %), 且 对 任 一 了 > 0, Нок: < T if 
以 分 篇 有 限 段 , 每 一 段 中 f(z) ЖЕН. 又 设 对 任 一 s> 0, 积分 


| е“ Кр) а: 


сяк, Я] 
lim | е7“ (t) dt = |; ЕЕ) dt. (8) 


——————————© ыы. 
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#: 因 0) > 0， 故 | уой 88 Т 之 增加 而 增加 , 因 之 


| f(e) dt 
60, В oo 。 
因 
[ео а [7 о аг, 
0 0 
故 
lim | е“ f(t) di <| №) dż. 
但 另 一 方面 
|; е7“ Кё) dt > | e“ КР dt > eT | №) dt, 

0 0 0 

x 


lim ° e" Қ) dz > j Кр) dt. 
5—0 JO 0 
命 T— оо, 立 得 | 
іт " еч ICA d: >> |" (рае. 
故 得 定理 ， | 
$4. Tauber 型 定理 . ~ 
В. 车 (x) 在 — o < z< 中 有 定义 , 昌 滴 合 


lm (70) —fe))2>20 б>), (1) 


tœ 


则 f(x) ВЕНА. | | 
定理 1. № f(x) ДЕЯ, HERE |f(x)| < M (一 oo < x < о). 
车 对 於 所 有 的 А > 0 和 此 有 


lim Z= | kile — 4) I) a=, 


ДЇЇ К) 1 (х — о), 
В: ”由 定理 3.5 可 知 


1 © ° ? 2 
Z= | ые - д4 =-1 | — = ди = 1, 
= — = — со 
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故 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 ! = 0. | 
车 f(x) РО, ВЕ ó> 0 及 一 数列 {х„} (x,— o), 使 Ка) < 
< 一 6 (в 二 1,2,… ) f(x.) > ë ЖИ. ЖА ЖЕ, ЕЛЕ fe) > д 
一 12…)， (f(x, < 一 5 (п 二 1,2,… ) ЖИ.) 
Ë f(x) BIRERE HFE хо = (8) В у= 7(0)， 使 


fo) =- ры, 0<y—z<2 
成 立 。 特别 取 z€ {xs)， НИМ 
К) > È (х<х<у&х-Е2ў, x €(x,)). (2) 
H (2), Ë r > x, 及 x €(x,) В, 
Z= |`. kile + 7 — t) КО dt > 


= 


ó х+29 М * 
2V Ээ | ki(x+7—z) dt 一 yp | h i(z=--7?—) dt— 


M ° | А 
VIn R(x 十 ?了 一 z) d: = 


х+27 


- j Ri(x—u) du 一 > |” Кабк 一 и) dz 一 
一 >= |. Ri(x — и) du= 
== р Ri(v) dv 一 >= = Ri(v) dv= | 


_ ó (№ sin?w 2M (= вц? 
ån 


Л Jo w т 
— 2 a> o), 
>= |. ki (x + 7? — ñ) КР de > Ê (х > 
Vaz J-a 4 24, “t€ (x,)). 


@ x 按 (ra) ЕВЕ, 


ТИГ 
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. 1 (= _ д. 
lim У г. Ra (x +7 z) К dt 之 4 ° 


与 假设 相 了 矛盾 . 故 必须 f(x) 一 0。 ЖЕ, 
定理 2 (Ікеһага), 1 (z) 是 区 并 0<;< оо ЕАН, НЭ 
ARE Т, 在 区 间 0 <:< T rh, А) ОЧНИ ЕНА; 又 若 积 分 


K) = | 0  (a>1) (3) 
ЖӨ. BAHEBE *， 有 固定 的 常数 А, 使 


im (O 2) =: | 人 
在 区 间 | < a 中 一 致 成 立 ,而 g€) 有 一 级 连续 半数 , 则 
lim e™ = A. | (5) 
L HER; 
г G20, А G20, 
alt) = | A(t) = | 
| 0 Q < 0) ; 0 (<о. 
ФЕИТ: 1) 对 任何 2 > 0， 积分 
пб) = a bc- @@ — 40) а (6) 
FIE; 2) 
lim I(x) = 0 (7) 


K 3) ат) 一 А БАЕ ЕВ, НЕ ВНА, ДИН ЕШ 1 可 得 出 本 


定理 . 
考虑 积分 
nG) = | ued UO — AGO) e de, 
由 假定 可 知 此 积分 对 任意 e > 0, 4 > 0 # Ж. 由 定理 3.4 及 因 积 分 | 
|. (а) — A (z)) ен», de | 4 


关於 [5|<2А 是 一 致 收 化 的 , 故 
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Паб) = 元 -|. - (а) AO) e а 他 Ку) ity dy = 
| Ki(y) eY dy |` (a(t) — A(z)) e (e+iy)t dt= 


1 
2х 
= 去 | Ki(y) еу СЕ + е + ғу) — aw ed 
h (4) 可 知 


. — 1 21 {ху | 
lim I, (x) = >= F. g(y) К,(у) e” dy. 
ЖЕ Ey 3.1 可 知 


(8) 


lim lim І, (x) = 0. ` (9) 


Пт I, (x) = lim Z= (| Ri(x—z) a(t) et d—A| ki (x—t) et dr) = 
一 |. R(x — t) аб) dt — == | k (x — t) dt = 
1 


— —  .. 
w— 


МЗ |`. RA (z — z) (alt) — А(т)) dt = 1\(х), 
故 由 (8) 式 可 知 Ii(x) BAEN, БИ ЕЕ 1). 
АЕ НЫЙ 3). 
KET. 
ЊН (7) =, 


再 由 (9) ЖНЕЙ 2). 
由 AG) 之 定义 , АЕ «(0 EARR 


lim = F. Ri(Y 一 四 alt) dt= lim Г. КА(хЬ— 2) A(t) dí = 
= j im |у (и) а= 
-4 SL C =a, 


故 存 在 ко, 8 х2 xo H, 


|“. kailz — t) alt) dt < A +1, 
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© . 2 
F. (222) 1С +) dt < r(A +1) (x 2 xo). 


СЕВО ЕВО ЗЕМ = + 7 代替 =, 可 得 


YA sin ê YY 2 ; 
КС р ) («+ УГ -+)#<xG +1) (x > x). 


又 由 假定 可 知 e alt) 75 + РВК 


а(х) е т W (=) de< n(A +1) @>ю). 


а) 4+1 (>r. 


当 x < хо №, (z) BR, 故 а(х) 亦 然 , ЖНА Y а(х) Ж — @% < x < % 
ЕЖУ. 
又 对 任 一 4>0, # 
alx + 6)—a(x) = e™ {et (x< + 8) — А(х) 之 
之 ce (х) (e? — 1), 


lim {alx +4) — а(к)) 2 0 


8—0 

ВП а(х) Жми SK. ЕН. | 

$5. Жр. 

ЖАЛЕ Н Ikehara ХУКАНД. ЛЖ БЕТЕН Ж yE yE, 
Їй ЖЕШИН [йй BLS ВЕ ИН ОА) АЛЕН (F 61). 

定理 1。 y(x) ~ z. 

证 : ”由於 J(x) KERTA (х) 是 x ИВ, ESIE T, 在 
БАМ] о< < T PAE RATRE, 

№ с> 1 时 ,由 定理 1.2, 及 (6.14.5) 式 得 


| ey) ae = S? атан ра) аа 


== > ë и (I+) plu) du = s > ACm) | и C+D ди 


n=l m&n 
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= 二 > DD Ао») = 二 lim Sori +1) AS Aln) = 


п 


lim [> (о) я (У A) пу + D” }= 


sm т $; (9 (e > 1) 
由 定理 2.3, ЖК 
ALO атоо ауа 
s 6С) 5—1 Ç) ` s—1 $ 


在 o 之 1 ВЮВ КЕМЕШ а> 0, Ж 1<о<2, (<La 内 一 
KAR ОНИ ЖЫД УЫ (о). 使 


. 1 6") 1 ү 
Ша oT) 


在 [|< 中 一 致 成 立 。 由 定理 2 可 知 
lim e! (et) = 
命 e' = x, Bl 


НВА. | 
Ш 1. 发 p. 表示 第 ”个 素数 . ЗЕЯ 


lim Pn 
n>% Л log п 


反之 ,由 此 也 可 以 推出 素数 定理 ， 
АЛА 2. 起 由 素数 定理 推出 


М(х) = У) щи) = o(a). 
ЭЛЕ з. 就 由 素数 定理 推出 


=1. 


ЛА 4. 设 n = рас ph, 定义 


кыя. — вы, 
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(п) = K, О(п) = a) + a, + б Тақ. 


ш ` 
ть(х) 一 > 1 › т.(х) = > 1 5 
үл Тр о s 
9,(z) 一 > log (pi р) 3 ll, (z) 一 > 1. 
P PRSY Ру тРь«х 


(注意 : ЮВ КЕ кВ ЗЕ Р `'' рь ПА р ` рь 和 xx 者 ;同一 
租 Pi» ` sph 车 次 序 不 同 亦 算 作 不 同 .) 


ВАЎ: 
Io — (>, 
9„(х) ~ kæ(loglog #)*-! (222), 


. | &-1 
пб) т) ~ ОЕ G>. 


$6. Selberg ВАТ. 
$6 一 8 中 之 4,7 К, ЖЕ. 
定理 1 (Selberg), Z x 2 1, НІ] 


X(x) leg x + > (=) leg p = 2x log xr + О(х), (1) 
p&r NP 
> log? p + > log plog q = 2x]og x + О(х). (2) 
p< = Рӯа&х 
在 证 明之 前 先 证 次 引 : 


5]. Æ F(x),G(x) AZE x% 之 1 ВЕН, B. 


G(z) = 之 (=) log х, 
之 p(n) ‹(=) = F(x) log x + > Е( AG). 


证 : 在 56.4 中 已 知 Ala) = D pld) 1085, м 
. diz 


Zeo G) но > 6) 
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> У =(+ 7)> p(n) (зов $ +1 + log —)= | 
= koa log $: > p(n) + > F (Z )40= 
= F(x) log x + > F т) А. 
定理 1 的 证 明 : р у 表示 Euer 常数 ,在 55.8 中 已 知 
Я 1 == + ү + O(+). 


пах 


x 
> (5) У AG) = У > А(4у= 


тпл вах din 


= > log п = ` log z dz + O(log #) = «ве — = + O(log«) . 

n << x 

ЖЕ 5 | S 
Е(х) = (+) УТ, (3) 
故 
G(x) =log x P (2) - пв 5 5 — + (y + 1) rleg x + O(log x)= 
іЄл<я 

= O(log? х) = O( v ç ). 

ЕН Я | ВЛ 


F(a) log к + > 二) A(n) = (£ /=)- Olx). а) 
НЕ 5.9.1 可 知 


>! At) =]og x + 0(1). | (5) 


n < x 


ИКЕН (3),(4),(5) 及 定理 1.2 可 知 
фея Dy) AG) = 
n< x 


= x ]og x + x >, AG) 
n < x n 


— ОО log x — (y+1) У AG)+ O(x)= 
r< x 


= 2xlog x + О(х). (6) 
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由 定理 1.2 可 知 
> ТӨСЕ х (5) leg р = > 4(m) ACn) 一 之 log p log q = 


пах pa <= 
=o( > 


У) вр 1og4 )= o( > log Р > log 4 ) = 


pg” <r p&r 48<х/р® - 
222,851 a>2 B21 
log р 
= O log p ф =0|r 之 >, 
z EDES) 
log Р 
= o(s 2 7 一 )- 9% D 
及 
(x<) = 9(x) + 9(x1⁄2) 十 … 十 9 (же = 9(х) + O(log x · 9(<1⁄2)) = 
= 9(«) + (хм log x) . | (8) 
H (6), (7), (8) В (1) =. 
X H 
I(x) log x 一 > log? p = > log р log 二 一 > log (> 1 + 00 )= 
s< = r< <= P p&r "<= n 
.= > >, log p + O(9(z)) = 
n < x Г р<= 
= о(« 5: 2) но) 00), 
n< x 
Bf (2) 式 . 
$7. 素数 定理 的 初等 证 明 
命 
R(x) = 9(х) — x. (1) 
由 定理 1.1 可 知 素数 定理 与 
lim Хә — —0 | (2) 


ЗЕ. ÆRA (2) 式 之 前 , 先 性 以 下 数 引 : 
5| 1. # x23, Hi 


全 


-一 


лл É Ж ш шн | 251 


S gelo? 1 log? r + Оор), 
pa<x Ра 2 


log p Јов 4 
—— = log x + O (loglog х), 
> 24 log pg ве Qoglog х) 


log Р __ 
> — = O(loglog х). 


p< =< log — 
Р Ж 


#: 命 AG) = у P ， 由 定理 5.9.1 Им (а) = log n + ra N 
| p<n 
ra = OCL), 政 
I log log I | 
5 og р log q = S 108? > %4 5 log Р log — + Ойор а) = 


ra <= Р4 pex P «<= 9 ›<х P 
Р 


= > (Aln) — A(n — 1)) log = + O(log z) = 


s < x 

= Ž _ х = 

= 2. А (т) log - log 27) + O(log z) = 

= E g» (1+2) но E (1+ +) ) + обов) = 
f < x nax 


= + Іор? х + O(log х). 
同 法 ,利用 上 式 及 分 部 求 和 法 可 知 


log р logg — 
— = jog x + О(1ор 1 . 
ZZ, pqlogpq ° (log log z) 


ХХ 
1 1 1 1 1 1 
_— 1 __ 1 gi(— ау 
> п log 22. log х > n 2 n log 2 log х 
n n 
СУ a _ 
< n |, и log? и +00)= 
У 1 


< x z 
- +00) = |- 


2 и jog u 


十 OU = O(log log х), 
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И 
= = Ẹ (Ala) — An —1)) —— = 
pSr p log 2 nar 一 去 

р n 

= > fiog зыр + o( > "а х ш 2x | 
n< x log — „©з lo l n+1 
= (> — a) O(log log х). 

s< x n | 

ВЕН SG, 
log p log q х 
B| 2. 9(x) + 一 一 一 一 一 一 2 о(. ) 
= 2, log pq eHO mgr) 22. 


证 : 命 Bla) = ` log p log а, C(n) = У Іор2р, H] 


ра=п p<n 


э(е) + Уу 1081084 y СО)—С(з—1) | y BBO) _ 


pa < x log pq n< x log n | n< log n 


СЧ) ‚ ВИ 1 
logf х) t ogiz] log[x] + > {со + sH- n  log(z-+ 1) 


(1+ +) 


= 2х + о(-®—)+ > > (2 l O ) 
,全 | п logs + Ola) log л lognlog(n+1) > 


=2« + o (+ ). 
log х 、 


ВНЕ. 
5] 3. R(x) log x = У dog p log q R (=) + O(xloglogz) (х >> 3). 


— - Q. 


й: 由 引 1 及 引 2 得 


2° 2 


x = ° logar 


十 И. — ЮР _ - 


2x 
р<х 一” 
р lo 
8 р 


} = 
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= 2x log х 一 У log гг з=) -+ O (x Іор log x). 


dr x log qr 
将 此 式 代入 Selberg 公式 (Вр (6.1) 式 ), 得 
_ log Р log q (= 
90) ох = D ито =) + O(e log log z) , 
将 (1) АКЛ ЕК, N 1 序 每 本 引 理 ， 
> 


51 4. |RG)|< оС) «> 
Ж: 将 (1) 式 代 入 (6.1) 式 得 
R(x) log x = — © к(5-)лове + О(к), 
мези р) 


p<x 
(5) 
| P р4<х gp Pq 


+ O (x log log х). 


故 由 引 3 可 知 


2 | R(x) | log x < ` 
р&<& 


由 引 2 AARRE, ЗЕЕ 一 [1 引 | 委 le 一 引 ， 故 
log р log q x ——)| 
2i R | lo 一 - 
IRO |z < >: (онр + D Р РЕФ тт) 


十 o( > logp+ > log P log азза) а + O(z log log z) < 
p&r Ра<х log Pq 


ӨБ | GF) + 


| Ө | ü | R( 5 
+ O(x iog log x) < 


"Со т>» CGG + 


1 1 
+ о(« > ‚ B Zn (+ — т)) + О( log log х). 
由 定理 1.2 可 知 


22.’ 


< 2 У! 


r< x 
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> 2 (3(=) ш = )) и 
=„® O - тарсу) t oG) = 


= o(s > 1 )= O (x log log х), 


n< x # log n 


2 | R(x) | log * < 2 >, к(=.)| + О(х log log х). 
n&r 
HHE AKHA, 
5] 5. Ж * > 1, А 
x ЗО) = logr + 00), 
п©=х n 
> э(+)= = x jog < + ОСх). 
n< x 
证 : H 
1 i 1 _ 1 t 1 
>. п? x=, 之 ж р +o) oG) 
故 
9(л | 
У 20.51. 2. logp = 2i logp 之 = 
n< < n< x pan р=<х <n<x 
= l — + Oí — О{ — || = 
2“, Є r)+ (+))= log z + О(1). 
x 


> э(#)= у > log p = © log р > 1= 
n< = n< x < Š p< „<>. | 
n P 


=». (= + оа) = z log z + О(х). 


p< =< 


引 6. У" kG) = - у} RO) R(E) +0). 
n&r 


n&r 


Ж: 由 Selberg 公式 (Вр (6.2) 式 ) 及 分 部 求 和 法 可 知 


а 


一 w. а ms... ¿a йр, 
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> log2 plogp + > log р log q log pg = 2х log x + О(х). 


<: 
9 
ыр 5 to) мт Х +o) 
RA ЕЛЕ, Ну Ж 
>> 2 log p + >+ „ 之 log >, log q = 2х1ор z + О(х), 
< ,< 
ЕДЕ; 


EE +; (2) = 2z az + 0G). 


& 
将 (1) 式 代 大 上 式 , 北 利用 引 5, BMSH. 
817. Ж O< <l, BFE x É < > ж 上 时 有 
| | RG) | < ax, (3) 
HFE хо, @ x > х, №, БАШ ((1 一 с), <) ВЕРЕН (у, еу), 


Ж y < z< есу № 
[2O |< te 


не a= 1—9) | 
证 : 由 引 6 可 知 
В чек < х но) 
+ | > Lro (E) E ив к(=) | +00) < 
"<o —<—< ` | | 
< ох > | +. + oo = с? x logx + О(х), 
+< < 
ШЕ x > х RF, 
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5 ор К(п). 


x! < n< x 
ВЕ х = (1 — 0)! x | 
f Ra) 在 (х’,х) АЖ, АН у (er < y < z), 使 


R 
| RO) | > log n < o?’ (x + x”) log x< + О(х). 
х'<п=т 


< a(x + x”) log x + О(х), 


H ° (1 — о) < 2. а 
| R(y) х-Ех' 1 б(1+7) 1 
| y |< х—х +o( 记 =)< 8 +o( 记 二 ) < 
< eto) (x > ку). (4) 


{НЯ R(n) ТЕ (х', х) ИЕ, RRE у (х < y < x) 使 |R(y)| = О(1ору), 
故 (4) 式 仍 成 立 . | 
Ж i<y<y 时 ,由 引 2 可 知 


‚__ I 
„24, log p < 2(у' — y) + O ( Тор y’ ). 
TOEN 
IRON – ВО) |< 07у) +0) G) . 


фи ур < x, у ШВ (4) RA LZK 由 (O, (5) 可 知 


+о( 1 )< 
log x 


саяз „ы — D+ o( 1 ) 


Іор z / ° 


КАЕ ЫЕ 


ЕТА e° < — (0 <% <1), м 


К(у2) | б(1-Е3а) 1 ( 1 . 1 | 
一 < -_—————————— , mm — — 一 — 
| y2 4 1—8 + 1—8 1) + Є < 


g(3+50) ( 1 o Ñ+ a 
<— +0 тг) < 1 (х > za). 


i 
. 
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Ë y < тууу TA yi < x, Куу WARR., E > > 


> рте x еу > үрү; > МХ у = e"? y ЕВН. 
BEBAS ҖЕ. 
REIER: CAFE c> X xo É x > Е 
I(x) > сх (6) 
ОҢ ЁЕПДЕН 1.2). 由 Selberg 公式 可 得 


_1_ 
к-а ш ZOG) toC) 
(х) х log x 之 log p + Тор z 
1 x 
log x > P (Z )is r- az pesto (x = )< 
Pe 
_ x log x ( 1 ) ( х N 
< 2 [ор x +0 я. > log p j О == 


=@—д++О(-#—)<(2—-+)« («> xo, с> 0). 
H (1) 式 朗 得 


| К(х) | < ox (х > xo, а= |1-= |, 0<вс,<1). 


= 2х 一 


命 
б = (1 — a 1, в = 90). 


由 引 7 得 知 存在 Xs, 2 Xos = x > ко, Hy, 任何 区 天 (6*- ', е) (с<с<у) 
BELATE (y, ey), ж уу < л < г yv ЕР, ' 


FEG) < 9 
| 


由 引 4 可 知 
RO I< > 5 (=) о z )< 
°g * — <<= п V logt 
do . 
So x 1 Sotok 1 х ° 
< > =+—-%. =, > 一 +o( =) < 
—= J < 
| log х — п 2 ер к <, п Vlogx | 
хоу 
r € (уусу) ° 
< 


THI ` | ——.. 


| S 论 ЗЕ 51 | 
— a r a 
KEA 1 _ (—%) 
< log х > 


1 
ЕР 之 之 + +o( 
< 


"ү 

= j< 

c< э,<а<ебу, Viogx / 
90 


1 х 
.— s+o(—) o( )< 
н Z (0) Gi 


0 х .6 Ologx x + o(Z— =) < 
lgx 1056 Vlogs 
< Фу (1 — _ Оа) о _ 


1024 log — ТТ 
g 


< &(1—-@=—” 


x 
1024 )* to (Es )< 


< (1— 40 )ғ = ох (к> x, > х), 

JIER с, < 0, 不 断 用 上 面 的 手 纺 得 到 
| R(x) | < z, х 

JK om 一 or- (1— (1— 


а д) (1 < < 
<2(1- (1—00)? 


2000 Аа), 改 іта, = 0. 
BERRIE. 


(z > xa), 


$8. Dirichlet % Ж: 

定理 1 (Dirichlet), $ k> 0, 1 > 0, (k, D = 1, Дш 如 十 了 之 素数 
ZAMR. I 

ЖАЙРА ГИВЕН 1 强 的 定理 


定理 2. Ро, I> 0, (А, D = 1, EJ 


Јов р 
Р 


= 1 
= $ log + O(1) 


Pex 
p=!(mod+) 


РЕЧ (mod À) 


№ >, 表示 就 所 有 不 超过 < 的 形 如 ka + 1 的 素数 求 和 
_ 2<х 
ЖЖ к 有 了 关 


与 O 有 关 之 常 


第 九 章 жш 定理 


征明 定理 2 之 前 需要 下 面 数 引 : 
ЖХ 篇 非 主 特 微 , 命 


L(X) = > ды), LOOD = > ZG) gr | 


511. ВХ 是 非 主 特征 之 实 特 币 , 则 L(X) Z 0. 


 F(n) = `> Х(4). 


diz 


ЕЛ 
1+ +1=7+1, # X@)=1, 


ЕФ) = i 1—1+- Fl=1, # Z@)=-1, 1 篇 偶数 ， 
1 一 1 十 … 一 1 一 0， ж X(p) 一 一 1，/! 篇 奇数 ， 
而 Fa) ХЕ, i 


1, Æ ”篇 完全 平方 ， 
">| 
| 0, 其 他 情形 ， 
故 | 
х) = Fla) 之 1. 一 
G(x) > 12 2 < = oo 。 


但 另 一 方面 НЕ Z 非 主 特征 时 ,有 


>. Zt) ~ oG, > — 0 (legs ) (8>0,#>1. 


х©з у `*<n=<y 


GOETHE 7.2.1 及 定理 6.8.2 得 之 .) 故 由 例 5.8.4 4%. 


G(x) = >т > x(a) = > = 


n< х ddl < x 


1 #(2 — ZX(d 1 
- Z уи + 


«уу V я. `< 
| x <4<— q < 


259 


(1) 


(2) 


= „> + Са > 20. fay = +а+о (y 2)) = 


< 


260 数 论 Е 81 
=2vx У) Z) оа) = | 
а<уу 
| =2 x LOO +00). 
E L =0, Ду G(x) = О(1). 此 不 可 能 , 故 得 引 理 ， 
О(1), # 100) -=о0, 
— lgr + 001), # L(X)=0. 
0: 在 定理 6.3.3 内 命 H(n) = Z(n), Fln) = n, Ah 


812. LOYS ЕО -| 


G= 之 F (£) Н(п) =х > Ке = x L(X) + О(1), I 


1©л=х 


kt | 
x = F(x) = > (п) (= )но) = LO ` ZO) phn) оа), 


1<л=х lanar 


L(X) У. та) о). = 0(1). 


r< x 


# L(X) = 0, ш у) РОИ) = 0(1)， 即 得 定理 。 但 车 L(X) = 0， 则 在 定 


ngr - 


ЫШ 6.3.3 Ман F(x) = х1ювх, H(n) = X(n), К ` 
С(«) = 2. (5) H(n) = r `> —— 601 log = = . 
n< 
= L(X) x log x — Li(X) х + O(logx)= ` 
= — L,(X) x + O(log х). 


由 於 例 5.8.2 可 知 >, log = О(х),Ж 


Yjlogx 一 2, (л) с(= =) но) = POKOI 1100) + 


lansar 


+ o(1og =) = = — 1100) х > Pln) Хы) Хш) + O(x). < 


n< x 


БЇЗ. 
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p&r 


{о Ф L(X) +0, 
— lgx + 0(1), €&€ L(X) = 0. 
H: у; ae _ )log p x 206240) + 0(1)= 


| pax | з= | 

= >, Ze 5) (4) log > + 0(1)= 
_ < 2424 | 
一 > dd 
= 5) н) Xl) s ХЫ ) logd + 0(1)= 


d&r 


(4) log d! + О(1)= 


et 
4 < 


= 5) ONOI fz, (Ж) + o( ча ) +0(1) = 


d&r 


= WE 0 + оа). 


Ex 


故 由 引 2 BIRR. 

5| 4. & Z УЕА, 上 则 L(X) EO. 

w: ЖМЖ mod 之 非 主 特征 之 中 ,使 L(X) = 0 者 之 个 数 . 又 以 > 
表示 过 mod k 所 有 的 特 徽 . 则 由 引 3 及 定理 7.2.4 REH 7.2.5 得 


X 
p(k) > 18Р = °` у) ТАЁ ОЕР. (Р) ГАР ЕР =} ЕР + 5 — = 
озар Q) рх r xÉ Xo p&r 


= (1 — N) log x + О(1). 


但 因 тю > 92 >о, й O<N<1 ХЖ Хх Ве, И 
pax 
fp 三 1(mod k) 


L(X) 50; АЦЕ L(X) = 0, H| N 22 &, ME X 是 实 特 币 时 , 由 引 1 
知 100) 50, k N=0. 806558. 
定理 2 的 证 明 : 由 引 3 及 引 4 得 


pax 


262 ж = а 8 


ПСН 7.2.2 得 


(у) р х 


р<х 
р! (той А) 


— У logp + У ИО У к за log Р = log x + 0(1). 


Te P 0) Рк 
ВНК. 
ЖЕ. Ж (kI) 一 1 1584. А 
r(x; К, 1) 


lim = 1, 
x= OOOO x 
Ф(К) logx 
提示 : 1) 命 
Эх) = > logp, (х) = У A(n), 
рой k) „1059 k) 
АТ 
па RD) oim 9 „ү AO, 
x— ° х хэю _ Я x— o x 
gp (A) logx p(k) p(k) 
im ZRD _ lim I) к 6) 
а М ә х в vO 
Ф(А) logx Ф(&) Ф(А) 


2) й: E Dlg” = AG)logs + DAWAC). 


din din 


BEARER z RKM, ЖИ: 1Sa <r, n=l (mod $), НИ 


>` log? p + у log p log q = x log x + O(x) 


o par pa <= 
Р=Неро А) Ра (той А) 


$0 


9;(х) log х + У log p 9⁄; (=) = (у x log z + О(х), 


| t< x 
此 不 p ARR ррР=1 (mod А) 的 解 ， 
з) Ф 


9,65) = + КК»), 


ГТЗ 


ы. — ТРО —— 


. 
} 
+ 
ъ 
у 
f 
i 


N 
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Я! 
R(x) log x = > log p log q К У) 十 О(х Іор log х). 


ра<х log Ра 
— ee z log log 19108 ғ) 
jog x ` 


5 к-У X в) (2) ноб). 


< x n< > aB=1(mod А) 


4 R 
) | Ви) | < ПОТ log x Š, > 
(а, А) = 


6) 车 0 < # < 1, BFE Ygs x= x > Xo HF, | R(x) | < == Ө? BIJ.P.7f хә, 


Ë z > НШ (O — a)" =, к) POATEN (y, е' у) (= 
= y<>z=< e y RF, | 


3 


| ato? 
p(k) 2 


7) 试 先 由 定理 2 进出 存在 бо № xo; Ш 0 < c, < 1, Ж x > wo Е, 


kaeo 


| R,(z) | < 一 一 О ` 


. | +0 * 
ЖЕН 4),6) ÉPIER 
R,(x) 
lim — = 


к» o 


第 T+ ж 
W o k m 3 н 


$1. ЕНЕ ЛЮ. 分 数 
do + | 
21 + 


十 二 - 


4м 
У ЖН ӨЗ (finite continued fraction). 2 N = оо, ДІН EDR, Пр: 
А ЕЕЕ ss Sk ЛУАРА. БОЖИЕ. 故 通常 以 符号 : 
1 1 1 
mw 十 二 二 而 二 二 而 


或 


[ аб, al, 82,3", ay] 
来 表示 。 由 计算 易 得 


dz 41 aot art ао 


__ o _ 20 ayti — 
[4] = 1 ° [40, a1] = wai ， [40 ar 8] mati 
ая 
[ay ар, =", в] = Ре, 0<n<N, 


其 中 pn Ж 4» № аа‘, а, 之 多 项 式 。 S*JHE— ВАХА. 其 分 母 
а, R a ЖИ. © 名 篇 [aoo a] 之 第 в 个 计 近 值 或 渐 近 分 数 (пећ 
convergent), ` 
定理 1. ВИНАХ И: 
Ро =a, фі = ara + l, р, == a, Pa-1 F Pr- (2<>x=<N), 
264 | 
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40 =1, 4ї= а, qa = dn 4-1 十 9-2 (2 <n< N). 
证 : n = 0,1 及 2 R, HJ НБ OLF S m < N, HRE 
Pm йя Pm-1 F Pm-2 


Jay," a = — h = 
[ 0› 3 т) Gm Pa 4=-1- 4-2 ° 


此 三 Ря-1› Чт-1 Рт-2› @т-2 ЖЛЕ а0, ``, am-1 3. ЖЕТИ НЕ НЯ 
定理 。 因 | 


一 


Ёт+ї == [ ... == ... 1 -| = 
Gm+1 Фу, › m 4+1] [a 5 s Ят-1; m + Amt] 
(a +1) + 
= ” üm+]l Pr—1 Pm- — Ят+1 (am pm-1 Ёт-2)-КЁт-1 — 
dm+1 
== йм +1 Pmt Рт-1 
Ят+1 Imt $т-1 
故 得 定理 . 
定理 2. р 及 q, ВЕТ: 
Pn фп-17— фв-1 Ҹа = (—1)”-1 (а 之 1)， (1) 
Вр 
Pan _ Pol (—1)°-! 
Ч" @з-1 qx @п-1 
& Б 
Pn Tr-2 — Pn-2 dn = (—1)” ds (в > 2) . (2) 


证 : (1) 对 n = 1 时 题 然 成 立 。 ДИЙИП АДЕН 1, 
Р» а-1 一 Pa-1 qa = (аһ 加 -1 + 加 -2) Go-1 一 pal (a, Чь-1 十 ga-2) = (—1)””1, 
又 由 定理 1 ж (1) 式 可 得 
Ра Фа-2 — Ра-2 qa = (a, Pa-1 + Р»-2) Фа-2 — Ра (аһ qa-1 + 4»-1) = 
= an (Ра-1 qa-2 一 Ра-2 ә-1) = (—1)"а„. 


ЖФ. о BER, aar BAER. E 
1 1 
Ра + ҮН +, 


ВЯ Х.Й ЕЗШЕ, ЖЕЛЕ ЛИЙ ПЕ EBR e 5-8. 


ТЕ 


266. Ж 论 ің 5 | 


由 定理 1 及 2 Нар Я НЕЕ: 
定理 3. G) # л> 1, ү: q, 2 q.-1i + L, Ж q, 2° n. 


GD Panti 一 P2n=1 Pon ~ P2a-2 
Я2п+1 92п-1 ? 92" Я2"-2 


Gü) А-В ЗЕ А-В, ВЕК. 
命 a 篇 一 实数 . JX m = [a], f 


, 1 | , 
“ST aja] ° 取 a = [aj]. 


再 命 
1 _ [a 
= ГТ]? 取 а= [0]. 
ПЫ. 命 / 


1 


, | , 
—— — =a a, = [а 
心 _ 一 la] яз 取 п [ al 


等 等 。 MR, ERERARS, HU а 必 篇 有理数 ， 反之 , 车 a BAART, 
(p,q) = 1, M a| = [£ ],ii 


ВП 


又 同 法 


5 (=r), 0572 < м. . 
2 


kE a 篇 有 理 数 , 则 连 分 数 之 计算 与 Euclid HAE ORRA) ARR KR 
之 妙 . НКРМ ВП ао, an a2，… › 故 得 次 之 定理 : 

定理 4. 凡 有 理 数 几 可 表 篇 有 限 连 分 数 ， | 

A F ar ВЕК 8, Вр ЕНЕ 52 由 显然 例证 : 


¿+T=a+1 


ВЯ ЖЕ, REL, E a, > 1, E 
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[ао a] = [®,›й-ьа„— 1,1]; 
т а„ == 1, HA 
[ао , +, aa] = [40 ,… › an-1 F1] . | . 
故 一 有 理 数 必 有 二 种 表 法 ,一 之 в 篇 奇 ,他 之 яп 篇 偶 。 车 a 非 有 理 数 , 则 上 法 
得 出 一 数列 
do, 21, 2) |... s @в, " "° 


如 
т = [3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 21, 31, 14, 2,1, 2, 2, 2, 2, 


1, 84, 2, 1, 1, 15, 3, 13, 1, 4, 2, 6, 6,1, ·-·]. 
定理 5. в 
а, = [co 41,*** , dn], 
ДЇ а, ЖЕ. | 
Ж: 因 а, = pa/qn, НЕ 3 Gi) 已 知 
Amt < @һ-1, Arn > @),-2. 
故 Arnt RERBA iN an ИВС. 又 由 定理 2 (1) 可 知 


Cl 之 Antl 之 Can Z а. 


о, 之 限 仔 在 ， “һу СИЛ. 更 由 定理 2 及 定理 (1) HJ £p EF n 一 % 时 


1 1 
ам 一 oo- = —— -ъ0. 
| 2 ? 1| An 92а-1 м 2n(2n—1) 
k 
lim On == lim ©0231 。 
z 1. ЖЖ 
@у —1 0 0 0 0 0 
1 4 _1 0 0 0 0 
p, = 0 1 й2 -1 0 0 0 ， 

| 0 0 0 0 1 n=] -1 | 
| 0 0 0 0 … 0 1 аһ | 


ЧЕЙНН q, 篇 由 上 行 询 式 中 除去 第 一 行 第 一 列 后 之 行列 式 之 数值 ， 
aa ER 2. Ё {и}: 
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1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, = 
(a = sa мы = t-i + ш G > 1)) 882228 Fibonacci Й. ЁЛ 
G) + (1 十 V5) 之 第 ”个 渐 近 分 数 篇 -et , 
(ü) НР [co 41,… ,ea e ] 之 诸 a, 中 除 三 2 (> 0) 外 ,所 有 
之 a Gn) ЖЕК 1, ДЖ m > i 时 有 


Pm _ “iti umita E Ui Wm-itl 
dm Ui Um—it3 F и Иті 


AA 3. 在 八 知道 ， 湖 雇 月 就 是 从 太阳 .上 来 看 月 球 比 地 球 一 肖 所 需 的 时 
间 , 也 束 是 相同 的 月 面 位 相间 相隔 的 上 时间 , "ЕЗЕК 29.5306 日 .交点 月 , 就 是 月 
ЗАЛЕ ЕН “ZE РАНЕН ЗНА ЕЛЕ ‘Зе’ 所 需 的 时 间 (Т 
88 “ЖЩ” 就 月 ПКЕ НЕКИЕ ры НЕК КС НОСА), Ж 27.2123 Н, К 
ЕН, НАЈ 18 年 又 10 K. 

Я 4. 火星 最 亮 和 见地 球 最 近 的 一 年 ， 叫做 火星 的 大 第 各 人 知道 地 球 
АРУ НЕ 3654 H, 火星 是 687 H. REEK E MAIER 15 年 
一 次 . 

52. 连 分 数 展开 之 唯一 性 ， 

定 ЗЕ. а, = [ao алъ ] ЖЕНА [аду аә е ,as,… ] п + 1{Ш 
完全 商 (complete quotient) 。 

定理 1 a= а= Че +1 ‚а = Зра бөз, у әд, 

ж a НЕЕ, БАХА N. | 
#: Е n = 2, НАША. Жар 2， 因 
wamla], В а а. 


ИС ЕЙТЕ БЕ, 


1 


а= 一 一 一 一 一 


an-ı In-2F qn- 1 
1 99-279 3 CE antan- 


(an-ı Pn-2 t Pn-3) &„-Ер»-2 — -Pn-1 «„-Ер»-2 
(а„-ї qa-2 F 4-3) а 4-2 dn-i cs 十 @п-2 и 


Ен B Sr GK Бї сй ¿y 数 
定理 2. Е 


a, = [as]. 
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但 若 a 篇 有 理 数 时 , 则 有 一 例外 ,部 当 ам = 1 В, ан-1 = [ey-1] 一 1。 由 此 可 


见 表 有 理 数 篇 简单 连 分 数 之 法 了 唯 有 十 种 ， 
#: BABKA: 


, 
«= а. 
a 

п +1 


# а 非 有 理 数 ,或 а 需 有 理 数 而 n N — 1, Шо > 1, Вр 
а, < а, <a,+1. 
ВИНУ, 车 a BAAK п = N 一 1, B ws = 1, 则 
аһ = [а!] — 1. 
定理 3. 用 简单 连 分 数 表 无 理 数 * 之 法 唯一 ， 
ÉE: 假定 


a 一 [ ао, di, G2 ， | 一 [bo 61, ёз, …|] ` 


显然 可 得 a。 = [а] = 5, 同 理 可 证 ау = Ьу, GRE a= b, ар = Ы, -. 


==ф,_1 ПЕ 8» = bn. 由 
a = [ao ， .. 13-1, а! ] = [ao ， e s da— 1 В, ] 5 


可 得 


一 a, Pa-1"T Pnr- — Ba Pn-1 t Pn-2 
a, 9n-1 十 Gu 一 2 В, q.- 1 T Ч и-2 > 
部 


(a; — Ba) (р„-1 4»-2— Р»-2 4-1) = 0. 
由 定理 1.2 可 得 


й 


аһ = [a] = [B] = bs. 


*) AA ЕНЕ 5 RAIAR, 


› @в-1 一 


ki 
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定理 4 ЕЛЖ 
dn рь = ——— , 0 <ó, < 1. 


(Ж a 篇 有 理 数 ， ЗАЛЕ 1 < п < N 一 2 时 篇 中 ,而 ON-1 = 1), Н. д» / д»+1 
AERAR. 


证 : вм 
= Cnt1 Pa pr] 
«лз 419-1 ° 
ie 
а — Pa — Anyi Pnt Pn- _— P __ 
dn On+1 qn 十 qn-1 qn 
= — (р, a-i dn Ра-1) _ (—1)” 
| Ч» (0 +1 Gn tgn- 1) Яп (аз qn qn-1) 
故 
》 = Фа+1 _ 2+1 9919-1 


On +1 Я Gn-1 "лз qn qn—1 
НЯ Я, ао = алъ 之 情况 外 ， 


0 <ó, < 1. 
又 因 a; = a, + 1/а +1, BPA 
a _ 1 1 _ 1 
dati 07 +1 4+ 9»-1 > (an+ +1) ant qn- 1 Garı tan > 
> 1 = 1 > д.+ | 
йз+2 +119" 4+2 dn+2 


最 和 合 一 不 等 式 中 ， 等 号 仅 当 anti 一 ал+; Вр a ЖЭНЕ, n 一 以 一 工 HFE IE. 
BRE 
由 此 定理 立 可 推出 : 


定理 5. Ж a ВИ, ДІ 
lim -如 =a. 
nə An 
- P. < 1 
定理 6. а < та 4? ° 
WE а 篇 有 理 数 及 п = N 一 1 时 , 取 等 号 . 
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$3. 最 佳 渐 近 分 数 . 

在 分 母 不 大 於 N 之 诸 有 理 数 中 ， 就 与 a 最 篇 接近 ? 最 接近 之 分 数 名 篇 a 
之 最 佳 渐 近 分 数 ， AER ps/qs ПЖ a 之 最 佳 浙 近 分 数 . 

定理 1. nl, 0<4Lqr E. р/4 Ф pr/ 4% RI] 


Pn а < |2- — а 
dn 
故 在 分 母 不 大 於 дь ZERB, DA palda 与 а 最 接近 ， 
ВЕ: 考 能 六 有 明 
ЁЛ 一 4»®|<|р— qal р 
则 定理 已 明 ， 


O 习 “= [а] +5. 此 时 名 =a, ИН. 


GD а < [а] + № л = 0 BE, ЩЙ; > [а] + 1, ИН 
对 n = 1 И; анна п — 1 Ж, ТЛЕ ваай, 
E q Sqr ИНЫЕ 
[Рв-1—— qni a| <|p ~ qal, 
故 可 假定 4» 2 4 > 4-1. 


Ж g = а», EI 
Pa __ 
P ， РР, 
x 
Pn 1 
19 L a| <<, 
q, dr 4+1 ~ 29 
E qati 一 2， 则 必 л=1. 此 时 a, = а, = 1, 
1 1 1 
тж. 
КО a + <а<щ +1. МНН НИЕ qst1 > 2. B 
А 
Pe а 一 -一 < 过. 
| | dnan dn danti 24» 
由 是 得 - 
|2 —a >|2 — 2 -|2 _ ¿|> | > ,|> а) 
@ q Яп Өт dn dn dn 
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故 今 可 假定 qa > q > 4-1. RPE 


ИР» + 0рь-1 == р, “4а 十 04п-1 — 9, 


Я! 
и (pn qs-1 一 Pn-1 4») = Рфа-1 — ЧРь-1. 
由 定理 1.2 得 
и = + (Pqn-1 — 4рһ-1)› 
同 法 


ç = + (рд, 一 qpa), 
此 u K ç EARR, N 
4» > q = tq, + 04-1 


Ж и Ко ~E—A. 又 由 定理 2.4, 


pr 一 4.9, Рп-1 — 91-1“ 


НЮ. k 


| “(р„— qna), v (Pa-1 — qn-18) 
В. 由 
p — qa = и (р, — qna) + v (ра-1 — qn-1 G) 
可 知 | 


|p 一 да| > [2-1 — @п-1 a| > ГА — qa. a| 。 
Я. {Е л 一 [3,7,15,1,292,1,1, s. ] А-В 


22 333 355 103993 104348 


3 
1 ° 7° 106? 113’ 33102 > 33215 ° 


ЩЖ НЕЮ. PMET 500 4E, оро Ез 22 йыр "з Оё 
较 西 洋 最 早 之 Otto 和 隶 早 千年 之 谱 )。 最 有 趣味 者 ， ааа 
分 数 之 烈 ,换言之 : 分 母 不 超过 113 АЧ НН: 2 更 接近 从 e 者， 

[К ЕШ 2.6 可 知 


355 1 1 
|x те) < 113х33102 < 108 


故 大 3 准 至 第 大 位 小 数 ,此 奥 实际 计算 之 结果 355 


$4. Hurwitz 定理 ， 
ERIL Ka ЗЕТ ЗН В 


= 3,1415929 相 吻 合 . 


с 


ай š ых > ' 
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— Р 1 
а а < 29. 


22: 由 定理 2.4 可 知 : ре д fe 中 一 较 a 篇 大 , 一 较 a 篇 小 。 Ж 


Pari _ Pa | _ 名 — al Pati а 
dn+1 dn dn dna+ 
PEH А, ДВ 
1 _ |a РЫ 1 1 
dn 9п+1 qati Я | 245 24 ояз > 
ВП 


(4+1 一 4»)? < 0 5 


此 不 可 能 (№ > > 0). ВАЗЕ. 
由 此 定理 可 得 : Ж a АЕС, НЕВИН р/а 使 


Р 1 
а 一 A < 24? | 
定理 2 (Hurwitz)。 於 a = ШШ ñ рН —й-@- 
_Ё 1 | 
“ q | < 542 ° 
证 : 命 a = В,.,, HIREM 2.1 
Рп —« — 1 — 1 | 
Ч» qn (anti q --q,- 1) 92 (anyit Bn °. 


а + B, < V 5 , | | а) 
TERE (1) AH i= n—1 Z i= n BAR, H 


1 
0 1 = dn-1 十 x ° | (2) 
K | 
1 @п-1 41-1 @һ—27ГЧя.-3 | 
—— -一 -一 一 一 -一 й„-— + pe 
Ba dn-2 Яв-2 1 В 1, 
故 
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L + a 一 "р + В.1<У 5, 


立 得 
1 Pa), 

вр. 

B, +3- УЗ. (3) ` 
因 В. 需 有 理 数 ， 故 不 能 取 等 号 。 部 得 

82 —У5 В, +1 <0, 

ЕП 

(8.75 < +. 
Я В, <1, ж 

В.> (5-1. = | (4) 


同 法 : 车 (1) 式 对 i = s, i =n + 1 BR, ЈН 


Bari > — > (м5 5—1). (5) 
由 (3), (4), (5) 各 式 可 知 


==. 一 В, < 5 — В„+ > В, <м5 —(V5—1)=1 


此 不 可 能 , 故 得 定理 . 
由 此 定理 ,可 立即 推 得 
定理 3， 任 一 无 理 数 а ИВАНЕ 


Е 


< 
定理 4. V 5 帮 一 至 佳之 数 。 йаг, 4 > 5, ИЖ а 使 


ЖЕН ЖЕЎИШ. Б 
№: а= LOS D 即 其 例 也 。 ЖЕ 


жт Иш ¿Y hr 


1 аи P д 1 1 
— 5—1 = 一 + —, б < — < —, 
АЈ] 
7 7⁄1 э 47 Ё 


平方 此 式 可 得 | 
. 62 — 2 
每 ~V58=( 圭 4+p) -2 p=pa- фр. 
当 q К, АЈ] 

|; -У38| <1. 


故 束 数 | 
29—94 +2 = 0, 
Вр 
(2р + 4)? = 5422. 
此 万 不 可 能 者 ， 
$5. 实数 之 相似 ，. 
ЖІ. ЕМУ, H 
£= Ir, аё 1, abcd БШ, 


Е #7 请 之 相似 ， 此 种 由 7 而 £ И, ВоВ. 
Ё 1. £ = a + 2, 7 = + АНИ. 
#12. £ = [a, Ç] = a + + ЖАН. 
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(1) 


Я 3. а= [ao ab an ай] 可 以 看 成 需 例 二 所 壕 之 模 购 形 之 n KAS 


Ш. 而 得 出 之 模 多 形 篇 
_Р°-1 а„-Ер»-2 


Q = " - . 
4а-19, 9-2 


ИА ЕД : 


也 


G) 一 数 必 与 其 自身 相似 。 Же = 7 ЙИ (a = d = l, b = c = 0) 


Gi) ЖЕ УНШ, ДИ 7 S Е НЫ. ЕН (1) 式 , 可 得 7 = (d£ — Б)/ 


(一 сё + а), Ша, 
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(ш) Æ & W 7 488, 2 8% СНЫ, НН] Е СЛ. = (an + 5)/ 
(c7 + d), 92 = (a, Ç + 6) / (06 + а), Bi 
ё = {(аа,-Е®с,) Ç + (а +541) }/((са,-Е4су) © + (chit ddi)}, 


”此 不 
(aai + bci) (с2,+44,) 一 (abit bd) (са, ас) 一 (ad— bc) (а; 91—61 сү) = + 1. 


定 фЕ 2. Gi) ВЕЕР AREZ, 
定理 1. 几 有 理 数 必 相 似 ， 
证 : № p/q, (р,д) = 1 篇 一 有 理 数 , 则 有 р 及 4 使 


Ра — qp =1. 


pp:0tp _ а-0-6 
а 90+4 cOta’ 


郎 有理数 都 相似 於 0， 改 得 定理 ， 
定理 2. М (1) 可 以 才 成 需 连 分 数 之 形式 


ad — bc = — 1. 


£ = [ ао, а,б у ау-1;7]] , k 2 2 | (2) 
的 必要 且 充 分 之 人 条 件 篇 有 二 整数 с в d, WE 
с>4>0. (3) 


证 : 1) H (2) 可 得 
E = (рь-1 7+ра-2) / (Ч+-1 9-Е4к—2) › 
此 显然 适合 人 条件 (3). 
2) TH d 行 呈 和 纳 法 以 广 明 定理 之 道 部分. 
当 d=1, Hj a = bc + 1, 8р 
E = ((ëc + 1) 7 + b) / (сй + 1) < 


‚ SEX IESS , НҢ! 
— 7 _ _ 
£ = + cz 十 1 -一 [5, с, 7] ° 
ERAH, АП 
_,- (c—1) 7+1 _ _ _ 
£ == р lt CRI = [2 一 1 1, с 1,7]. 
H #* 


一 
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§ = (bE +a—bq) 人 /45 十 < 一 29) (4) 


с =+ 


之 积 等 於 (1) А. 如 取 q E 0 <¿— dq < d (М d> 1, (с, d) = 1), Rl 
(4) APREN 4 СЕЛИ d, КЕШ. 
定理 3。 二 无 理 数 相 似 之 必要 且 充 分 之 人 条件 篇 
£ = [ аб, 41,**°* , G, Cos Су, ...] ; 
Я = [bo, bi, bm со cl ,…] . 
М, Нон БЕРЕР, АРУН 4556241811. 
证 : 1) ff o = [сс], A 


w Pm Риз 1 
0 Чт Е 9-1 


о ВЕЛИ. Шо МЕЖ. 
2) Ж £ 与 7 相似 , 则 
7 = (48-5) (сЕ+4) 1, ad — be = + 1. 
可 以 假定 сё +4>0. Е ё ДШИ: 


£ = [аә а, , аъ, ою] = >» Pm 4т-1 — Чт Pm- = + 1. 


& = {ao И ГЕЗ =] 一 lao, `**, 24-1; а, | — 


| = (@ Pr-1 F Pr-2) (а, qt-1 十 94-2) 1. 
ШИГ | 
7 = (Ро,+К) (Qar S)! , 
此 处 P = ару + 64-1, R = ар; + bqa-p О = ср + dar- S = срь- + 
+ 244-2, Р, О, R, 5 ЗЕ, НЯ PS — ОЮ = + 1. 


由 定理 2.4 可 知 
9 | 6’ 
Ра-1 = 44-1 + ———, ра-2 = Êqr-2 + ——, || <1, [8| <1, 
45-1 45-2 
故 
= (+ qat E, S= (сва) дз + —©9—. 
45-1 92-2 
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由 сё + d > 0, 及 45-2 2 К — 2. 45-1 2 45-2 + 1 (定理 1.3), ня K Ж 


ЛК, 
о>5>0. 


由 定理 2, Н] iü 
| | 7 = [4№› ，…，po af] , 
ВИНЕ ОШ ET. 

T M(a) 篇 最 大 之 数 ,使 得 对 任何 s > 0, 不 等 式 


Q — 


Pi _ _ l 
4: x < (М(@)—в) а? 
ЕНН, 例如 : M [+ 075-0) =У5. @ 


bP: 1 
a — -— = 
4; 4; q; ° 


Й! 


= CD (а + 


t~] М — 
q; ). Q 一 [а;+1, 4:42, …] ° 


lian | ___1 4-2 l LI qiz 
4: qil 9:—1 а; + 9i-1 а; + а;-1 + qi-2 


М (а) = lim А; = Hm 《featb ана, + 
+ [0, a ша, аа). 
车 a 与 В 相似 , 则 当 i 充分 大 时 a = b ЕНГ: | À 
定理 4. а В 相似 , 则 
м(а) = M(B). 
由 此 可 得 : Жа М G/5 — 1) A, A 


< я А> м5 


P T = ж шл ш 279 
ЛЕА: | 
车 а жа (5 一 1) ЖИЙ, имо) > Ут. DREZ, HR a 


— — m | < — 
Е У 8 а? 


ЖЕНЯ. о 
Хе а В 1 + 2 ІД, Н M(a) = 8. 普遍 时 之 ,可 有 次 之 结果 : 
T ФК. # 篇 一 自然 数 ,如 
| и? + 02 + w? = 3uvw 
ARRA (0, и) НИ и 名 篇 Марков #0, 最 初 之 十 个 Марков 数 篇 
1, 2, 5, 13, 29, 34, 89, 169, 194, 233, 433, 
(Марков 数 之 个 数 无 需 , 将 於 次 章 苯 明之) . 
ж а 8 
(Иза + «+ 20) a, 


相似 , 旧 Ma) = VOEE, урш» u 篇 Марков Во 及 w АЗИЗ, 
HE a 不 与 „(1<&) 相似 , 则 | 


_ p| __1__ 
“ А < М(а,) 4? 
ЖЕНА. 
HHT, Ж а 非 具有 理 傈 数 的 二 次 方程 之 根 , 则 对 任 一 u 常 有 
М(“) > У. ' 
党 此 # Г"), НИ 
М (а) >3. 


XE 0 之 m1 <m, ДЇ 


а = [2, 2, 1, 1, ыыы 3 1, 2, 2, 1, ... » 1, 2, 2, 1, 1, +, 5 1, .| 
Mi My 7713 


ПН: Mla) = 3 +, БЕ or qa l Э. PJ. 
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$6. БЕЛИ. 
ФЕ > 12 L ‚Жош =ar MHEDA, BB ФИ ШУ УХ, ВН 
篇 过 期 之 循环 连 分 数 , 书 作 
[dos ttt s gL-1. dr, ， 二 tt . 


ЕР: 


VI =1+ (М2 —1)=1+——— 


“2-1 ! 2 十 (w2 一 1) 


+ 
V 5= [2,4], У7= [2,1,1,1,4]. 
此 建议 : 
定理 1. 一 连 分 数 篇 循环 连 分 数 之 必要 且 充 分 条件 篇 此 数 乱 一 有 有 理 傈 
数 之 二 次 不 可 化 方程 式 之 根 . 
证 : 1) 命 
a, = [дь ‚йлу-1] = [as es алас 90], 


郎 得 
‚_ Р-р” 


a #7: 5 


L qg atq 
q'a + (4-Р) a — p” = 0. 
(RH p/a”, p/d Ж lanto, a-il LRE ID), R 
| а = (pL-1 4 +PL-2) / (4-1 Fqr—-2). 
Жїл a 通 合 
д0? + ba + c= 0. 
Я а 篇 无理 数 , 故 Б? 一 4ас 非 一 完全 平方 ， 
| 2) йй a W£ 
aœ + Ба + e = 0. 


` —— s w (warm YƏ ` N сз U Е н —- ТЩ ------ —- 55 
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命 
а = [ ao, dis `? s Ans …] ‚ 
Д] | | 
a = (р„-1@/--р„—;) / (4-19 +4,-2). 
IRAE, ВМ 
A, о’? + В, az + C, = 0, 
式 中 


А, = арі, + bp,-1 Фа F са, 
B, = 2ар,-1 Р»-2 + b Сра-1 4а-2°РЁв-2 44-1) + 2c4n-1 qn-2, 
С, = ар? + Бра-24а-2 + саз. 

E 4, = 0, Д] аа’ + Ба + c = 0 有 有 理 根 ,是 不 可 能 , 故 4, 5 0, Н. 

А, у? + B,y + С, = 0 
之 一 根 篇 а,. 直接 计算 可 得 
В, 一 44А„С„ = (5%—4ас) (p,-1 Фа-2— Ра-2 4һ-1)? = (22—44с) . 
由 定理 2.4, | 


Ôn- 
Ра-1 = 0 qn-1 + ——, [д,-1|<1. 
| dn- 
改 | 
-一 Ôn- 1 ca- 一 1 
а, = «(аа + È 21.) + Ë q,,-1 (а 4 4.- + =) са = 1 一 
82 _ 
= (aœ +b a+c) 42, + 2а008,-1 + а: Ta L. + bôn- = 
= 24а6„-, + а 8ъ-1 + bôn- 
| 4-1 
由 此 六 得 
| | 4„| < 2|ва| + |а|-+ |2]. 
因 С» = 4,1, 故 | | 
|C,l<2|ae| + [|+ ||. 
骨 由 


2 L 4| А„ С„| + |5?2—4ас| < 4 (2 [аа | + [414 |5|)?%+]5?2—4ас|. 
НХ А», В, С, Z36308 7598.5 ЖИ MAARI (As Ba с). № 
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至 少 有 同一 (An Bn, Ca) BRER, 设 N= 71, Na, N3 对 应 同一 租 (An, Bn, Cs), 

ДЇ] с ан,» л, 篇 . 

Any + B, y + C, = 0 

之 根 ， 故 至 少 有 二 者 相等 ， 家 al = a Bl 

| ân, 一 йз), lnti S Gr;+1 °*°, 

改 连 分 数 是 循环 的 . 
37. Legendre 之 判断 条件 . 


由 前 已 知 , 洲 F a 的 一 个 渐 近 值 , | 


a— E| <+. 
qal`a 


HERRER a УНШ, MERRE ER a 之 一 渐 近 分 数 之 必要 且 
充分 之 条件. 命 


а— Ё = "> ‚ є= +1, 0<9<1. 
fir 
È = [mo аа] = EEE, 

党 可 取 ”使 (—1)”” 1 = a RATE 

a Pasir n 69. 

@в-1 92-1 ° 
由 次 式 以 定义 B: 
— Ёа-1 B+ р, 

% @һ-1 В-+ 4-2 ° а) 

如 是 则 
_e9 _ Ра-1 В+ра-2 _ ра-1 _ С—1)*-: 
41-1 4:-1В+9,-2ә 9-1 Gn-1 (4-1 В-+-9»-2) ` 
‚Ж | 
= dn~- 

9 Чв-1 有 十 go-; | 

解 此 式 可 得 
В = (4,-,—94,-2) / (94,-1) 
0<3<1, B > 0. 
(1) «В 
— _ 


(此 即 В>»1 之 改 害 也 )， 
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а == [40, t s @я-—1, B] ° 


ж В 1, R 


В == а; (= [а», latis …]) ° 
В] p/q = ps-1/4s-1 Ж a 之 渐 近 值 . 
* B< 1, В B > 0， 可 知 


[t= ot с> 0. 
Вр 
a 一 [Lao, """ , 25-2, Ga—1 + с, +] ° 
Ёр [oo sani] ЭЁ а УМНЕЕ. 是 以 B 2 1 НАУ EZ: 
定理 1 (Legendre). 命 
e 9 = q? a — рд, e=+1, 0<9<1. 
ДЕБЕ 
P 


q = [ до, ``", 4-1] 5 《一 1)*-1 = є, 


д Ё 篇 a ИЕН ЖУУИ 


@п—1 
qn-1 4dn—?2 


因 
da-i 1 
dn~1 qa-2 > 2° 
， 故 立 得 : 
定理 2， 车 有 一 有 理 数 p/4 适合 
— Р. 1 
" д < 24 


ДЇ 2/4 UA а 之 一 渐 近 值 。 
定理 3. 35 p> 0, а>0, HB 
[P-e | < а, 
Я] р/а 必需 a 之 一 渐 近 值 . 
证 : 命 


ОШ 
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0? а? — р = є да, є = +1, 0<8<1І, 


则 
wy 一 є On 
故 
бад: да Gn- 
S= eq (aqp) И, (ете. 


а4+р a Фа-1+ра-1 ° 
由 定理 1 БАр НН 
ба да-1 @в-1 
A 4-31 Ёз-1 Чв-1-Н д»-2 Í 

ЛЕП e ge - 

ба (4„-1-Н4.-2) < a 4д»-1 十 Ра-1 
(Ж x = 2, НАНА, Ж ó < 1, дад = ёа < a < р №). ВЗН 
下 式 , 当 已 足够 : 
| A gqs—1 一 Pa-1 < а (4,-1—9»„-2), н > 2, 


因 
— = oa _ 
A 43-1 Рл-1 == a qn_i рь. 5 
сп ВВ Я 
є д 
agata < 4.-1 一 9»-з 
Вр, УК Вр ko hE RERA 
1 
wq t < 4771 Aa 
ВД, ПОНЕ ЕА Н, НЛА 1.3 已 知 
4-1 ——-4в-2 2 1 > —— 


故 也 . 
68. 二 次 不 定 方程 . 
区 讨论 整 未 知 数 х,у 的 方程 
х — dy =l, 0<17 <. 
在 本 节 及 下 节 中 我 们 假定 4 篇 正 整数 ,但 非 整 数 的 平方 . 
定理 1. Жу4 之 展开 式 中 a 之 形式 必需 


Ld 
эы, «ВАА... rm Ыы ett 
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У d +P, 

— 
此 不 P, 及 Q, АЖ. © 
W: НЕ: 显然 


— — | аа 
Уа - (74) = оу, Вр а; = UY. 


Р2=4  (modQ,). 


ш P = [VZ], 01=4- [VT 486 м = “+, | 


1 
f fee l p 
©„ — йд + a э 


+1 
ПАН: 有 二 整数 Pari 及 Ол 使 
V d + P, О,+1 
p, Tat VTH ' 
及 
4d—Pi=0 (њой). = | (1) 
WREN: 有 二 整数 Рә, 及 Q. Ë - 
а + Ps Pati = а, О» Р,+: + On Оһ+1› (2) 
P, + Pari = а, О, ‚ (3) 
及 (1) A. 和 从 (2) ARE (3) 之 Poi 倍 ,可 得 
| d — P2 = 0, Q, (4) 


ЖИ (4), Ёё (1), ЭН (3),(4) 可 得 (2) Ж. ИНН 


Pati Ж Qnr ЗВ (3) № (4). 
由 (3) 式 可 解 得 Par 之 值 。 由 Р: == Ph+, (mod 0,) ,可知 
| d — P = 0 (mod О„), 
故 有 Oni FEDS (4) А. 故 定理 业已 证 明 , 
定理 2. 二 次 不 定 方程 
| 和 — Фу? = (—1)" 0, 
BAM., e 12: (— D"0,, B || < 4 Bl 


2 — dy =l 
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Жир. 
# Е: 已 知 | 
V ¿= Pr-10nt Pa-2 — Pai (У d Pa) + p.=2 On 
4в-1@„+4ь› — 4»-у С d +Р,) +д-2 Q, ° 


由 v d 篇 无 理 数 , 故 清理 分 数 可 得 


Ра-1 = 4п-1 P, + 4»-2 Өз; 
d 41-1 = Pn- Pa + Ра-2 Ө. 
以 如 -1 乘 第 一 式 减 去 以 чл-1 乘 第 二 式 , 可 得 
Ра d qlr = (Ф»-1 4һ-2—Ёв-2 qa-1) Оһ = (—1)" Qa. 
定理 之 其 他 一 全 ,可 由 定理 7.3 得 之 . 
ЖЕЗ. БАБ V 4 之 连 分 数 之 遇 期 〈 即 循环 节 之 长 ), 且 ?> 工 K 


n 一 d&a = (—1)” О„, 


Ер 
Рала — 4 даъ = (—1)"+** On. 
证 : Фа 5 уа НН 
УР, _ V 2+P,+.n 
Q, Ох | 

故 得 定理 . 

$9. Pel ЕЖЕ. 

今 往 解 Pell RAE 

х*— ду? = + 1. (1) 


由 定理 8.3 已 知 必 有 一 Q 使 
х? — у? = 0 
ЖЭКИ, 今 依 mod 101 分 此 式 之 庄 解 篇 0 类 ， 必 有 一 类 其 中 至 少 有 
ZH. 换 营 之 , 必 有 整数 fis У! 及 *2› Y2 使 
| д —4ур = x — dy = 0, д> 0, у > 0, z: > 0, у, > 0. 
B | | 
xı == х, (mod |0|), yi = Уз (mod |91), xi Ex. 


H 
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MER 
— #1 х2— Ч у! y2 | у= XI У2—%2 У 
| | = Q 
802% Pell 天 方程 (1) 之 解 : 
1) x 及 y RARR. ИБ | 
кух; — буру =x — у= О=0о  C(mod|OQ|), 
| жуу; — кә у Z= луу — xí y, = О (mod | O|). 
2) х,у ША: Pell KAE. 因 篇 | 
0? (2—d у?) = (жүх,—4д yi уг)? — d (zi уз— ур)? = 
= (x1—dy) (a —d4 y>) = Q’. 
3) (х,у) HR (+1, 0), узо. ЖЖ. 
xı y2 — #27! = 0. 
“由 (wr yi) = (ж, уз) = 1, О xí = xp yí = уз ЖЕНЕН Р. 
ЁН] ЖП: 
定理 1. Рей KAR 
xX — ду? = 1 
有 一 解 (x, у), у + 0. 
由 定理 7.3 得 出 С = Рала VT МЕ, 故 由 定理 8.2 得 知 有 一 
使 (一 1)"9。=1. | 
定理 2. йг л М (—1)”О„=1 之 最 小 正 整数 , 则 
| x? — ду? = 1 
ZR НА | 
x+ V ¿y = + (Pnz V 4d qu-1)!, E 0. ~ 
证 : 命 
| e = рь-1 НУ d qami. 
显然 可 见 e > 1, H 


уулу T+ Ya), 


ЖЛЕ ШИН: R. 
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х2 — ду? = 1 х > 0, у > 0 
之 根 (х,у) ВН ВВ x + y V d = є" (m > 0), 
命 (2, у) 篇 如 此 之 一 根 , В! 
«Ну 4>1. 
必 有 一 整数 т 2 0 使 
em xy 二 yw а < "+1, 
Вр 
1< є" (z+y V 4) < в. 
命 
e” (x+y ма) = (хо—уо V d)G+yVd4)= X+YV4. 
因 v d ARHAR, и 
(zy 4) z—yV// 4у=х—үҮу 4. 


_ 


相 乘 得 
Х?—4ДҮ?= 1. 
= 
1<Х+У ДҮ < е. 
0 < е1 < (ХУ dY) = Худу < 1. 

АНЛА 9 

2Х = (Х+У 4У) + (X—V 24Ү) > 1+ ев! > 0, 

2V dY = (Х+У dY) — (ХУ ау) > 1—10. 
由 此 可 知 | 

X: —dY2=1, X>0, Y>0. 

В | 


1 <X- V aY < р + V dq, 


Я < = VIF dy: Шу ХЗ КПК, ЖК x + V у WE y 之 增 大 而 增 大 ， 


故 由 上 式 可 得 Y < qi E. Х<р... Ш S ЯНЬ 4»-1 ТЯ 
数 , 此 不 可 能 , 故 得 X + Y V 2 = 1. 
以 前 所 述 可 知 х2 — dy? = 1 常 可 解 ,但 


х? — ду? = — 1 


5 
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BJ — Ч. Я х2 — Зу? = — 1 ЖИМ. И х2 0,1 (mod 4), 
х? — 3y2 == х? + у? == 0,1,2(mod 4), Ш 3 — 1 (mod4) 故 也 。 АЯ 
4=3 (mod 4), х? — d? = — 1 ЖИЙ, 

但 若 有 ху, уо 使 

ху dy = — 1, 
Ан | 
| ж +V dy), = (zo+ V dy). 
所 定义 之 xi, у, 适合 
м — dy =l. 
ЭЛЕ: 车 х^ 一 dy = — 1 ЖЖ, Н а? 一 dy? = + 1 所 有 的 根 可 由 
+ (Pa-1+V а, 

表 出 之 ,而 n EE (—1)” О, = — 1 ХИ R IE 35398. 

$10. Чебышев 定理 及 Хинчин 定理 ， 

& 9 篇 一 无 理 实数 ,定理 4 1 БНЗ НИН х,у 使 


1 
x9—y| < 二 (GD)=1. © 


ВЯ Л BJ РД уг ЖБ АЕ: 
任 与 一 。 > 0, 必 有 一 整数 x 存在 ,使 Эн ЖЗЛ в, МН, 
хд— [х9], x = 1, 2, 3, ~». | (2) 

以 0 篇 其 一 极限 点 . 

ЕНН ЕА ДН Е (2) 的 所 有 极限 点 的 问题 。 关 雁 这 一 问题 ， 
Чебышев ВН: (0,1) 之 间 的 任 一 点 此 篇 点 集 (2) 之 一 极限 点 ,或 殉 精 密 
些 ,他 区 明了 

定理 1. 设 9 篇 一 无 理 实数 , В МЕ, ИНН д, у, 使 


— 


3 
Эк-у—В|<5. = (з) 


证 : 由 定理 4.1 ҖЕ И ЩИ p,g >0 使 
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Po 0) = 
МЕТЕ q Ж B, KREEK o 使 
| \48—| <->. 
由 是 
-442 , 
B=+3 PID. (5) 


Я (p, 4) = 1， 故 存在 整数 对 х, у, 使 


Ч «<, рк — q y =. (6) 
H (4) K (5), 有 
у = | 于 + 全 一 ?一 二 一元 | = 
; 
MESRA +5. 
Я а> = x， 故 得 
В < +=. | 


因 4 可 任意 大 ,而 由 (6),* 之 1, ЖЕЛЕ. 
定理 1 说 明了 对 从 任 一 无 理 实数 9 及 任 一 实数 B， 存 在 常数 с, 使 不 等 式 


19x 一 ?一 由 < — (7) 


ЖЕЗ ЗЛЕ e > 0, у. ВЕРАН ЯНА с = 3， 将 此 常数 с ЗРЯ, 75 
一 自然 发 生 的 问题 由 定理 4.4， 我 们 可 以 看 出 с 必须 > 75. Хинчин Я 
明了 下 面 的 辕 果 : 

定理 2， 设 9 Б-Ы, В ARR, e > 0， 则 不 等 式 


1+ 
VEP (8) 


|; 9—у—В| < 
НЕЕ НЕО x< > 0, у. | 
_ №: 由 定理 43, ВЛАЖНЫЕ р, 4, (p,q) = 1 a= 2 +7, 
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0<|8|< 75. ЖАН 8 > 0， 否 则 只 须 以 (一 9, 一 В) fç (9, В) Ш. 
BAEZ, 若 £, ё, БЕВ Ж (2;, ë; 将 在 后面 决定 ) ， Š; _ ё, 之 1, 则 常 
可 求 得 整数 对 x,y 使 


px~—qy=[qBl, ё\яд<х<8&,д. (9) 
由 是 | 
ó 
ix 9 一 ?一 有 | = Latt у чт 
11| 8 _|_1 «|48 _ 
qI q d х 41а r|, (10) 
HE т = qB 一 [аВ]. 
1) 0% 
1 af Nol 
5 PAN г) <=, 
дй — 
ll 
вузе тоа аз < t=, 
车 假定 
2 ~、 46 
> ° (11) 
则 由 上 式 立 得 | 
Г 1 Ver e,i 
as Ona үзу t 
Вр 
1 / <“ < < 方 ( T Vs 1 
+ и) < q мё _ V 5. 


1 T т? 1 
а= ——( — + ,/ — — — | 
1 м8 24 8. 48 4/ 5 


1 -+ ( T TÊ 1 
= = + ./— + — |}, 
fz УЗ 24/5 48 уз 


我 们 来 研究 如 何 才 能 使 2, 一 &1 之 1。 将 不 等 式 


i 44 /3 机 - = 


р 
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加 以 简化 CERERE &, 一 é), ШИЕ 


г< +0. (12) 
REDER САНАНА Е, о Ж (11) 及 (12) Ж 
ж, в 2-2 <r ЗУ ви, 
ЭЗИШ т I k J$ + 2 <ç < НВР. 


2) т< ож. H z > 0, ж 


(т 

° АСРЫ ча + +7=)> Z= VZ >: | 
кис» мс» кле шит asas i (9) 中 
之 * 存在 ,由 假定 可 知 


х f xó _ (ó т N т _ 

#(## —т)=( q 72) 47” 745° 
о, "йт y = az + b, И + 在 一 区 间 内 释 化 上 时， 入 ЕН > Tt: 
极 大 值 , 改 


z #8 т) (278 г < 
аа 2 ба сз) 48 “ 
— T 2 72 __ т 2 12 
< та (2 8 из) > (0+6 8 з) 号 | 
= max | 6— т (V+ z+) - 51 


1 I 
= — O . 
A + O (7) 


R 7 可 以 任意 小 вв 


4 1 ү 1 
JE ДЕГ} аана =)+# 
2 У V5 


1 
一 1 一 一 一 十 6， 
5 
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ЁП 


1 
1—т-<———— $. 
V 5 


对 任 一 7 > 0, 可 以 决定 整数 对 х, у, 使 
рх — qy = [аВ] +1, 7а<х < (1+7 q, 
则 如 (10), 我 们 有 


__ | xó 1-7 _ 1 í xó _ 
В t 3 | де ч D)< 
1 1 _ 1 1 (1+)? 
< 7 (ana + = 让 < 7 (1-7) >< уз. 


因 7 可 以 任意 小 , 故 定理 已 完全 证 朋 . 
ЭЛЛА, ВАН ИН, 车 9 篇 一 无 理 数 ;, 其 对 任 一 Є > 0 常 有 整数 х 及 ys 使 
|+ 9—у| < 一， 


则 将 任 一 ó> 0 及 任 一 实数 В, 常 有 整数 x >0 及 у, 使 


1+5 
|х 9—7 В| < 


$11. 一 致 分 体 及 n9 (mod 1) “ВЧ. 
tpz Чебышев ÆRA (0,1) А-г 
{х9} = x9 — [x9] x = 1, 2, 3, … (1) 


之 一 极限 点 。 但 此 点 集 在 (0,1) 间 之 分 侯 状 况 如 何 , 是 否 需 一 臻 分 伤 , 换 革 之 ， 
# (a, Б) ВВМ (0,1) 中 之 小 区 间 , ME z = 1 2, … n BF, (a, b) 中 是 否 
包含 此 n 点 中 其 应 得 之 一 份 , ЕЖЕ ЕНЕНЕ Ж. 本 和 节 之 目的 , 即 在 答 
覆 此 项 问题 ,我 们 先 将 订 得 之 一 份 予 以 雁 切 的 定 闵 ， 

=й. 3 PiG = 1,2,3,…) 篇 (0,1) 中 之 一 点 集 ， 若 对 任 一 自然 数 n 
及 任 二 正 数 а, b, 0 <a < b < 1, Pi,… , Pu п 个 点 中 ,其 落 大 区 间 (a, b) 中 者 
的 数目 М, (а, b) 常 满足 天 傈 


№, (а, Š 
lim а, 


п-—» с 
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则 称 点 集 P.G = 1, 2, 3,… ) Æ (0,1) 内 一 致 分 体 ， 
RRK F ЕШ: 
Ж. E 9 ЖЕ, 则 点 集 
{х@} = x9 — [х9] x = 1, 2, 3, --. 


Ж: № (а, Б) É (0,1) 内 之 任 一 小 区 间 . 由 定理 4.1 ЖЕН 
Ë q > 0, pË 


ó 
s= 2+, |ó|<1, (p,q)=1. 


g 
f u, о 篇 二 整数 ,使 
“l са << < <l 
q q q q 
X n = r q +s, 0 < <q, | А ЖК. 0 < j< r, Ф 
(mod q) 19› 14 + 1,85, jq + q 一 1. 显而易见 ， | 
| в. м рак 6’ 
(aton = (2 Тат J { a + г}, 
19| <2. 
ЮЖ (mod 4), а Ш (Ga + k)9) т, A (а, Б) 中 者 多 从 e — u — 4 
ДЕ # — и + 6 个 ， HZ, {x 9) (ж = 1, 2, `: , n) 中 ， HA (a, b) 中 
者 ,多 於 


r (v—u—4) = P: (0—и—4) 一 = (0—и—4) > 


> n (0—0) — È n PETE p 


个 ,而 少 放 | 
(+) ори) <»(#—* +) + —+6<»(ә—0+ 


+ Entire, 
q п 


B. R 。> 0 ERREZE I СНЫ, 使 2 二 6 св, 
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ДА 
п (b—a)— ne < М, (а, b) < n (-а) п. 
BI 
lim A. Aa b) 66 2) = 2 一 6 。 
$ 12. 一 致 分 信之 判断 条件， 
定理 1. -RH 
Хб, Хоу *** 0 <xr, <1 (1) 


是 一 致 分 信之 必要 且 充 分 条件 篇 对 任 一 (0,1) E Rieman НГЕ Е) 常 有 


lim Ке) +t + Kao). = | f(x) ах. | (2) 


证 : AERE (1) 是 一 致 分 体 , АИ (2) 式 成 立 ， 


1) 命 
с, “а<х<ьЬЪ, 
f(x) = | | 
| 0, 不 在 此 隔 间 内 。 
如此 则 | 
нт LED + °° А). — +) e im №69) @ 2) 20-а). 
而 另 一 方面 
| Кк) dx = с(5—а)у, 
| 0 

故 定理 对 此 两 数 篇 鞭 实 . 


2) (2) 式 是 一 稼 性 天保 ， 印 若 对 р, … № 能 成 立 , 上 则 对 入 性 关联 с, ñ + 
… 十 ek h URERA E 1) 可 知 当 f ВИНЫ. 
3) Ж: 车 | 是 一 Riemann БЇЗ ЇН, ДИЕ е > 0 能 有 二 阶梯 图 数 
Ф.(х), Ф.(х) 使 | 
Pelr) < Кх) < Ф.(х), 0<x*<1. (3) 
Н. 


|. (0 (D) — PD) dt <в. (4) 


由 2) 已 知 本 定理 对 Ф.(х) 及 Ф.(х) ВЕ, 故 
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| o) 4 = lim E раба) + =: + Ф) < 


< lim È (IG) + + JG) < 


1 
< lim È Фа) +++ Ф(х)) = | Ф. (уай. 
п = 0 ‘ 


Lh (3) 可 知 
| P(t) d: < | f(x) ах <| Ф.(х) dx. 
0 0 0 
故 得 
lim — + + о) dx | <6. 
ЈАНА ГН Е. 
定理 之 充分 部 分 极 易 证 有 明 : ВХ 
1, Ж a< x<), 
f(x) = | | 
40, ЖЖ. 
(2) кая j 
lim Na в). b) = Ь — а. 


附 赴 : ЛЕДЕНА Е, 鞭 须 要 对 所 有 的 Riemann ЗГЕ НЕТ 
研究 才能 证 明 一 致 分 做 性 也 但 以 上 广 明 中 指出 一 点 : ”用 所 有 的 阶梯 画 数 郎 
已 足够 ,实际 上 说 朋 : Ап ЕН ВЕЧЕ НЕРЕТВА АО Riemann НД Е 
BEGR. УТ ТНК, 

定理 2. 在 定理 1 之 假定 下 , 另 一 必要 且 充 分 之 条 件 篇 (2) 式 对 f(x) = 
ein (т 二 + 1, 士 2,… ) OE, 

HEZ, E (1) 篇 一 致 分 信之 必要 且 充 分 之 条 件 篇 对 任 一 整数 т 560, 常 有 
L| S ннн 


=1 


= 0. 


22: ЖЕНЕ ЕШ, ЕНУ ЯШЕ, EA 


1, Жж 0=<x<a, 
g(x) = 
0, = а<х<1. 


+ 
} 
b 
i 
{ 
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ay 
ym LED Ho Кеб), imn MO 
СЕНЕ REAR | 
ш LED to Tg) a 
g> n 
则 定理 已 明 . 邻 往 做 出 以 1 篇 周期 之 一 连 种 而 数 g, s(x) 来 接近 р(х). 定义 
(х—7+0)/8, №; 0—0<х%0, 
1, E[r Kay, 
ga (2) = 一 (x--4 十 7 一 0)/6, Ж a — ууа ó, 
0, Ф a—7n+ó6ó < x < 7—ëó+1, 


此 处 0 < 3 < min (a, — а), 0 之 7 之 6. 显然 
85,2 (z) < g (x) < соз (к). 


由 於 gol) АВЕС с 
өз (x) = > С, ея" , 


此 不 
0-8+1 | | 
С =| , В (x) dx = a + ô -- 27; 
3- 
АЖ n +0 
2841 | 
Ca = |” emen g, G) de = 
= 5 Су? sinnn (248—2) sin arg . 7 
故 可 见 
_ 1 
[Co| < lar)? 
故 得 


S, (z) = a) вак) = 


_1 А И | 
г 之 > с е?!" = 


j=l] в=- 
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© 1=1 
如 此 则 
| М 1 А 2rinr: 
5,0 (z) = СЪ >, С, >`” + 
< К Ят 
во 
1 k 
+ C, бый ` е?" 
|| > М k 1=1 
含有 


1 А 2яіпх; 
> Cap 2 


2 1 
< >`: 
<= 2 2 ° 
{> N j=l бл“ SN в 


当 М ЖАК НКТ <s. 固定 此 NM, Hye 


lim 1 5 "з = е. 
к k j=1 
故 可 取 ЖЕКИ = ` 1 
N 1 2 | К 
> C, 二 > е?" < e | 
n=—N k ј=1 | 
n=f-0 74 
朗 对 任 一 对 固定 的 7, 6 常 有 | 
- | |S, s (x) — (a+8—27)| < 2є, & 
Вр 
lim Saa (z) =a + 5 — 20. | 
Ф | ЕС 
Ss) £ GD + +g GD) _ : 
ЛА 
| | 98,8 (х) < 5 (x) < 90.5 (x) А 
故 对 任 一 ó 常 有 
а—8< lm S< lim S<a+ 5. 
дә к= | 
即 得 \ 
Üm 5 = 4. И 
>> 
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附 记 : 45 ГЕН E, ВЕ BL br B| Ca Sar ШЕТШ], 命 
Е, == г", A=1,2,., 
WJ UEP (1) ВАНЯ Е. НЕ нЕ а (0,1) 
之 二 端点 0,1 之 特殊 性 予以 销 除 。 ЛЕН ЕЕ Е НЕ 2 ла, (a < 1), 
ДОН Z Sk A AE Р ВЕНЕ a 1. 上 由於 对 任 一 整数 d 
常 有 


2х?К 2яі(х, +4) 
е п == е г , 


疏 可 以 不 一 定 假定 贯 (1) 在 (0,1) 之 中 。 АЕ: 著 一 画 数 f(x) 之 分 数 
部 份 在 (0,1) 中 一 致 分 傈 , RUER f(x) 一 致 分 伤 ,mod 1. 而 其 必要 且 充 分 条 件 


lim = У! emmi) = (0), 
пэ © х=1 


Ju ЖЕН: УМЕ т £ 0， 点 列 | 
е2=іт} (a) , x= 1,2, 
СЛ. 显然 可 见 ， 如果 f(x) ВС, mod 1, BJPHT. —JE ЖЕЕ 
т, mf(x) ф-т, mod 1. | 
ХЕИ А ЕЕ НЫ, 最 有 趣 而 倚 未 解决 之 问题 需 с НВС, 
mod 1. | | | 
定理 3。 画 数 f(x) 篇 一 致 分 信 , mod 1 093852 H 03 ИИБ Ж} НЕ (ыу 
0 <a <1, 23 
im = > (G) +a) =>. 


##: 必要 性 : 车 f(x) —#СЯ Йй › mod 1, НИ (+) +a АУ, mod 1. 
故 只 须 就 a = 0 来 证 明 人 条件 篇 必要 即 可 ， 合 x = (f(m)), RAEM 1 即 得 


# I 
im 5 00) = | кие. 
п-> Q n x= 1 0 2 


充分 性 : 设 0<2<1, Н] 


п 


r È UOH) = У (++ 


*=,1 
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+15, UW), 


此 不 之 ! 中 之 x НВ 1 2, … ,2 中 使 {f(x))} < 的 各 数 ， >, 中 之 x В 


1, 2,… , п 中 使 {f(x)} >b 的 各 数 , Ha БЕР 
L S Ote) = at Z G) + "N, 0,0) в. 
х=1 х=1 
f пэ оо ЕТЕ ЕЕН БЕ, ДИЯ 


lim LN, (0,2) = 5, 
ВАРТЕКС 


二 一 一 一 -一 -一 


一 ааа ОРЫ я, 


第 т — ш 
T E Ев 


$1. 518, ТЕНДЖ EJ ЖАЛ НЕК WZ ty IB ЖКХ, НИС = 
ЖЕЕ ПЖ, 正 整数 或 有 理 数 等 ) 之 方程 而 言 . 会 一 次 ,二 次 外 , 不 定 方程 
之 讨论 , АРК, Dickson 於 其 所 著 之 数论 史 之 第 二 册 中 专 论 此 项 方程 , Е 
RARA, KERERE RE, TAR. НАНА, = H iG 
Diophantus 者 , 角 建 议 车 干 此 类 问题 。 故 今 仍 有 沿用 Diophantus 氏 方 程 之 名 者 ， 
ЖБ Ж) УЖК AAEH 
“名 三 股 四 而 弦 五 ” 
УНО А] ЖА 2 ОЕА, A НЫНЕ Я ЛЕ Diophantus z BJ. 由 商 高 定理 立 朗 联想 到 : 求 
ЕА АЮ EZ, RER x, у, z 使 
| | х? + у? = 4%. 
ERR 56 中 解决 之 ， 
$2. 一 次 不 定 方 程 。 由 定理 2.6.2 已 知 不 定 方程 
а xl + ау xx + + a, z, = N 
аи H ЭЯ ИБ 
i (21, `" а») | N. 
SË al> 0, a>, , а, > 0, (a, …, a) = 1, Ш N 一 oo 时 ， 
а 1 + а 52 Нах, = N, aO (v = 1, 2,::*, я) (1) 
ЕЕК > ОКШ ВИ ЖН aR ЖИЙ: НЕ.) 
Ж 1. № (ar, …, a) = 1, f 4(N) Ж (1) 式 之 解数 , 则 


ы АЧ? т 
N>% АТ! 4\ 4›°+а„(п—1)!\ ' 
Ж: 1) 因 (ai; ta аз) — 1, Re A(N) 篇 
301 
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_1_ 1 1 
1—9 1-—х° 1—х°з 


f(x) = 
之 x" >Ш. 命 
1,61 62 Č: 
篇 (1 — <”) (1 一 Xx) … (1 一 x"”) = 0 Ж ШШ. 其 重 数 各 篇 
п, іу, l. 
Я (а, a2, ‘~, а) = 1, Ж Фя 1 (== 1,2, 0,02), 
用 部 分 分 式 法 得 


ЕРИ + 
(C — х)" б1—% 
+ s........ + 
Р,, | Р, 
+ (Ç, — х)" + + (.—х’ 


АЁ A, В, o, P BARR. 


2) % 
o 


之 展开 式 中 <" 之 保 数 篇 J(N)， 则 由 二 项 式 展开 定理 ,可 得 


и (=D (—I—1)--:(—1—N+1) 1 ү 
PN) = Иа  — е) (1) = 


= да АО (N+I—2)--(N+D / 1 Y 
Taa (о! G). | 
於是 
li С) аи Я 
Naw М (1—1)! `° 
依法 展开 (2) 式 中 之 各 项 ,其 x* 之 傈 数 4(N) НА 
A(N) A, 


уз» М?Т! (1) › 
因 l <n— 1 故 也 ， 


3) 由 (2) 可 得 


(2) 


(3) 


ОИ НОА di 


第 十 一 意 不 = > B 303 


A. = lim Са) ___ = 
” х— (1— xa) (1— xa) 


1 


定理 2， 当 N 充分 大 时 ，(1) 式 必 可 解 。 БЕЕН КЖ, RAIE 
数 C 存在 , 凡 大 於 С 之 整数 N，(1) 式 常 有 解答 之 意 。 = | 
ЯЛ. Я G, b) =1, a>0, b>0, R 
ах + by = N, Y 之 0,， y>0 


ташыла 
— 


之 解数 篇 
N— Ortam) +1, 
此 不 之 1% Ы М (mod a) СЕЛ, Х m A am = N (mod b) 之 
最 小 非 久 解答， 
$3. 二 次 不 定 方 程 . 
今 往 解 不 定 方程 
ах? + bxy + су? + ах + еў + } == 0. (1) 


@ D = 22 — 4. ЖФ D = 0， 则 以 4a R (1) 式 得 
| (2ах + ру)? + 4а4х + 4аеу + 4а} = 0. 
此 类 不 定 方程 之 解法 不 认命 22z + by = 5, Hl 
22 + 2(2ае — bd) y + 4af = — 2dt, 
(z + 4)? = 2(bd — 2ae) y + 0 — 4а}. 
ЖЕН [Їй] 825% 
(r d)? = d? — 4а}  (mod2(bd — 2ae)) 
求 *， 再 由 是 求 出 及 x， | 


а D 0. PL D: (0) Ж.Ш 
ар?ұ? + РО*ху + ¿D2y2 + 4Р?х + eD2y + {D = 0. (2) 
б | 
Dx = х' + 2cd — бе, Dy = у’ + 2ae — 24. 
RA G) = | 
alx’ + 2cd — be)? + Ь(х' + 2с4 — ве) (у’-+ 2ае — bd) + cly! + 2ае — 54)?-+- 
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+ 4Р(х' + 2cd — be) + eD(y’ + 2ае — bd) + {D° = 0, 
ЁП 
ах’? + Ьх'у' + су? = К, (3) 


此 不 | | 
— k = a(2cd — Бе)? + Ь(2с4 — бе) (2ае — bd) + с(2ае — bd} + 
+ 4D(2cd — be) + eD(2ae — bd) + fD: 
с (1) RETTA, АНЯ (3) 式 能 否 有 适合 
x 三 pe 一 2cd， у’ == bd — 2ae (mod D) 
之 解答 。 故 解 不 定 方 程 (3) 乃 一 先决 问题 ， 
54. Ж ах? + bxy + cy? =R., 
АЕ 
ах? + bxy + су? = Ë. (1) 
命 d= 0 — 4а. АЕ d 非 平方 数 及 (а, b, с) =1. ВНЖ 
£ (х, у) =1 Ж, ШИ 09:2 ЕКА (proper solution), 
定理 1， Er, y К-Ж, ДЕСЕН; 及 ， 使 
же уг =1 = | (2) 
及 
{ = (2ах + by) r + (bx + 2cy) ғ 
186 ~ А 
BEd (mod4k), 0<1/< 26. (3) 
Ж: fP л,» 篇 (2) 之 一 解 , 则 (2) 之 诸 解 篇 
r= r + Ax , s = so + Лу, 
此 不 4 R-E TE. 由 是 
1 = (2ах + Фу) ro + (6х + 2су) so + 2#(ах? + bxy + су?) = 
= h + 206. 
改 可 取 惟 一 的 4 使 0</<2%, X 
Й = [ (2ах + Ьу) r + (рх + 2су) ғ]2= 
= 4(ar2 + brs + cs?) (ax? + bay + су?) + (b? — 4ас) (xs — уд 
=d (той44). | 


#+— 不 = + я 305 
定理 2. Ж (ху, у) HË (2, у) ВЗНАН— 1 СОЖ, 则 其 间 有 
次 之 关 傈 
2аху + УФ уу, = (дах; + (ë + Vd ) уз) (+54. 
HELZ í Ки № 


кеу (4) 


| 12 — ди? = 4 (5) 
之 整数 解 。 反之 , 3 x; y: Еж, 则 由 (4) 所 定义 之 x1, у, ЛЖ 
К, 且 有 相同 之 l 

w: 1) ЯН 


z = ((2ах, + Бу!) (2ах› + Буз) 一 ду уг) / 28% | (б) 
u = — (4192 — х›у) / Ë 
即 合 所 求 。 ЕЖЕ: 及 s SAER НН (5) 式 。 因 
tFuyd _ (2ах-1Ьуу) Фак Вуз) — Чу уз &2а(ху уз: у!) vd _ 
2 | _АаЁ 
_ (аж -Н Ру Fv у!) (2ах;-+5у›+ Vad у) _ 
 (2axzi-+byi + М») (аа ур) — 
УТ y2) (2ax;-+- Буз у d ya) ° 
к (D 式 成 立 ， 双 因 - | 
22 —du? _ + d и | t—y fu — 1 
4 — 2 2 
В: K x W£ (5) X. XX 
2аху + буу = (2ах, + byi) Сп — rí yi) = 
= (20% + Рур) sı zí — lyi + (Фа + 2cyi) зу у: 三 
== — ly, (mod 2%). | (7) 
pk- 
2ах*› + by; = = — [уз (mod 25) ° 
故 | 
| 2a(xı yz — x2yi) =0 (той 2&), 
(2+ 1) (а; y2 — жур) 0 (mod 24). 


F 


-er ` сезе . ТИС 
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2с(ху уз — z, yi =0 (њой 24), у 
(2—1) (ху y2 — %2 y1) =0 (mod 24). 
但 
(2a, b + 1, b — 1, 2с) = (2а, 26, 2. b + D < 2, 
故 
| №1 Y2 — 82 у ==0 (тоа À). 
/ 郎 w 篇 整数 .。 ОЛА. 但 已 知 : 需 有 理 数 , 故 + 亦 需 整数 ， 
2) & 


— — и 
2ах + (b + Vd уу, = (2ax; + (b + Va уу») (2252), 
Н 2 — ая? = 4, НІ 


t—bu ` t+bu 
z #2 一 euy, yı = aux, + > y2。 


xi = 
- ÉZ ri, я XERE х, у. Hi 
72 一 ai rı + сия, 52 = — aur, + — 


НЕА х2, у. ж 
‚— 


bu | ¿+T ри 
1 = xisi — ум = 2 х) — сиу? |£: 一 aux + 2 У2 |7 一 


ЕА 


51 


| (яя) (еа + бу) 
‚= &2 2 51 — Guy ] — Ууз сиў Я = 


 ——  ——. — ды... 


= X2 52 — У) r2 . 


又 命 h, L SBS (ар, уп) Ж Ga, у). АШ 
li = 2451 ri + blei я + yi ту) + 2суу s= 


一 六 | 
= (247 +5) ( 4 7 ы 2а) + (ri+-2cs;) С? + жн: ») = 


== за (a — + s, cu ) + (+ ~ 十 ri au) | x, + 
t+b | 
+ Ge + 二 一 51 cu ) + 2 (+ о 一 ү au) > == 


= 2axz r2 + (хә 52 + y2 r2) + 2cy2 52 = l. 
故 得 所 车 ， 
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今 分 d> 0 K d< 0 十 种 情形 论 之 ， 


ФЕ 3 S d< о 
(2 #а<—4, 


и ={4 Жа=-4, 
6 #d=—3. 
ДІ (1) 式 有 w MERRIER 1. 
证 : E2, RARMAN d, HE 


12 — du? = 


? 


之 解数 篇 w ВЕТ. | | 
+ d< — 4, КУ t= + 2, == 0 М. k w=, 
E d= — 4, Я) 


2 + 4и? = 4, 
HAME t= + 2, == 0 K = 0, <= Гм. 
£ + Зи? = 4. 
此 式 有 且 仅 有 次 之 大 解 : 


r= 41, ú= 1; s= +2, и 0. 
定理 4 #4>0, Я 
2 — ду? = 4 
之 诸 解 ,可 由 次 法 得 之 : 
Ф zo, yo 篇 上 式 之 解 中 使 xot yo V 4 最 小 者 (<a> 0, yo > 0). BUJL 
式 之 所 有 的 解 e, y 可 由 | f 


styvd _ (etuv y >= 


得 出 之 ， 
”此 定理 之 坟 明 与 定理 10.9.2 同 ， 昔 已 知 此 式 必 有 解答 也 ( 因 <: — ¿y 
=1 必 有 解 )， 


命 
totyov d 
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Е. 设 d> 0, (1) АОИ 
2ax + (b—VT)y>0, 1<|2=®©б+у4Э)у 


“| 2ax 十 (2 一 wa ) у 
BPAH (primary solution). 
若 书 


< 6? 


L == 2ах + (B+4vad)y, L= 2az + (0 — Vd ) y, 
ДЕ | 
| >o, <| < e. 
定理 5. E 4>0, YERA — 1, С) АГЕ РЕЯ, RRA E ВЖЕ. 
证 : 由 定理 2 已 知 ,车 wo, уо 篇 (1) RZA р Lo 篇 其 对 应 之 
L, ША, (1) 式 中 对 应 於 同一 1 LERET в 


L = + Loe” 

之 形 ， 已 知 
Не 
L Lo 5" Lo 

FRASE п = 0 RA 

<| j< 
此 时 _ 

L = L; > 0 
故 得 定理 


3 4> 0, у c =1. 
” 今 推 着 原 解 之 定义 : 当 d> 0 上 时, 原 解 定义 如 前 ;而 车 d < 0, ДО УЖ 
此 名 篇 原 解 . 於是 定理 3 及 5 ЧАЙ: 
定理 6. НЕМ — 1, (1) KZ BESAR BE. RA w ЖЕ. 
定理 5 建议 吾 人 求 | 
ах? + bry - су? = À 
ЕБУ, PUEIS RBE H n БЇК. ЕЕ САНЯ. ЖЫЙ 
R И) Луд L = + Los” АЖ. ME в 已 知 , ЖА Р Вр 
НЕНИЯ. DREZ, tÉ 


Lo Lo = 4ak, Lo>0, i<| > 
0 


< &?, 


а ыы алии 


第 十 一 章 不 定 j+ в 309 


可 知 
了 | Lo То 2 _ — / L. |. — о 
|ь<ь=ү| > ЗЕ <2У jak] в, 
Вр 
|24 y| = | № — L |< |1 | < 
<4У [а | е; . 
Ёр 


|у < 2% [22 |/4 . 
{ХОЙ e 0 < y < 2e Vla а МИНА L = + Le" 得 之 ， 
Ë a> 0, k>0 时 ,由 上 >0 Ж LL>0, д L>0. Kz, ЖА 
L < L, 可 得 
0<2VZy=L—-Ī<L= LL% < 


<= Vaab . 


0<у< 6% а2/2. 
此 和 结果 在 实际 计算 时 ВЕУ ВОВНА 2 БВ. 
ЛА 1. ш ARZIR, НН 


o<y<(e —-)у' л. 
型 题 2. 证 明 


t— bu t+ ри 
2 2 * 


Xi 一 x — сиу, y; = вих + 


Ж ах? + bry + су? Ж, ах? + beyi + oy. 
55. 求解 方法 ， 
由 前 已 知 , 各 人 纺 求 出 
ax? + bxy + су? = h 
“ӘЛ. T d> 0 且 非 平方 数 之 情况 讨论 之 .。 Нанг 
(2ах + by)? — dy? = 4ak. 
故 解 次 之 二 次 式 
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?—4у#*#=6&, k>0, ó=+1 (1) 


力 第 一 要 事 。 ЖЯ k < (q ， 则 由 定理 10. 8. 3 可 知 : 所 有 (1) 之 解 可 和 从 va 


18197 РИВА (АНЯ, 故此 项 手 绕 有 限 ) , 
TERR, E k > Vq ， 则 亦 可 以 化 成 k < V4 之 情形 讨论 之 。 
№ х,у 篇 (1) ZES, 则 有 x, 及 yi 使 


ху: у == 0. (2). 


Д «аї—4у ЖЄ (10) 258. 可 得 
(ях: 一 4уу1)? — d(xy1 — ху)? = 0002 — 4), 
Вр 
(ях: — 4уу1)? — d = (91 — 4уі). 
Ф xo уо № (2) 之 一 解 。 H| (2) Кик 


хр = x T+ tx, уу = yo + ғу. 


Ф) — Фууу = xxo — дууо + (х? — dy?) г = 


= xo 一 dyyo + 810. 
故 可 取 :之 值 和 使 

| ху буу | <. 
В |x x, — дуу, | = 1, ENF 


2—4 
кї 40 = ор =, 7 = +1, р> 0. 


则 


< TED < 


由 此 可 见 ,由 《1) 式 之 一 解 ,可 以 得 出 一 同样 之 方程 ,其 k УМИ ЛЬ. $ 
仍 比 VT 篇 大 , 旭 可 强行 此 法 。 此 种 讨论 建议 次 之 方法 ， 
先 求 诸 1, (E 
R=d (md, 0<1<< 


ж, MLA 
А, т... I, . 


or 


w wk ' 
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命 (一 4)/ók = Ti bi, = +1, > 0. 解 方程 
х1 — dyi == h b, 
х? — ду? = 7, ki. 


假定 方 < Vz MERARI EREHE. fes y дном. 


则 
一 ёду: +1; x; — 6x;+ l Yi 


“= 7; В; ? y= 7; В; з) 


Ж G) 式 之 解 。 Жш | | 


7; h (x + Vd у) = (x; + уа y) (— ó Vd + 1) 
即 得 
х? — dy = ó P . 


著 仍 有 b > V4 ， 则 如 法 进行 , 可 得 
x — dy; = T; hi 


之 一 切 解 。 因而 得 到 (1) 之 所 有 解 。 今 举 一 例 以 明之 : 


Я. 求解 
х? — 15у? = 61. (4) 
先 求 适合 | 
[® == 15 (mod 61), 0<1< 5 
之 诸 解 。 В 


22 = 15 +612, Z =< 900 
中 求 £ 使 15 十 612 成 平方 数 者 。 分 RGB << || = 14, Ж— 
КЛАВА ¿= 10 25А, 其 时 | 
l= 25, й= 10. 
故 今 须 求 
xi — 15у| = 10 (5) 


之 解 . 但 10 ПКК V 15 ЖЖ 
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2 =—15-+ 108, I<- = 5 
ZJ, НЕЕ і = 5, = 1 К, ЖА 
дз — 15 у = 1. (6) 
НИШ ЛУ ЙК ki (6) 之 解答 篇 
x, + У 15 y, = + (4 + У 15)”. 
M | 
ж + У 15 у= (4 + V15 Y (5 4915), 
而 - 
У у= + (4 + 115 )" (5 +115 ) (25 + V 15 ) / 10. 
此 不 之 三 个 + 号 各 不 相关 . 故 得 | 
x + V 15 у= + (4 + 115 )* (14 + 315 ) 
ВХ = + (4 + V/15 ) 1 +2 V 15 ). 
另 一 方法 ,可 由 $4 之 来 所 列 之 不 等 式 算出 之 , 即 0 УЗД. 在 本 
例 中 得 出 0<у<7. ERK 


у | 1 2 3 4 5 6 7 
15(2y—1) | 45 75 105 135 165 195 
| ЕГА ú 15 60 135 20 35 50 735 
— вия _ | 76 121 196 301 436 — 601 796 


此 表 之 造 法 如 次 : ТЕ. 第 二 行 中 之 每 一 项 力 由 前 一 项 加 30 
而 得 者 . 第 三 行 中 之 第 i 项 力 由 第 1 一 1 项 加 第 二 行 中 第 i 项 而 得 者 。 第 四 
行 乃 由 第 三 行 加 61 #2, ВНЕ. 
ж Ж 1. 求 下 列 诸 不 定 方 程 之 诸 解 
(а) 3x? — 8xy - 7y2 — 4х + 2y = 109, 
(b) 3xzy + 2y2 — 4x — 3y = 12, 
(с) 9х2 一 12zy + 45: + 3х + 2у = 12, 
(d) =? — 8ху — 17у? + 72у — 75 = 0. 
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Я 2. 设 *<vad . RE 


ах? + bxy + су? == Ñ 
之 解 , 可 由 
ах? + bx + ¿ = 0 

之 根 之 渐 近 分 数 得 之 . ТАЛЕ ЖЫ Z ME, 

$6. 商 高 定理 之 推广 . 

求 

х2 + у? = 27 

之 诸 整 数 解 . 

Ж (z, y) = d> 1,BJJ d y£ z 之 因数 . 故 讨 论 此 方程 式 之 解 时 , НГ 
(х,у) =1. 其 他 之 解 悉 可 由 此 类 之 解 乘 以 一 数 而 得 之 。 ЗНАКЕ К 
适合 x>>0，y>>0 及 有 >0 Ж. 

х K y 中 必 有 一 入 偶数。 不然, 则 

х? == y2 == 1 (mod 4), 
Вр 
х2 + у= 2 (mod 4). 


УКВ =? № 2 之 倍数 , 而 非 4 之 倍数 ， 此 不 可 能 ， к, < 篇 


偶数 ， 
定理 1， 不 定 方程 

х2 + у? == 42 i (1) 

Z BE e | 
 #2>0, у>0, z>0, (x,y)=1, 2|х | (2) 
者 , 必 有 本 家 篇 | 
х = 242, у= а — 2, z=a + b, (3) 
(a, Б) =1, а> Б> 0, ab На. (4) 


如 此 之 (x, у, я) М (а, Б) № В, ЖИ: (а, b), РЕ ЖИ 
(z, у, 2#), 且 反之 亦 然 ， | 

#: D 由 O, 0) 以 求 G), 4. 因 y Ж» Ида, 
EY EREM, | 


Г : | 

i 

| | | 1 
' t 
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zy 2 十 7 ү = 
(= ; 22) (2, у) =1. 


由 (1) 立 得 


2 2 2 ’ 
改 
ЯРУ _ 2 Z — р 
| 2 4, 2 °› 
Е a> 0, p> 0 B. a> Ё, (a, b) = 1. 
双 
a += д? + 2= >= (mod 2), 


ik a, b В. 而 得 (3) Ж (4), 

2) H (3), (4) 所 定之 х, у ше (1), 2). 
х? + у? = (2а6)? + (а? — 52)? = (2 + 022 = 2, «> 0, y> 0, z> 0, 2|x. 
$ (x, у) = 4, BU | | 

4|у= 2—0, 4|з=г+ P. 

Ж 4|2(2, P). М G, Б) = 1, М 4= 1 或 2 但 ea 及 8 中 一 奇 一 偶 ， 
故 y ЖАН 452, 所 以 4=1. | 

3) жа, b Жа, b 表 同 -一 解 , 则 


2 
= 01 = a° , 


2 


Ék a = a, bi = b (B а, b, 此 篇 正 数 ) ,而 得 唯一 性 . | 
如 以 Z 除 (1) Ж, їйгє = 0, 7 = 2, ЖИ, — ВАТТ 
篇 : ОҢ) 
g+= | 
„Ж EBEk ЕН ЕНЕ А РУННЮ). MEZ, ВИМЕ, E r El 
上 有 有 理 点 | 
| 2ab a2— b? 


бани’ 17 аты 


НКЕ, СЕНЕ. PMEZ LARREAN? ЗЕ 
ЖАВ. 例如 : НЯ 


À. 
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#2 — 3р = 2 


„ЕЗШ. EBM E=, 一 2, G, уз т) = 1, АЖ 


y? _— 3y? == g? 


之 整数 解 的 问题 . 取 3 需 模 , 则 | 
2282 (mod3). ` 
由 此 可 得 3| <, 31 я. 更 由 前 式 3| y, ИЖ (х,у, я) = 1 ЕВ. ВЕЛ 
有 次 之 定理 : 
定理 2， 在 非 霸业 的 有 有 理 保 数 的 二 次 曲 煌 上 如 有 一 有 理 点 , ПРЕЖНИЕ 
有 理 点 . | 
#: [РИШЕТ УЫП (K, НВ E =E 十 6， 


0 = 7 + то, ШЕТ Б). наи 


$2(ё, 7) + $1 (ë, 7) = 0, 
ЮЖ SE, 7) ЕТК. E 5106, 7) EER O, Б — l £a 


ВН. E SE, 7) НЕК 0, НИНА 5, 0), SE, 7) 


HARESH 0, 


ESA, 6) + 5.0, 6) =0. 


而 得 


ё = — 51(1, 6) /5,(1, 0), g = — Ç SG, 6) /5,(1, ©). 

故 有 和 无需 个 有 理 点 . | 

定理 3. ЖА, B, С ЖАКЕТЫ. 3 В?—4АС 篇 一 平方 数 ， 
Я] — 2 НЯ | | 

Ч Е? + ВЕСТ + DE +E + F= 0 (5) 

БЕН. REZ, AUE MIZERA RAAR, BW 
HEARS NDER; X АК Eb i E B yam. 

证 : 命 В – 4AC = L, BJ 


Аё + Ben + C m = 4(( + 7) (= —-ре)т)= 
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_ B _ Е _В_ + 
= 4(& + эг ?)(#+-эг? +з 7). 
# L= 0, т | 
, B+L , = 
РЕЯ, w=- Ey, 
ДЭШ £ 及 7 RAG 式 可 得 
AEI AD ë +E КЕ =0. 


解 出 得 
& = — (FE7+F)/(47 +D). 


故 显然 (5) ARENA, 
# L=0, @ ë = r T=- 旭 得 
AE? ADE +E Е =0. 
车 Е’ ЗО, Ил = —(4Е” + D'E + Е')/Е'. KARERAHAN. 
Ф: E' = 0, НИ НЕ. 
ШЕ: ”由 定理 2 及 3, 推出 下 列 的 问题 。 命 
f(x1, £a хз, з, £n) = 0 (6) 
Жар, яо РИСКЕ (不 能 分 解 需 一 次 式 之 积 ) ， HERS 
个 整 点 适合 此 式 之 条件 ? 由 定理 2 可 知 当 л > 3, 旭 如 其 上 有 一 非 原点 之 整 点 ， 
Н Ера ЕАН. 但 何 时 其 上 可 有 一 整 点 ? 例如 : 

«1 + x + 5 + = 0 
HERRER, БОННЕ KOD AE 1(&1,…, En) = 0 ARRA. 
ЕЛАНЬ, 且 n 之 5, ДЇ (6) ЕН. УКШ КИИИН (此 
Л Mayer Z ESE KS). ЇН n = 4， 此 定理 不 能 成 立 ， 33 O 

+ 2—7 = 0, 
则 可 假定 (z; z; хз, 4) = 1. 又 得 
xi txt з + 4=0 (той 8), 
而 220, 1, 4 (mod 8). 由 此 式 可 知 2| (жа, xp zə #4). ВЕН. 
ещ. 解 不 定 方程 


x? + у? = в, 
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JER НАЖ ИЕТ | 
х>0, у> 0, z>0, (жу) =1, 2|“x 
#, ЖА: 
х = 4а (а? — Pp), у= |а + — 6420 |, == а + P, 
a>0, b>0, (ab) =1, a+ b&l (mod 2). 
ZRA 2. REM 
o + у= 02, 2|x, у>0, #>0, (х, у) == 1 
之 解答 篇 
x = 2ab, у = | 44 — |, z= 44 + bt, 
(aP) =1, а> 0, b>0, 2+6. 


А 3. BAREK x? + (x + 1)? = уг 之 解 需 
«= (а +у2 y+ (1 — м2 у -2), 


= 55-а +27) — G — уу), 
НАЖИ, 
028 4. 关於 南 高 定理 32 + 4? = 52 有 次 之 推广 : 102 + 112 + 122 = 
= 132 + 142, -REZ НА 
(21? + п)? + (292 + п + 132 + --- + (227+ 2»)? = 
= (2и? + 2n + 1)? + --- + (Оа? + 3п)?. 
ЗВ 5. ЖЕНЯ БЕН: 
(а) 22(d— 8) = 83, 
(b) (22 + 22) = 20р E), 
(с) E + 0° — 3 28у = 0, 
(d) (22 — 42)? — aP + 34) = 0. | 
AA 6. 定 出 所 有 的 三 角形 , tup X R AK ИШ Ж. 
И 7. 研究 不 定 方 程 x2 + у? + з? = ш? и. 
ТА 8. 设 整 数 a, b, с 不 同 号 , abc 0, Н abe 无 平方 因子 , 则 不 定 方 程 
аай + сз = 0 | 
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ARAARA ВСА УВЕ: 一 bc 是 a ШОК, —ac 是 b 的 二 次 
FIER, —ab 是 с 的 二 次 剩余 . 
$7. Fermat ЖЕН. 
Fermat ЗЕЕ n 2 3 时 
x" F у" = =, x> 0, y>0, z> 0 | 
ЕО. ИЕН, ТОВ. ЛЕ, ЖО 2 < >x < 619 
ВФ, ЗЕЕ НЕЕ. ERLER, УКВ ЖЕН ВН. 


ОСЬ, НАННЕ о = 4 及 n 篇 奇 来 数 时 其实 即 已 足够 。 8 > 
E ”有 一 奇 素数 因子 p, ME | 
("y + бумер = (ие. : 


若 ”无 奇 素数 因子 , ШШ w = 2*, # 2 2, НЯ 
r + G = (24), | 
是 以 吾 人 如 能 征明 п = 4 时 之 结论 , 则 整个 问题 之 解决 , К n 篇 奇 素数 时 
LEAR, 
定理 1. 无 整数 能 适合 | 
| у =, x>0, y>0. | 
Ж: Жи 篇 最 小 之 整数 , 使 不 定 方程 | po 
- ИУ из, х> 0, у > 0 | | 
篇 可 解 者 ， 则 (x, y) =1. ERR, 则 сту 将 小 认 и, ВНИИ. 
АК 56 之 计 论 ,x K y 必 篇 一 奇 一 偶 。 0 х 篇 偶 , 则 由 定理 6.1, 
х2 = 246, у? = 42 — 2, и = a+ М, 
а> 0, Б> 0, (2, Р) =1, a+ b>=1 (mod 2). 
Жа 5 р, HJ у2== — 1 (mod 4), 此 不 可 能 ， #0 b IB а. Ф 226, 
则 | | 
(>=) = ас, (а, с) =1. : 
因 之 
a=d, с=р, 4>0, f>0, (4,))=1, 244. | 
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故 
y? = д2 — 2 = 4* — 4ft. 
В 
| (22)? + у? = (4%)? 
В (27, у, d) = 1. 
上 骨 由 定理 6.1, 得 
22 = 2m , Q= P +m, 1>0, m>0, (I т) =1. 


Ж 


由 
f= Іт, (1, т) = 1 
可 立 得 
| [=?, т=Я, (r> 0,s> 0) 
а? = ү ts. 
但 


| ааа + М = и. 
d и 更 小 , BIRERE. ЕН. | | 
此 法 乃 Fermat HAIZIE ДЕНЬ (Méthode d'infinite devent). Жї ЕЗШ 
ВЕБЕ: 
(1) 车 一 命题 P (n) 对 若干 正 整数 о ВВ, НИЕ s 中 , 必 有 一 最 小 者 ， 
(2) E Р(п) RR, 旭 有 一 正 整 数 n <n, 使 Pa) М. 
НИ: PUR, 则 命题 P(x) АЛАҢ. | 
ЛА 1. АКЕНЕ: | 
(a) х + 4⁄4 = 272, > 0, y> 0, 
(b) zt— y=, y>0, z>0, 
(提示 : zt + 4 (zy)! = («* + у%)?.) 
(с) + — у= 28, y>0, #>0, 
(d) х4 — yt = р, зр 0, 
ИЖ р 篇 素数 ， Р==3 (mod 8). 
ЛА 2. НЕМ 


xt 一 27 git = 


ЛЕЕНЕ, 
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ER з. 证 明 不 定 方程 组 
x? 十 у? = g? 
у? + 22 == 12 
ERZA 0 的 整数 解 ， 
ЖОЛА 4. НЕ: 三 遗 缘 需 有 理 整数 的 直角 三 角形 之 面积 不 可 能 是 
一 完全 平方 数 . 
ЛА 5. 证 明 对 任 一 正 整数 n> 2, 不 定 方程 


уз = + а + = уа 
А ЖАЗ Ф-Н ТЕЛЕ. 
(еж: 26 = 2° + 11 + 3° + 22.) 
ZA 6. 求 出 不 定 方程 


247 = 24-1 
的 全 部 正 整 数 解 ， | 
Я 7. W I, m n REY, От, n) = (In, т) = (mn, D = 1, 则 不 定 
方程 | 
| x! + у” = 2" 
有 和 无 器 多 组 正 整数 解 . 


( 见 数 学 通报 1955 年 8 月 号 , В, 方程 а + 5 = c 之 整数 解 .) 
ЖАЙ 8. 车 х" + у" = я” ХА, Hi 
428 + y?” 一 22 
Ж. 
58. Марков Е. | 
在 510.5 中 , ЛЕЖЕ 538 
x? + y? - =? = 3xyz (1) 
之 解 篇 Марков $, taty Марков НС А. 今 往 讨 论 此 不 定 方程 . 
定理 1. = No, Yos Zo 篇 (1) 式 之 解 ， RIJ 
хо, Yos Зхоуо — Zo (2) 
亦 篇 (1) 式 之 解 ， | 
证 : x + у) + (Зхоуо — zo)? = 


ОА ШОТ | 
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= х2 + у; + = 一 бхоуо2о + 9х2у2 = 


== 一 3xoyozo + 9x0 yo == 3xoyo(3xoyo 一 zo) . 


定理 2. А (1) 式 之 解 , 可 由 定理 1 中 之 方法 ,由 * 二 y= 二 z==1 一 解 
以 得 出 之 ， 

证 : 1) # x = y = z, ЕЕЕ ЛЗ x = y = z = 1. 

2) #F < = y = z, H 

2x2 + 22 = 3? z , 
由 此 显然 x*|zx?, ЁШ ele. fh z = wx， 则 得 
2 + и? = Зах, (2 > 0). 
ВП 212. w ш = 1 sk 2. 但 x = z, 故 0561. 0 о = 2, H 
х=1, у=], z=2 (= 3:1.1— 1). 

此 解 显然 由 (1, 1, 1) 经 定理 1 得 之 . 


3) 今 可 假定 
х<у<а. 


如 能 由 此 证 上 表 3xy — z < z, ЕЛИ УРА RERE, 
必 至 х,у, z 中 之 二 者 (或 三 者 ) р, ЕЛ 1) 或 2) £, АН 


此 点 
H О 
22 — Зхух + 2 + y2 = 0, 
可知 | 
28 = 3xy + У 9x?y? 一 4(x2 + y2) , 


2z = 3xy 一 V 90у? — 4(40 + у?), 
ДШ 8х? у? — 42 — 4y? = 4x2(y2 — 1) + 4y2(z2 — 1) > 0 可 知 
| | 2z < Зху — ху = 2ху. 
ВП 
z < ху. 
但 | . 
Зхух = х? + у? + z: < 322 , 
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ВП xy < z, ERR ААН В, HBE 
2z = Зху + У 9x2y2 — 4(х?-Ь уг). 


ЖИ 
2z > Зху. 
即 合 所 需 ， 
]. 应 用 定理 1 p 1, 1, 1 可 得 
| 1, 1, 2. 
再 应 用 定理 1 得 


1,5,13; 2,5, 29. 
НИР (z < y < z < 1000): 


112 |5 | 13 | 29 | 34 | вә | 169 | 194 | 233 | 433 | s10 | 985 


11111215 |5 ааа зо аз | зо | 255 | 232 | 109 
«|1|1|1}1|2]1)}1]2]}5|1}ж5|1}]2 


| 注意 : НА. 3648 — H x = y = z = ЖЕНЯ. Ke Fermat 
Z “ЕЕ ЭРИ НИЕ: —ws ДН, — E A A ВА A 3695 18 
解 也 ， | 

А 1. 推广 上 法 以 讨 诊 不 定 方程 


2 2 2 
x, + x; + + w, = n x "Ап. 


м 2. ЎН 
| х1 十 <) + x3 + xÍ = 4x) x; Хз X4, xí < x; < xs < x, < 100 
之 诸 解 ， 
aa Я 3. | 
2х1 — уќ = g? 
Ж Ф355 # BE. 


$9. ЖЕ х + y? + zx3 + и? = Q. 
Жр у, 先 述 一 具 钵 例子 : 1729 乃 最 小 之 正 整 数 ， 可 以 两 种 方法 


表 篇 二 工 方 之 和 者 ËD | 
1729 = 103 + 93 = 123 + 13. 


a 
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但 天 地 间 能 用 二 法 表 乱 二 立方 和 者 ,不 止 此 例 ， 如 : 
23 + 343 = 153 + 333, 93 + 153 = 23 + 163 
ВА. 且 更 有 进 於 此 者 
703 十 5603 = 983 十 5523 = 3153 + 5253, 
1211703 + 9693603 = 5452755 十 9087753 一 
= 3427383 + 9555123 = 3364555 + 9563052 。 
又 有 、 
3 + 48 53 = 63, 13 + 63 + 83 = 93, 
故 解 不 定 方程 
| ху = + в =0. 
乃 一 有 趣味 之 问题 。 ЛЕНИЕ. 但 Ешег-Віпе 
有 下 之 方法 以 袁 出 其 所 有 的 有 理 数 解 ， 
定理 1， H + 3W (X + У? + Z2) + 6 X Y Z = 0 之 有 理 数 解答 篇 
W = — 6pabc, X = ра(а? + 302 + 32), 
Y = pb(a?2 + 362 + 922), Z = 3рс(а? + 5? + Зс?), 
此 不 (a, b, с) = 1, Н p BAER. | 
т: MITIA ЖЖ А, SSES 
W 37 —3Ү 
—Z W ЗХ | =0. 
Y х W 
ОВЕ а, Б, с KAR 0, Н (a, 5, O = 1, 使 
Wa + 375 — 3Yc = 0, 
— Za + Wb + 3Xc = 0, 
Ya — Xb Wc = 0. 
由 此 联 立 方程 解 出 Х, Y, Z, W, 立 得 
W = — 6pabc 
等 ， 如 题 所 云 ， 
命 
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= (Вуд), Х=- (а+В-7- 8), 


1 1 п) 
=-у(«—В+у—8), 2= 2 (@-В-У+д), 
则 得 | 
(«+В+уү+8)#+3(«-+В+у-+Е8) [(e 十 有 一 Y 一 6 六 十 (x 一 8 十 Y 一 9 六 十 
+(«—В—у+8)*1+66®+В—у—8) (а-В+у—6) (а—В—у-Е8)==0, 
en | 


о + B° + ү? + 83 = 0. (2) 
Bh (1), 可 得 


= W +X+Y+2Z, p=7(W+X—Y—2), 


у= (И-Х+У- 2), =. И-х-У+2), 


由 定理 1 可 得 (2) 式 之 诸 解 . | 
定理 2. НЯ ЧЕК *， 必 有 一 数 N ЖЕ, 可 以 用 r 种 方法 表 乱 二 立 
Hem. 


证 : W £, 7{ 篇 答 定 的 二 有 理 数 ， 分 , 
x= — | y = пож 
ё?— | 6i 一 
Xz yy 
$ — X3- уз 3 72 = | Х3-- ҮЗ , 
RIS 
ХЗ ҮЗ =f +h, ë 0 = ХЗ — ҮЗ. (3) 
由 是 得 


ез эй = a +m, 
了 жее ++ GDN 
EGEN 


ж о<<е <4, А 
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Y 2, en 


£ 
HES > 各 > с, ЖЫХ < 2e. x 


x G 


p 2Y |7, Tes) “4N\X/ 2 °: 
2 N X 
所 以 
$i |< £ A 于 | 部 
2; 421 72 2Y 2 | Y - 
而 
ё: > КЕ 1 7, 
一 =, — 8 
27; > а; 2в > 86 ё> Š 
依 上 法 进行 , 可 得 
ёз $ 4 EZI K-EN 7 
-3 — 52 А 一 <e,- 
m m | 25] 9, ° 
бы _ 6. 


< 21+30—- 10 6, 


1) 1 47), 


т = 23#-1) < 1 А 


故 车 取 z! ,很 小 ， 可 得 一 列 数 对 (£ 71)， `... (&, 7,) 使 


вътре, 
且 比 值 


Ёз 4-62. ... 4r-1 Er 


) 32 ° 7, 
之 比 大 致 相等 。 故 Elh 各 各 不 等 。 以 公分 母 乘 之 ， 即 得 所 求 。 
ER 1. оъ В + ү? + 5° = 0 之 有 理解 可 由 
а= 9(— (€ — 37) (& + 32) + 1), B=o((é + 37) (22 + 322) — 1), 
у =о((4° + 377)? — (&+37)), — в= (022 + 3922 — (€ — 37)) 
表 之 , 此 处 6,7 БНН. 
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E o =1 Е М 9 ARR, НН x3 + у + z3 + иЗ = 0 СЯН 


解 , 但 此 六 不 包括 所 有 的 整数 解 . 试 证 
y=— 10, 6=-9 


a=1, B=12, 
即 其 一 例 , 
2I А 2. WAEN 
у = (981)? + (35уз — 91°)? + (y 一 9х3у)?. 
因 之 得 
512 = 93 -二 3663 + 5803 = 1443 + 6063 + 2653. 
' ZA ШЬЕМ, ЮВ ”存在 , 使 


п= 0 + y +2, xD, 


之 解数 > пб, 
жщ 4. вн 
(3а®-Е5а5—557)3-Ь (4a?—4ab + 65%)3-Ь (S2—5ab—302)2=(622—4ab+ 4852) . 


$10. 三 次 曲面 之 有 理 点 . 
本 和 节 所 讨论 的 三 次 曲面 非 雏 面 熏 柱 面 ， 
以 8 RENZ (2) 式 , 再 命 《三 一 a/6, 7 三 一 B/ C = —y/8, R 


得 
ё3 + 3 + 63 =1. (1) 


REZ, 由 59 之 结果 可 以 推出 : 三 次 曲面 (1) ЕЖА. ЖЕЛЕТ 
Вен НО = НН, 
ЖҮЛ ШКУ ИУ Е, 特 先 做 车 干 特例 : 
定理 1. C0, 则 三 次 曲面 | 
(2 = E + Ag + B + Ср (2) 


КАКИШ, 此 处 А, В, С ШУНЫ. 


m: 以 
E= + Тр, CPER р + әр (3) 
RA (2) 式 ， 则 得 | | 
(9) 


(7? + А? + ш] + x): = Ор + Tm) + НОР + Т) + B + С. 


a 
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比较 06, 25, 04, 79 之 傈 数 , 得 
2А = ЗТ, А + 2р = ЗТ, 2( + Ам) = ТЗ. 


解 得 
5 =Ë __ 1 

АТ, ВТ, Г. 
АҢА (4) 式 , 得 出 一 7 之 二 次 式 
此 处 | 

L= АЪС 12-20 =4+С+ Т, 

М = АТ – до = АТ +T, 

М = В – 0 = В — 2 Ts. 
(5) ZAHA 

4 = М? — 4LN = [š Jt < |+ = 

= 3 B 

Tyra Т К”? 

Ж 4 决 非 一 有 理 保 数 多 项 式 之 平方 ， 故 (5) 式 之 解 可 表 乱 
RA (3) 式 可 得 

ё=а ka, Vd, С= ү Ьу V 4, 
此 处 | 

а = ОВ. + Т) В; = М = 7.0, 
fir 
. -a _ -Bı у _ 
az B; Y2 6. (6) 


以 此 代入 (2) R, Ф о ZIERJE, HARRESA т 之 有 理 图 数 ， 而 
其 首 项 傈 数 al RERE. 又 已 知 LVT 篇 此 式 的 二 根 , ИЯ М д ЖЕ 
T СНЕ. 以 此 代入 (6) А, ЧЕ, 72, € RA T СН. 但 最 和 后 
ВИАН: 由 此 所 得 之 6, 7, © 不 能 均 篇 常数 , AU, ЖАЛКЫ ЕЦЕШ 
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点 也 。 Ж? жя, HJ ё = 7? + T) ЭК К, ЖЖ 7 = 0, 则 由 (3)， 
F ё=0 É ¿== — x Б T, Хш (2) 知 此 乃 不 可 能 之 事 。 故 由 此 可 见 ， 
如 以 со RA (6) 式 ， 则 А 7, Ç HA T 之 有 理 丙 数 ， 而 不 能 同时 均 篇 常数 . 
ДЕНЕ, 


ЖЕ 2. R 1(§, 7 АНС 5150, 但 不 能 用 一 -一 次 儿 形 


多 篇 仅 有 一 个 黎 数 之 多 项 式 , 则 三 次 曲面 


Ç? = f(é,7) | (7) 
上 有 无 器 个 有 理 点 . 


证 : 命 hE 7) В КЕ, 7) 中 之 三 次 完 次 部 分 . 

1) Æ (Е, 1) = 0 有 一 有 理 根 а ( 同 法 可 以 讨论 ва, 7) 有 有 理 根 之 情 
R), Bi) fE + a 7, 7) = g(8, р) PEP ZJ. ИЖ £ — £ + а), 7 一 7， 
《一 《5 2%, (7) 式 可 以 写成 : 

С = LCE) 22 + L£) 7 + 13(®). (8) 
Ж L, L, Ls № Е Z—, 二， 三 次 多 项 式 ， M 
L (ë) = az + B. 
ж а 5-0, ЈАЈА E 48 ag + В = 8° 56 0, 如此, 则 由 定理 6.3 可 得 定理 ， 

ж a=0 K B = 0, (8) 75 7 之 一 次 式 ， 解 出 7, FER, SARE 

a = 0, В:#&0, BJ (8) ИГИ ЖЖ 
(2 = а, 8° + a, 82 9 + В, ё®+ B, £? + Вр + .-.. (9) 


| 此 不 … RE Е 及 7 之 一 次 式 . 


_ № 050. В оё + а, = À, НИЕ 
— 人 一 Cl ё 人 一 al £ N? 
геле +в +в, (mt +P (=e t + 
= (å + В, — B; о/о + B at Í a2) £? + 
ХА = 1 — B, + В, а, /а, — В о/о, BUJ4#$ 
(2 — 82 = (€ — E) Ç€ +ë) = Ae + B. 


由 定理 6.3 ШШЩ Е SBS B i ИД. 
故 未 能 解决 者 篇 e, = 0 之 情况 ， 此 时 a, 0, ЖН (2 = КЕ, 7) 非 三 
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次 曲面 。 HE | ` 
Ç? = о 82 + В, & + В, En + Вр + --- = 
= Ву + (B, £ + ү) 7 + Ка) = 


=p(7 +f E+) ае). 


此 处 g(6) ВЕЗЕТ а. 7-е 88 9, ВИЗ 
| ë = B7 + gle). 
ОША а Re, БИМ E= пе + 4, C оа 可 将 此 式 化 篇 
(2) 式 ， 由 定理 1 故 得 定理 . | 
2) 假定 (Е, 7) 无 一 次 有 理 因子 ，(7) ATARE Е 
CQ =e + О) ё + ФЕВ, = 
此 处 fo fo b 是 9 之 一 ,二 ,三 次 多 项 式 ， И е ШОО 代 e, 得 一 新 式 ` 
| 4 = аё + в) £ + в. 
ВВД a? RZ, 再 换 a¢, a£ 2 Ç 及 £, 则 得 


Ç? = 6° + (AP + B? + C) £ + DP + Ер + F? + С. (10) 
辐 定理 1 法 , 以 | 
= + Ту, Ср + 1⁄2 + ш] + v (11) 


RA (10) R, 得 
С + AP + 7 + ь): = (7 + Т) + (АР + Ву + C) (22 + Т?) + 
+ DP + ЕЙ + Еу + С. (12) 
Æ А. pv 之 值 使 (12) 式 中 00, 7, № СИЕ. 如 此 则 得 一 7 之 二 次 


方程 式 
L? + M? + N= 0, 


此 不 L EHAR СИЕ НЕ). 解 此 方程 得 | 
7 = B, + ВУ 4; 
жє РВ, P, 及 4 65 Т ож. 以 此 代入 《11) 则 
ба фа ут, сепа тУт. 
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车 A=0 NEBR. 3 4= 0, 命 
Ea _ 7—В, C— Yı 


| дов р =. 
以 此 代入 (10) 式 得 一 6 之 三 次 方程 式 , 其 o ZRA 
оз + А В: а, + D В ( = }з(%›, В»)), 
ИЖ. Жо RU NES УД, WESER ТУД 
НХ. Вр 
€ = о Тао, 0) = В, + Воо, ё = ү, + y> 0 
在 三 次 曲面 (10) Ь, ЛЕННЯ ё, 7, © PRESA Ж, 其 证 了 朋 一 如 定理 1， 座 是 
EIFE, | 
定理 3. mM SE, 7,6) K T:E. 7, Ç) B £, 0, € Z — 232 k. Ri] => 


曲面 
| 6 52(8, 7, €) + T,(8, О + Ç = 0 (13) 
LEWA. 


证 : ОКЕ, 7, ©) ж (13) У, Hl 
КЕ, 7, C) = (w, + а, б) 82 + (В, + В E) 67 + (у + y> OP + g(8, 7, С), (14) 
№ 2,70 љ € K 7? Z КУК. ЖЕН 6.3 中 取 4 = о +a, 
B= B, + P, C = ү, + y,Ç, Н] | 
В? — 4АС = (В, + B; 6)? — 4 (a; + a; ©) (y: + y: ). 


НЕ aa +0 (Ж 7,0), йй Ç= — (m c= — 11), g BF 一 44C 9—2 
方 数 . а = y, = 0, Ш B, # 0, Bi 0° = (B,+B,ç)2—4a, ү, 亦 有 有 理解 
(再 用 定理 6.3). ЧН НИЕ, WEA € = — ОКА (14) 后, 所 
有 的 E, Єт, P Ока. 此 时 车 & 及 7 ЖЖЖИ, ШИ 
将 £ GR 0) RA т, — (ие — ©) 之 有 理 画 数 ,定理 依然 成 立 . ВЕДЯ 
ОО, 则 | 
КЕ, 7. ©) = Ca, + ax ©) (ë + AEN + ВР + (C + DO) £ + 
| + (ЕЕЕ ул + СНС + J) + К. 


Ух (13) 式 中 如 命 《 = 0, 得 КЕ, 7, 0).5 E 及 ТЕСАЖК-, 故 在 上 式 中 
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С=Е=0, 46 + К = 0, № 

КЕ, 7, С) = (а +оо €) (8+ 467+ Вас HEIC) +P), Р(0)=0. (15) 
注意 
(2+4)? + ACE + А) (7+ ©) 十 ss HDE HAE + F@ + вс) £= 

= 6° + Аё + ВР + (25+ Ap + Р)ёс + (АА + 2Bu + F)2€ +- 
Ж A FAB, ATI à Ж # 2А + An + D == 0, АА + 2В + Е == 0. 故 
可 假定 
Ке, 7, C) = (al + a, ©) (Е? + Аё? + В) + (©), (0) = 0. 
А | 
_ 1 _ X _ Ү 
“一 Z ’ "= Z2(a +a, €) ` 7 22(а,+о Ç) ` 
则 得 | 
Х? + АХУ + ВУ? 十 zi(a 十 PLE = 0. 

М z(0)=0, #& 2'(о,+@#) (+) 2 之 三 次 式 ,此 易 化 般 定 理 2 之 形式 ， 
故 得 定理 . 

车 А? = 4B, AJ (15) PRA +їт= е, Я =’, Bi ЕЁ, 7, 9, 57 7’ 
之 一 次 式 ， 故 亦 得 定理 ， 

= 2 = B, = ү, = 0, 而 Ві 4 у, HU ЖК ды Ж #2 Ë — Ë + À Ç + 5%, 
7—7 + p + „6%, НЕ (14) Ай 

о; ё? + В, 57 уг + КФ) =0, 
Юй 0) = АС + в + СС + DÇ. ВЕНА £= ХУ, с = 
可 得 
о X? + В, XY + Ү,Ү?+ A+ BZ + C22 + DZ = 0, 

а ИНЕ, ПЕНИЕ 2 的 情形 ， 故 得 定理 . | 

Ж a, = B, = у. = 0, Н В = 4a, Yis АГ зе жа ё' = aÊ + 
+ йл =n, СС 可 使 (14) АРЕНЕ Т 的 一 次 式 。 ПЕНЕН, 

定理 4. 若非 锥 面 及 柱 面 的 三 次 曲面 上 有 一 有 理 台 ， ЯД ЕЕ pak. 
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и: B| 

证 :， 可 假定 原点 部 乱 此 有 理 点 ，。 如 此 旭 此 曲面 可 以 写成 

S, (£, 7, C) + 52(Е, 7. C) + S,(8,7, £) 一 0， 

рё 5:(§, 1, ©) № £, 9, Ç < RERA. 
1) 车 S, (&, 7, £) {® 28: ye 0, В 
可 得 


Ss (£, 7, 6) + 52(&, 7, Ç) == 0 s 
Вр 


эн 


С = — S,(a, В, 1) / Ss(a, В, 1). 
HIREM, AKELE: (1) S:a, В, 1) 恒 等 於 0, 如 此 旭 原 曲面 非 三 次 者 . 
(2) s,(e, В, 1) 恒 等 於 0， 则 原 曲 面 需 一 三 次 曲 稼 及 原点 所 演 成 之 锥 面 . 
2) Æ S1(&, 7, ©) ЗЕЕ, НИНЕ SE, 1, С) 一 上 ， 可 以 得 出 
53(#, 0, ©) + 5(8, 7, 0) +С = 0. 


Æ S,(£, 7, 0) 及 SE, 7, 0) ЗА 0, 命 《 = 0， 则 得 
Ss (6, 7, 0) + S2(Ẹ, 7, 0) = 0 5 


7 = — 52(8/7, 1, 0) / S (ë/7, 1, 0). 

车 SE 7, 0) TES 0, RI 5,(ё, 7, =€ Li G, n, ©. ñ= z, = 
= x, Z = Y, ДИ 

BD 


S| (X, Y, 1) + Z L,(X, Y, 1) + Z2 = 0. 

(Z ++ LK, У, D) = È LC, У, 1) — SCX, Y, 1). 
此 乃 定理 2 中 所 诗 哗 者 。 故 得 定理 . 

1). 25—37 = 1, 


ЗЛА 1.” 求 出 下 列 不 定 方程 的 爹 部 正 整 数 解 : 


= $з(&, 7, 0) Е 0, 命 $з(&, 7, Ç) = 4 Т,(ё, 7, С), JE EN ZE EH 
3 所 讨论 之 情况 。 НЕОН. 
2) 3*—2 =1. 


“) 此 诸 有 有 是 之 解法 ,站 非 阅 定 用 某 一 节 之 方法 , 故 附 认 本 章 之 末 ， 


(16) 
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А 2. ЕН H 
5* = 2” + 3° 
ШОИ: x = y = z = 1; x = 1, y = 2, z = 0; x = 2, y = 4, z=2. 

А 3. 求 出 不 定 方 程 

ХУ = ух 

的 全 部 有 理 数 解 ， 

ЛА 4. НДА Е 

| | | %” = у* + 1 

只 有 二 租 正 整数 解 : ¿= 2, y= 1; x= 3 3, y = 2, 

НЙ 5. 求 出 不 定 方程 

| G@+1)==+1 +1 

的 全 部 正 整 数 解 ， | 

ЛК 6. ЖН х = 7, у = 20 是 不 定 方程 

` l+ x-+ 2⁄2 43 = у? 
唯一 的 解 使 < ЖЖ. | 

WEN 7. ЖЕ 


1 т 
12р 
| К+ О, 
IA РОН ЯСИ ,т,п,х,у = 1,1,1,2,3; 1,2,—1,2,7; 1,2,1,3,7; 1, 4, 


—1,5,239. ЖНА ДЕЯ л 之 值 准 确 至 十 万 分 之 -一 ， 


1 
m tan”! > + птап- 


$1. 二 元 二 次 型 之 分 类 . 
定 ФЕ. 对 固定 之 整数 a, b,c, ККАН 
Е = F(x, y) == ах? + bxy + су? 
移 篇 二 元 二 次 型 ,或 简称 篇 型 ,以 (а, b, с) 表示 之 . 整数 
d = b? — 4ас 
ВЫ, 
由 此 显然 可 见 
4= 0 ву 1 (mod 4). 
定理 РАМА КАМИНА В 4 АЖ 
ЭЖ. | | 
证 : 1) # 4 Ж-ЖУЩЯ a 0, HI 


(= —-ҥ)= 
2а 44? 


有 有 理 根 ,由 定理 1.13.2, 可 知 此 式 可 以 分 解 篇 二 整 保 数 一 次 式 之 积 。 = a=0， 
显然 有 Flx,y) = (bx 十 су)у. 


2) Ж 
ах? + bzy + су? = (rx+sy) (tx+uy) , 
ДЇ] 
d = b — Аас = (stru)? — 4rt - зи = 
= (st—ru)?. 
改 得 定理 
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mp Pe © = 
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E d < 0, a > 0, H] 
4аЕ = (2ax+ Ру)? + (4ac— b?) у? = 
= (2ах+ у)? — 4у?. 
显然 对 任意 x,y 常 有 F(x,y) 20. Ж F(x,y) = 0, ДИФ х=у=0. 此 种 
WEER EIE, 叉车 d< 0, a < 0, 央 对 任意 ху ЕНЕ < 0， 此 型 称 篇 定 
Аш, 以 —1 REAM, HEEN., kak Em EEN, EKRA EM, 
#4;> 0, K | 
F(1,0) =a, E(,— 2а) = а5%— b-b.2a + с-4а? = — да. 
# < 尖 0， 则 此 二 值 一 正 一 鱼 。 车 c 关 0, 同 法 可 得 二 值 一 正 一 负 ， 车 ¿= 
= c = 0, H 
Е(1,1) =, Е(1,— 1) = – Р, 
也 是 一 正 一 鱼 ， ЖЕ d> 0 时 ,型 F(x, у) 能 取 正 值 也 能 取 负 值 。 因此 此 型 
名 篇 不 定型 . 
ЕЕ. ЕО 
х=гХ + $У, у=:#Х-+ нҮ, ти — я = 1. 
8 Р(х,у) № G(X, У), WER ЕЖ G 相似 ,以 
° F— С 
RZ. МН РЗ (75) пи G. 
з АА, еВ Е = (а, b, с), G = (a, bi, ei), НМ 
а = а? 十 bri + cË, (1) 
Ьу = 2ars + (ни) + 2ctu = | 
= 2ars 十 b(1+2st) + 2с, (2) 


cı = a? + bsu + си?. (3) 


22 -一 4а, Сі 一 (2qrs+ b(ru-- st) + 2ct2)2 一 


— 4 (a2-bri-+- ct) (as? 5и tcu?) = 
一 (22— 4ас) (хи — 51)? == 22—446 = d. 


ЊН Я ЖП КА 28. 


i —— s .. ..-.- 
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ЖЕ < 0, a > 0, Ша = F(r, 2 0. а = 0, Bj += z= 0, 此 不 
可 能 。 故 得 a > 0. МЕ МЕНЕЕ. 

定理 2. G) РУР ( 自 反 性 )， 

Gi) 车 ~ G, ЩЩ G—F НЮ, 

GH) Ж F— G, G— H, BJ F — H ВЮ. 

BEEZ REIES ЕЕЕ. 

е А аа ОНО AE 
RAZMERA. . 

显然 同类 族 型 所 表 之 整数 相同 。 ВЫ k= CX, Y), M k = FG: X + s Y, 
tX + zY) 故 也 ， 

$2. 类 数 有 限 ， 

定理 1， 每 一 类 中 必 有 一 型 请 全 从 | | . 

|b| < |а| < |с]. 

#: Ма ВАЖЕН (36 0) Новая. 再 命 

(ад bos со) 篇 此 类 中 之 任何 一 型 ， 则 有 и, 使 
а = а? + бут + су, 

B (60 = 1. ERR, N с6а 也 可 由 (ae bo co) 表示 ,而 gipa < |], Ж 
不 可 能 . | 

可 定 s 及 ww 使 ru 一 st 一 1， 则 Can bo co) (75) TER (л, 2 с). 


хе | | 
(0 1 
0 1 ; 
#8 (а, 2’, с) 篇 (a, b, c), Жн ; 
b == 2ай + г’. 
可 取 整 数 4 使 | 
[6] < lal. 


Я с 可 由 (a,b,c) ЖН, 而 (a,b,c) М (ao Бо, со) НН, К 
|| > la]. (但 须 注 意 520, 车 c= 0, На ВРУ.) 
定理 2. 类 数 有 限 . 


ү 
. ы 
Cr - -o ан. А 2- рН - 站 ВТ 
了 | 
; 
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证 : 1) d> 0 (ЖАШ), 由 定理 1 可 知 
|ас| 22? = d + 4ас > 4ас. 


故 ac < 0, У 
да? & 4 |ас| = — 4ас = d — 2 < d, 
Вр 
Va 
|a| <>. 


ЗН 1, |b| < УЗ. Жо b IARRATA, N с = (5° — d)/4a 
之 值 也 有 限 。 故 得 定理 . 
2) 4<0 (ZAD. 由 定理 1 可 知 (В a > 0) 
— d = hac — Ё 2 42 — P 2 3⁄2, 


0 <а< yil, 由 定理 1 可 得 定理 . 
定理 3. PISARA 4 ЕЛЕ ЖЗ УЗВ 
—а<5Ь&а<с 
b? — 44с = 4, | (1) 
或 0 委 5 和 4 一 5 
之 整数 租 а, b, c 之 租 数 ， 
##: 1) 由 定理 1 已 知 在 一 类 中 至 少 有 一 型 适合 於 
—a< 5 <a< c 
(Я а, с ВЕ). Иан H ЖЕН ЖАЦ КШ: 


— 4 =b, a < € 


及 
一 4 和 52<0， а=е. 
ЕЖ? 
(a, —a, с) ~ (a, а, с) 
及 | 


(a, —b, a} ~ {a, 6, a}. 


ЖЖ (а, — а, с) # (01) TER (а, a, с), 而 (a, — b, ше 1) m 
A (a b, a) HERAA (1). 
2) АННЕ, вр 
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(a, b, с} — {а’, b’, с’} „ 
HARMER A), M a =a, b = b, e = c. 


Т а. @ (71) # (a b,c) № (a,b,c), ME 


а’ = а? + bri + се, (2) 
b' = 2ars + (и +5) + 2ctu. (3) 

由 前 者 可 知 
ага’ 2 а? —alri| + ай = a (| Пан 2а ||, (4) 


Bl 


СЕЧЕ 


58 |rz] = 1, Н] а=а’. ЖЖ, rt 二 0， 此 时 
ага’ 2 аг + а? = a (2+£) 2а, 
ШЙ а = а. | | 
先 设 c > a, 则 上 ХВ. ЖА, (4) АНН c > ай, ПИ a > a, 此 
ЯН] ВЕ. ЕО, ги = 1. H (3) =Ñ 


р’ = 2ars + b == b (mod 24). 


Я —a < p <a R —a= —a' < P [La = a W£ Б = >. 由 此 立 得 z = си. 
ER с > a'( = 4), 可 如 上 法 得 出 同样 结论 . 
邻 人 向 留待 讨论 者 篇 a = a = c= c 之 情况 ， 此 时 必 有 
| b= +b. 
H ¿> 0, L > 0, КЁ 2 = Б’. 
МЕ: 对 非 定型 之 情况 北 不 如 此 简易 ， 
Е. жеп) 之 型 ,请 之 已 化 型 . 


м1. TRH 0 < 一 4<20 之 所 有 的 已 化 型 ， 
4 | 一 3 —4 | 一 7 | 一 8 | —11 —12 —15 —16 | _19 一 20 
а 1 | 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 2 
1 J 0 оао [ој 1012 
1 2 2 313121412 | 4 | 2151513 
HA 2. W 4 = 一 48 时 有 四 个 已 化 型 : 


第 十 二 章 二 元 二 次 型 339 
{1,0,12), {2,0,6), {3,0,4), {4, 4, 4). 
$3. Kronecker F3. 


Е ФЕ. № 4 三 0 或 1 (mod 4) 且 非 平方 数 . 且 设 m > 0. Kronecker 2 ` 
АЄ 2) 之 定义 如 次 : 


| (5) = = 0, £ p| а; 
(2-1 1, ж 4=1 © (под 8), 
Ti, ж 4=5 (тод 8). 
(2) = Legendre 符号 (p FRE, ptd). 
# m = II po р; ЭКЕ, НІ] 
r=1 


G) ПС). 


НЯ: Ж (4, т) > 1, ДЇ] 
# (4, т) = 1, Ril 


ан, 
又 车 m > 0, m2 > 0, 到 


GG G) 


定理 1 m > 0, (т,4) = 1, ҢІ Kronecker 符号 
(2r) 当 4 篇 奇数 ， 


Co) | 
mj 2 N Ти y i 


JER Єт г), ( 2. ). (ET) 全 篇 Jacobi 符号 ， 
Ж: 1) R d 篇 奇数 ,由 定义 及 定理 3.6.5, 可 得 


5) = (г): 
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2) 设 d= 20и, 2 + u, НИХ b 之 2, ПН т 篇 奇数 ,所 以 | 
Å GOGG со" (у). 
由 此 定理 ,可 推 得 
(5) = (таж) 
KA O 


定理 2. Kronecker ZE (Z) жий |d| 的 实 特 微 
定理 3. йж m > 0, n > 0, m= — п (mod |d]| ) , 1] 


的 - 


=) = 4>0, 


-(2), ж 4<0. 
КА „)= =») = са) (+ 5) (ат тат). 


ы d 篇 奇数 时 ,由 定理 1, 得 


(тл=т)= т) -=D =} bo 着 4>0， 


— 1, = d <0. 


ШЕ 4 篇 偶 数 时 ,如 4 = 2, 2 + u, b 之 2， 则 由 定理 1, 得 


(a= г)- (ат) сә” Хеге 
i тузе , + а> д, 
-‹ т е аса, 


定理 4 Ао, (d. k) =1. HRR 


Ге | 


‚_ HEM, 


x2 = d (тоа 4k) 


:3 (7). 


此 不 f 过 k ООЗ ЛЕ» Е. 


之 解数 等 於 


(1) 
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ИДА, х 是 一 解 , 则 x 十 2k 亦 然 。 故 由 定理 可 得 
х2 = d (mod 4А), 0 < < < 25 
之 解数 等 从 >; (+). 
Jik 
证 : 1) # d 篇 奇数 , 则 4=1 (mod 4), Пу (4, 44) = 1. 由 定理 3.5.1, 
EES | 
х? = 4 (mod р’) 
之 解数 篇 
车 p =2, 1=2, 


2, 
2(1+(=)), 车 p=2, 1>2， 
1+ (2), 车 р> 2. 
由 定理 2.8.1， 可 知 (1) 式 之 解数 篇 


G= G) 


2) № d ЖЕ, 2 三 0 (mod 4), 故 让 是 奇数 
х2 = d4= 0 (mod 4) 
2 == 4 (mod p!) 


т (2) 个 解 。 故 由 定理 2.8.1 可知 (1) 式 之 解数 等 从 


d 4 

по) 2509 
$ 4， 二 次 型 表 整 数 之 表 法 数 . 
E. & (a,b,c) = 1, ДЇ (а, Б, с) ВНШ. 车 (а, b, c) = g > 1, 
© оду (a,b,c) НЗ. | | 

显然 (所 ,之 ,5 ) BERAIR d/g. HE (ab, e)la М, д), 
则 二 者 同 篇 原型 或 非 原型 . | 

以 AD 表 以 d НАХ БЛ НИХ. 

显然 以 d Ко ЖУДИ ЕК 


— Tr 
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d 
名 (=). 
ДАН Л АШ PERRA ( 考 往 定型 , 则 诗 论 妾 原 定 正 型 类 ) ,而 得 一 代表 
Ж. MEA О 
Е, +, Ема. 
定理 1， АО, (5, 4) = 1. {у (А) RESA 
k =ЁЕ(%, у), =, К = Ема (=, у) 
之 原 解 之 个 数 之 纺 和 . RI 
© ==}; (2). 
(AHER w 之 定义 ,请 参考 前 章 54.) 
8: HERRA 
| =d  (mod4k), 0 <1 < 25 
之 解 膏 起 。 ЗАМ НР — 4 m = 4 可 定 出 一 整数 m. 如 此 得 一 型 
(А, 1, т), В (А, 1, т} ВЕ, ВЯ d. К (5,1, m) М F; 中 之 一 
相似 , 且 恰 与 一 相似 。 又 由 定理 11.4.3 已 知 对 每 一 ! 有 w WESER. 故 
| k= Еу), e, k= Емба у) 


ZERERA 
d 
w 之 (5). 
又 庄原 解 之 和 禄 数 篇 
HA)=w у У (£ 
m n£ D 


CKO =1,Ж (5,4) = 1). 因 (22, 4) = 1, Ж 
=E Z (ба) е5 (+). 


215 


( 因 任 一 整数 n 必 可 表 成 n = Je, 无 平方 因子 及 g > 0. 3 e, TA 
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今 举 本 定理 之 一 应 用 . 

В 太一 4) = 1, ke plk) Ш А = = 十 y? 之 解数 . 故 得 : 

定理 2. +y =k RAER k ZAR =L (той 4) 者 之 个 
ВОВЕ k 之 因数 三 3 (той 4) 者 之 个 数 . 

此 和 与 定理 6.7.5 之 结果 完全 相符 合 . 

ZEL Жол BAR, + 2y = lm ZAREN 20, 此 处 о 篇 m 
之 因数 三 1 或 3 (mod 8) KHERA m 之 因数 三 5 或 7 (mod 8) 者 之 个 
数 . 

ИҢ 2. вех? ку + у? 之 解数 篇 OER. ШЕФ 篇 k 中 形 如 
3 十 1 之 因数 之 个 数 减 去 形 如 34 十 2 之 因数 之 个 数 ， 

B 3. 3 m BAR, x? 十 3y? = 2m 之 解数 有 三 种 情形 : 著 ЖЕ 
数 , 则 无 解 ; 车 = 0, ШИ 2E(m); №1 REBR, MARS 6 E(m). 
此 处 Elm) 之 定义 如 上 . 

习题 4. 车 m ЖАН x? + 3y? =4т 有 Elm) 个 正 奇 数 解 . 
_ #5. жт AAR а + 4y? = 2: 之 解数 , 当 k = 0 时 篇 2E, Җ 
¿= 1 0, # 22 时 篇 2E, НЕ E A m 之 素 因 子 三 1 (mod 4) 者 之 
BERE k 之 因子 三 3 (mod 4) 者 之 个 数 . 

ЫА 6. 用 е(п) Rú n 之 因子 中 三 也 2, 4 (mod 7) ЖИВЫЕ = 3,5, 6 
(mod 7) 者 之 个 数 所 得 之 差 , 上 有 0 < п = x° + xy + 252 2 1} 2e(n). 

ДА 7. фт m ЖА, НИ е(2“т) = (a + 1)е(т). Ф 3+, HŽ b 篇 
奇数 时 ，e(3%) = 0, Ж 5 篇 偶数 时 ，e(3%) = el). 

ШН 8. Жот ІЕЕ, U т 2 +7 之 解数 篇 2е(т); 2m = 
= x° + 77 之 解数 篇 0; 4А = а? + 72 之 解数 篇 2e(k), k ARB. 

3388 9. $ m 篇 正 奇数 , 则 x? + 79? = 8m ЖЖ elm) 个 正 整数 解 

习题 10. 0 < m = = + xy + 372 之 解数 等 人 m 诸 因 子 中 三 1, 3,4,5,9 
(mod 11) 者 之 个 数 减 去 三 2, 6, 7, 8, 10 (mod 11) 者 之 个 数 所 得 之 差 的 二 僧 。 

$5. 二 次 型 的 mod q 相似 ， 

ФА КИТ. ЫА 
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x=rX +sY, y=#X-+uY, (ru—st,q) = 1 (1) 


使 
ax? + bxy + су? = а, X? + В ХУ + с У2 (тойд), (2) 


HERSKA (a,b,c) 与 (а, bo ci) mod а 相似。 命 d, di 分别 表示 (a, b,c) 
与 (а, bo ci) WASIR, URRE 
41 = (ти — st} (b? — 4ac) = (ru — std (mod 4). (3) 
由 (3) 式 可 知 车 (a,b,c) Ж (ау, bici) mod p 相似 , 则 必 


的 -的 


取 q ЖК 2 МАК р. М (a,b,c) 的 御 别 式 篇 d, B. p+ a, 


ДЇ (а, 2,2} 一定 与 一 形 如 (ar 0, су} 的 型 mod р ЖИЙ. ЖЮ р Ё (a,b,c), 


+ Р + а, Си Ха +25, Y=y (mod р), 可 得 


2 Y? (mod р); 


ах? + bxy += (+>) -Z pIE 
若 ptc, 也 可 类 似 地 诅 之 ;车 p| (а, c), 而 ptb, В а= ХҮ, y=X—Y, 
得 | 
ах? + bxy + су? == bxy == b X? — ру? (mod р). 

СЗ ЛАШ Ж TARRE p|b, рі ас 而 讨论 之 . 

引 理 1. # płac, MUA х,у 使 

вх? + су? == 1 (mod p). 

证 : 命 *,y 各 各 经 通 0,1, sp1, ДЇ a? 84 1 一 cy? gA EER 
同 的 值 . 所 以 必 有 一 租 х, у 使 
| ак? == 1 — су? (mod р), 
亦 郎 引 理 ， | 

分 1 三 or + cË (mod р), Ш su BER — ARA p + ru 一 的 整数 ， 
固定 $, 而 命 


bı = 2ars + 2ctu ， сү ЕЕ as? + си? (mod p), 


则 必 (а, 0,2) ~ (1, bici) (mod р). Жї 4, BERRIREN h ATE ДО 
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论 必 有 
(1, bis с) ~fi, 0, 一 аза, 0, 一 dı} (mod p) . 
И 


EEL В (a,b,c) KPIA d HL p > 2, ptd, Aer Ж mod p 
нити, (2) 一 1 时， | 


(a, b,c} ~ (1,0, — 1) ~ (0, 1, 0) (mod p); 
而 党 (2) = 一 工时 ， 
{а, b, с} — (1, 0, — t) (mod р); 


X (1,0, — 1) 必 不 能 与 {1, 0, — r) mod p 相似 . 
Ж. 刊 别 式 相 同 的 二 次 型 必 互 相 mod р 相似 , р 篇 一 不 能 整除 d 的 奇 来 
Ж. 
ЖК q 一 2， 而 二 次 型 有 奇 刊 别 式 的 情形 ,有 : 
定理 2。 任何 有 奇 制 别 式 的 二 次 型 , 必 和 与 下 列 二 型 
{0,1,0}, (1, 1,1} 
之 一 mod 2 相似 , ВЕНН АД. ДНЕ, 
(a,b,c) ~ (0,1,0) (mod2) ， 02| ас; 
(а, Ф, с} ~ {1,1,1} (mod 2), жг 2 фас. 
证 : 因 2 + d, 2+0, KE 2 Y ас, Н 


| ax? 十 bxy + су? = а? + xy + у? (тоа 2) : 
ж 2|ac, ВШ 2|а 或 2|с. Ж 2|a, M | 
ах? + bxy + су? ЕЕ ху + су? = у(х + cy) (mod 2), 


故 得 (а, b,c) ~ (0,1,0) (mod 2); Ж: 2|c, 也 可 用 司法 得 之 。 
Җ. (0,1,0) 不 能 与 (1, 1, 1} mod 2 相似 , 故 得 定理 ， 
Ж. 任何 二 个 有 相同 的 奇 制 别 式 的 二 次 型 , 必 mod 2 ЖИЙ. 
今 考虑 p 能 整除 二 次 型 的 御 别 式 的 情形 . 
БЕ 2. боп -ERZAR UAE х,у, (х,у) = 1, Н 


е 


ИИ 
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(F(x,y), n) = 1. 
证 : mag 篇 任 一 素数 . F Р(х,у) 篇 一 原型 , 故 q+ (a,b,c). Ж qta, 
ДЇ q +F(1,0); Ж а4с, H| q+F(0,1); Ж q|(a,c), Ш q +ó, В ФРЕЕ). 
KE п = 4, 则 定理 已 明 ， | 
f Чь › 9: A п ВРТА 18) Н) НУ, 由 以 上 所 述 , 必 有 整数 x;, yi, 使 


qi t Fwi, уг). 
由 双子 定理 可 知 有 二 整数 х, у 使 
X == x; (mod 4:), Y = y; (mod g;) (i=1,.… , s). 
题 然 可 见 А 


(F(X,Y), п) =1. 
又 命 х= Х/(Х, У), у = У/(Х, У), В] (х,у) =1. Ш 
(а, у), т) =1. 
HER р > 2, Ш (а, Б, с) WPR 439 pld НЫЕ. 因 p+ (а, с), 
故 今后 不 妨 假 定 p+ a。 В 
| {a, b, c} ~ (a, 0, 0) (mod p). 
定理 3，p > 2, 二 次 型 (a, b, с) Ж (а. boc) ИННА d 及 4, 
H pld, pld. R (a, b,c) 与 (ay bp ci) 能 mod p 相似 的 充分 必要 休 件 乱 
С=С). 
其 中 k, ki 各 篇 任何 能 经 (a, b, с}, (an В, су} ВН НА: (k, 4) =1, (А, d) =1 
的 整数 . | | 
Ж: 由 引 理 2， 可 知 k, kı 之 存在 ， № k= ar? 十 bzy + су? (mod р), 


(А, p) = 1, Ri 
оа 


ma (Ejawa (2). 235 (а, b,c) 与 (ao bn ду) mod р Ж 
似 , 则 由 相似 的 定义 , 立 得 


@-©-(@-@ 
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反之 车 zza ($ ) = (6), (=) = (2): 故 有 整数 z 使 


а = ау 2? (mod p). 
жы | 
{а, b, с} — {а, 0, 0) — (41, 0, 0) ~ {а}, bi, с) (mod p) ° 
下 面 我 们 来 讨论 p = 2， 而 212 的 情形 。 先 引 进 符号 : 


II 


G= (0) 7, 0 或 3 (mod Ó; 


(А) = - уе 3 三 0 或 2 (mod 8); 


ж №1 让 
aja eja fa 


K) e (K) = CA: t 下 


其 中 . 篇 能 经 (а, Б, с) 表 出 的 奇 整数 ， 
因 214, МХ 2|5， 故 售后 不 妨 假 定 6 = 0 而 讨论 
“то: d = — 4ac. 


[| 


0 或 6 (mod 8); 


定理 4. А 4 = (mod 4) 的 二 次 型 mod 4 相似 的 充分 必要 休 
” 件 篇 他 们 有 相同 的 8. 


证 : [I d= —4ac, Ж ac 三 1 (mod 4), жй m: (той 4), 824+, 
ВА 能 表 成 
К == ал? + су? = а (2-4 у?) (mod 4), | 
Я ху ЖЕНА, ЕС == a (mod 4)， 所 以 得 到 


| a(k) =8(а). 
由 此 概 易 推 租 定理 ， 
用 同样 的 方法 可 以 广 明 下 列 雍 定理 : 


定理 5. MGA =Z (mod 8) 的 二 次 型 mod 8 相似 的 充分 必要 休 件 
篇 他 们 有 相同 的 。， 


定理 6. ИНЕТЕ S. (mod 8) 的 二 次 型 mod 8 相似 的 充分 必要 人 条件 
得 他 们 有 相同 的 še. 


定理 7. МИ © = (mod 4) 的 二 次 型 mod 4 相似 的 充分 必要 休 件 


ТИГ 
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SABE THI д. 

定理 8. ВМА =O (mod 8) HKA mod 8 相似 的 充分 必要 人 条件 
篇 他 们 有 相同 的 9 及 е. 

HEL FARA E= (mod 4) 的 二 次 型 必 mod 4 ЖИЙ, 


4 


Ш 2. 任何 二 个 适合 所 二 1 (mod 4) 的 二 次 型 必 mod 4 ЖИЙ. 


ЖОЛА 3. ЕЁ < =1 (mod 4) KALYAN 
x? + 3⁄2, x + 7y? 
之 一 mod 8 ЖИЙ, ВЕН: mod8 相似 ， hEN IB R 
相间 币 别 式 d， ü= 1 (mod 4) ZKA, YI mod 8 НИЙ. 
088 4. ФАН. 任 二 个 二 次 型 对 mod q 相似 之 必要 且 充 分 
休 件 坊 其 特征 系 全 辐 . 
$6. ЖИВЫ. Ж. 
由 相似 及 mod 9 ЖЕЙДЕ, НАЕ АН SHET 4, 他 
们 必需 mod ШЙ). 
ит Фор, É d 238538 N+. Ж (k24) = 1, ВИДЕ) >. 
表 出 之 , 则 由 上 节 之 讨论 可 知 
(6), šQ). e, 3 QO) QO ч) 


之 值 不 因 їй. PHEA Р(х,у) ВФЕ. 

因此 二 相似 的 二 次 型 有 相同 的 特 微 系 , 所 以 可 以 定义 二 次 型 类 的 特 币 季 . 

sE £$ 2. 车 二 个 有 相同 制 别 式 4 的 二 次 型 类 的 每 个 特 徽 值 都 相等 , 则 称 他 
们 篇 属於 同一 族 ， _ 

易 见 族 乃 由 车 干 类 所 组成, 邻 和 合 将 杂 明 每 一 族 中 所 售 的 类 数 相 等 。 因此 项 
事实 在 研究 二 次 域 上 理想 数 时 ЛЕ Е, РЕНН. 

族 的 概念 主要 是 由 於 讨论 用 二 次 型 表 整 数 的 问题 所 引起 ， 

命 Fly) 表 一 固定 的 二 次 原型 . 今 往 讨 论 不 定 方程 式 

k = Р(х,у). (2) 

E Ald = 1， 则 此 问题 可 由 定理 4.1 解决 之 。 IBE (Q) 去 1， 则 定理 4.1 (E 
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ЖЭ ЭЖ ТТА ЕЛЕНА. 例如 洪 Pk) = 0, Я] (2) АЖ; 但 若 Ф(А) 5 0, 
BJ (2) 式 有 解 否 ? 苟 有 解 , 则 解数 多 少 ?此 和 皆 非 定理 4.1 之 所 能 同 答 者 ，- 族 的 引 
入 ,将 於 过 个 问题 的 解决 ,也 有 部 分 帮助 ， 
1. а= 一 96, 共有 四 个 定 正 已 化 原型 
{1, 0,24}, {3,0,8}, (4, 4,7), (5,2,5}. 
由 定理 4.1 仅 知 如 以 此 四 型 表 2, RRRA | 


pk) = 2 > (=°), 


此 处 п В А 的 所 有 的 正 因子 . 需 欲 算出 特 徽 系 ， 必 先 遗 出 与 4 ERE k 
且 可 由 该 型 表 出 者 。 今 各 取 I 
К = 1, 11, 7,5,. 


因 之 算出 
и | (+) ою в 
{1,0,24} +1 +1 +1 
{3,0, 8} —1 —1 --1 
{44,7} | +1 —1 + 
{5,2, 5}. —1 +1 —1 


НЕА АНН ЕН —Ж. 由 此 得 出 : № k= 1,11,7,5 (mod 12) B£, ф(®) 
各 表 了 第 一 ， 第 二 , ЖЕ, 第 四 型 之 解数 ， 更 具体 些 ， 若 k= 1 (mod12), BH 
ЮУ (6) ж 
2 + 242 = k | 
BREE. R, ЕНА ¿== 11,7,5 (mod 12) 时 ,上 式 不 可 解 。 
Я 2. 4 = 一 15。 共 有 十 个 定 正 已 化 原型 : 
(1,1,4), (2,1,2). 


@-@-.. I 


各 取 k= 1 及 17, 各 得 


& 
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(3)=(3)= Ti 

由 此 二 者 可 以 算出 k=1,4 (mod 15) Æ 6222,8 (mod 15). ВИЗ k=7, 
11,13 或 14 (mod 15) , 则 £ 不 能 以 此 二 型 之 任 一 表 之 。 而 R= 1,4 (mod 15), 
ВИ (11,4) 表 k 之 方法 数 等 从 2 D (TE); ë k==2,8 (mod 15), 划 (2,1,2) 
# k 之 方法 数 也 如 此 ， | 

由 上 面 二 例 可 以 看 到 ,车 每 族 中 自 舍 有 一 类 , 则 党 (k 24) = 1 时 ,(2) 的 解 
нра ШЕ. 

$ 4 > 一 400 НИЖНЕЕ (351 页 ) ， 表 中 还 烈 出 
所 有 的 定 正 已 化 原型 | 

388: 如 例题 ,研究 d= 一 20, 一 24, 一 32, —35, 一 51, 一 75 有 时 之 情况 . 
$ 7， ВИК 200. 
fr 


к(д = > (2)+. a) 
此 乃 一 非常 重要 之 级 数 ， | 
я (=) Жш lal 之 实 特 徽 , 故 由 定理 7.2.3 可 得 


`> (2) | <121， 
дл n 


再 由 定理 6.9.2, АЖЕ KA) Week. 
定理 1. 


шт 4) - 20aD ка 
之 =G )= кей. 


rw Т 


(k 4) =1 


证 : 1) Ф 4(r; 2, n) 表示 不 大 从 二 而 与 4 互 案 之 整数 之 个 数 , 旭 


т ‚2. > OE 7È С), z == Ф? С), х а К 


(k, d)=1 (2, d)=1 (5, d)= 
nik 


_ > ( 4 ) Ald, n) оу 


і —? 


91 


115 


120 


123 


132 


147 


148 


160 


163 
168 


180 


187 


192 


一 4 一 195 


228 


232 


235 


240 


267 


280 


288 


312 


315 


372 


351 


1,1,49 
3,3,17 
5,5,11 
7,1,7 
1,0,57 
2,2,29 
3,0,19 
6,6,11 
1,0,58 
2,0,29 
1,1,59 
5,5,13 
1,0,60 
3,0,20 
4,0,15 
5,0,12 
1,1,67 
3,3,23 
1,0,70 
2,0,35 
5,0,14 
7,0,10 
1,0,72 
4,4,19 
8,0,9 
8,8,11 
1,0,78 
2,0,39 
3,0,26 
6,0,13 
1,1,79 
5,5,17 
7,7,13 
9,9,11 
1,0,85 
2,2,43 
5,0,17 
10,10,11 
1;0,88 
4,4,23 
8,0,11 
8,8,13 
1,0,93 
2,2,47 
3,0,31 
6,6,17 
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因 当 п He KER, 4(7; 4, п) 决 不 增加 ; LA 
AG; d, n) < 1 
T — 


n 


DERESE 6.8.2， 可 知 级 数 (2) 关於 т APh. 


又 对 固定 之 в 有 
к Adn) _ $040) 1 
а Т ld] n’ 
故 得 
A(T; 2 n) _ 
lim — n) о 
tm 3 t z > >С: )- > н) im ' 


(k 4)=1 


ч (+ 

$8. ЖЕШ РЧ 2 ЕА, | 

定理 1， 设 m > 0, Го нон 
J 〈 由 链 曲 穆 之 弧 及 由 原点 出 发 之 二 射 粽 所 构成 ) № 1 需 其 面积 (有 限 的 ) . 
将 原 图 形 放大 VT {@ (ШО УТ, тИ ED. ® 0@) 表 此 放大 的 图 
Р, НАИ | 


=  (modm), = (тойт) 
lim Обо). = L, 
r>a m 


#: ЕН БЕН. 以 


_ болт — tsm 
ES ут ' 1= V 


ЗИФ. АВЕ Z 之 正方 形 . 


命 WG) AMRS AHA” AREARE E EZAR. 则 显然 有 
| UG) =W). | | 
仿 糊 眼 之 面积 篇 -"—, кезк 


2 
г= || dë 47 = Hm Zwe). 
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故 得 定理 ， 
$9. FHER. 
© о V(k, Ff) RHF 天 之 原 表 示 之 个 数 ,又 命 
HG,F) = >, YF), т>1. 


1<5<т 
(4, 4) =1 


本 节 之 目的 在 求 出 极限 
lim 2 H, F). 


定理 1， 当 *, y 各 过 完全 剩余 条 mod 14| 时 , М 141 Ф(14|) #4 
Р(х,у) Ша НЭ. | | 
##: KAEI: 车 214, 1 > 0, 则 х,у ИЖ py ЗЕ ЕЖ Н 
Р PC) 租 使 p+Flx,y) Врт]. Ж |4] 之 标准 分 解 式 需 下 р, НИЯ (a, 
Е(к,у)) = 1 Ж p+ Р(х,у) ЗВЕНЕ НИЕ х,у AB 121 ZEA 
剩余 系 时 ,共有 
ТГ РФС?) = 14] Фф 


个 值 使 F(x, у) 与 2 ER. 
E (a b,c) =1, р (ас). Ф ра 
1) £ р> 2. W (р, 4а) = 1, ЖШ 
АЕ = (2ax+ by)? — d Æ 0 (mod p), 
可 知 | 
2ах + byÆ 0 (тод р). 
且 反 之 亦 然 。 H y КН (共有 yp 个 值 ), 因 p+2a, ЖЕ p — 1 个 不 
同 值 , mod р. ÉB z 有 рр 一 1) =p) 个 值 mod р. 放 得 定理 ， 
2) &р=2. H 2|4 可 知 212. 休 件 
ах? + bxy + су? =: 1 (mod 2), 
8725 о 
вх + су ==1 | (mod 2). 


因 对 у 之 任 一 值 (共有 2' 个) 有 2-1 个 * 之 值 (mod 27) 使 上 式 成 立 , 故 得 


„h 


` a.s 


354 数 Bf] 25, B| 
定理 2. ЕЛЯ 
2r Ф(12]) 
_ — T › 4 <0, 
о нов У id ш 
lim T 7 lge Ф(4) - 
Z — ` ° 车 а>0. 


й: 车 d< 0, {у U(z) = U(z, F, хо, уо) Зі 
0 < F(x,y) «т, | 
х= хо (mod |d|), уж» (mod |4|) 
之 解数 。 E & > 0, Ив UG) = U(z, F, хо, уо) ЗА 


Е 0 < F(x,y) «т, 工 > 0， 1< 12| <=, 


x= xo (mod 14|), у = уу (mod |d|) 
之 解数 。 此 处 L, ТГ, в 之 定义 一 如 511.4. | 
ФВ хо ye KERGER |4| 之 完全 剩余 系 中 使 (Р(х, уо) ,4) = 1 之 整数 组 ， 


Bl) 
> UG)= > w%(&,F)= Н(т,Р), | 
Cro y0) 1<%<т А 
(Е (x0, ya) 4) =1 (k, 4) =1 加 
m 
. H (z, F Í 
И -шт E vo. 
(F (x0 $0), в) =1 
由 定理 1, FERNSEH Xos Yos 5# 
| 2х_ 1 
UG Умаг Ë’ ж 2<0, 
lim — = 
t>o Т logée 1 
и 2° 车 4>0, | 
则 定理 已 得 。 再 由 定理 8.1, ЗГАСНЕ Р(х,у) < 1 (4<0) Ж и 


„imt „. 


В 0 < Р(х,у) < 1, L > 0, 1 < 
1) 3⁄ d< 0, АЕ 


E| <e (а> 0) 之 面积 便 已 足够 ， 
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ах? + bxy + су? < 1 ° 
27 ZE 
之 面积 篇 TFT ;, 故 得 定理 ， 
2) & d> 0, 不 妨 假 定 а> 0. W 

L == 2ax + (+V 4 )y,. L = 2ax + (—V d )у, 
故 有 | 
L L = 4а (вх? t ху су’), 

而 得 L > 0. О 
BH KO EE НН ӘЛЕ HAS 


І = || dx ду, 


其 中 积分 多 数 过 LL < 4a, L > 0, 1<£ <=. В 


L L 
2Va T P> 2wa °° 
此 释 换 之 画 数 行 烈 式 (Jacobian) = 
Op Әр | — 
Әх ó | 1 _1 |24 b+ Уа ye 
д | 2уа ам руі" 
Әх ду | 
故 


1 
I = zÍ dp dG. 
RORA oc < 1, с> 0, a< p < ss. ИЛ (0,0), С L),a, 1) 
ЭЩ ШЕШӘ. Ко 


— 1 p в 1/0 
“4 г= {| af do + |`ае| do = 
0 pre? 1 


р/а? 


1 
ІКС 2) + | (1 52 dp = 


! “dp | р | 
— 4 + TT — d 一 е 
|, P | р о 62 P = lóg e 
所 以 


而 每 定理 
$10. 类 数 之 解析 表示 法 
“定理 1. 
КАН кф, ж а<о, 
#(4) = ит 
4 чы 
тр К, 3: а>0. 
8: 命 
Fiste, Ема 


ВХ. 由 定理 4.1 可 知 
> HGP) = > > RF) = 


ISAST F . 
(k, 4) =1 
d 
= 之 Ф}= 之 >). 
ISAST ú 1<4<т nl 
(д, 4) =1 (#, а) =1 


由 定理 7.1 及 定理 9.2 可 知 


2r 19(z _ егу yep [EË “<0， 
ка) ja д ко) 


即 得 所 求 . 
故 今 之 问题 一 释 而 篇 求 


ZZ ВЕ. 

$11. 基本 判别 式 ， 

Е. Ежа d 者 乃 币 朋 式 之 不 仿 奇 素数 之 平方 因子 , 且 d 或 篇 奇 
数 或 三 8 (mod 16) 或 三 12 (mod 16) Ж. | 
例如 : 5, 8, 12, 13, 17, 21, 24, 28, 29，.… 。 

定理 1. ЕЯ 4 PTRA fm? 之 形式 ,此 处 f 是 基本 利 别 式 ， H 
家 法 是 唯一 的 . Я | 

W: 1) #4 是 奇数 , 命 m 篇 最 大 之 平方 数 可 除 毒 4 к. 命 4 = fm 
即 得 所 求 ， 


й 
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2) 车 4 是 偶数 , 先 表 d= qr, п Е d 中 之 最 大 平方 因子 。 显然 有 21|. 

$ а==1 (mod 4)， 则 q КАЖА 

$ 7 三 2 或 3 (mod 4), ВХ ў = 44, ЖИВА 4g =8 或 12 (mod 16) 此 
ПЖ. 

3) 唯一 性 . | 

В d = fm, m > 0, f 篇 基本 御 别 式 。 若 f 是 奇数 , 旭 f ЕО S, 
т Л) d 之 最 大 平方 因子 ， # f 是 偶数 . 则 1 三 8 或 12 (mod 16), Ёр tt, 
Ék 2 т)? 篇 f 之 最 大 平方 因子 ， 由 此 种 说 法 ,唯一 性 已 明 ， 

定理 2. h d= jm 篇 定理 1 PRERE, 


к= П П 1-(2)2 ZNO. 


№ m 之 标准 分 解 式 需 pho pls， 则 由 定理 1.7.1, 可 知 


кру (1Y1 
кф) =к@) Z ($) O+ 


ът) 
+ 一 一 
Pon Pi Pi Pi Pi ко) 


РТР; 


-CD 


由 此 可 知 仿 后 起 须 求 出 КО) ZEEE. 
ИЛЕ, WEF d ЖЕНЯ, Bi 5) 5—88 |4| Во, 


$12. MRAR. 
TR 4 ЖЖАП. fr 
к=, 车 是 正 数 ， 
i v |Т, #2 是 负数 


358 ж АВ и B| 


в=1 
及 
Z, cos пф _ _ . P 
> — = — jog (2 sin — ). 
证 : ”由 假定 ，0 < p < 2r, й" 

о Ci | 

> = — [юр (1—2) = 

s= 1 n 


= — log (2 sin £) -+ £ arc tan (со P )= 
2 
— ы * Pp | ] п P 
log (2 sin )+ (Ë =): ` 


| ERRAINA, ПАВ. 
| е 2. #4 篇 基本 逢 别 式 ， HI 


-— > (< ==. + 4>0, 
к(а) = Е 
д li/ 


证 : ”由 特征 和 已 知 


41-1 
> (< ): zxinr/jdl -(* 5): | 


(车 4 важни, (2) ВЮ. ж 
vz к = У (y -54 aO м" 


HOP 


1) #4>0, 虽 取 上 式 之 实数 部 分 可 知 


= 


Жени 9 № Abel 定理 。 定理 1 ART E IKRE HI, k DELS L ЗЕ, 高 等 算 学 分 析 
~ 第 501 H. 


` + 
_ ааа ааа —. — aa i 
| 
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(ШЖ log 2 >>: (4) = 0). 
` 2) # d < 0, 旧 取 虚数 部 分 


Val к(а) = > (2 2) Tr = 
-2( G - ED= 
-ira G) 


由 定理 2 及 定理 10.1 37193: 
定理 i d Бие, Е 4>0 时 


. Xt . NS 
60 = || sin — / П чь; 
f d £ а 


x d < 0 时 | 

S agal EE) 
жй ‹ёйа(=)=1 жй r(0 << 120), m C mie (2) = -1 之 
88 7. 

定理 4， 改 4 篇 一 负 基 本 利 别 式 ,出 

[14] | 
tp — 5 £ ‚ 

SS kas 
证 : 由 定理 1 已 知 : # 2x < p < 4x 上 时， 


сз sinn _ & sinn 227 — 2 
Zee g звест а (есж) кот 


#(4) = 


n=1 п=1 


360 gz да зн B| 
”如 定理 2 ЩЙ | _ 
Va к(а) (5) = > 1 19 Ут = 
比较 虚数 部 分 . 
Мако (2) 5.0506) T 
= > (2); > 一 sin т 


= m 27 2) (ж —2= ) 
1<r<lla > (+ +) fal )+ „Х.С 2 [4 +”). 


(注意 : Ж, = 1141 вв аи 0, 而 非 5. 但 其 时 (2) = 0, 
аы.) 故 


ZETOR (++ z (9) 


= 2 V |4] K( + x „>С )- 


У ка) 一 т 之 (<), 


<] 


эш@-(@унө-+ (©. 

故 得 定理 所 云 ， | 

ER 1. ВН Ен Z 3 k, РДЕ Esa BB 
а> (5) - (2-6) (2). 


ЖЕ 2. B р=3 (mod 4), Ш 0, , ИЕН 
ЈЕВ ЛЕК, Жор=1 (mod 4), ДІН. 


Вр 
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$ 13. Pel ХУ. 


邻 申 述 以 上 结果 之 一 应 用 . т d> 1, B 4=0 或 1 (mod 4) 
коз Yo 篇 | 


х? — ду? = 4 
之 解 ,使 xo 十 4 у, 最 小 者 (х > 0, y > 0), 而 命 
| — xot Vad уо 
. — 2 ° 

ЖЮ. Н КИЛЕН | 

| s < 4“. 
_ fr 4 = тр, 此 处 f AERAR. 

定理 1 命 f> 0, 4” 往 最 小 之 非 负 整数 三 4 (mod f) 者 , 则 


zr | 2 |<т т ru. 
证 : ”由 定理 3.3 УД | 
| >> (=o, 
故 . 


KA SR EBE 7.9.2 НН ЕНН 


== |£ 500)1<2(77- Z), 
而 得 定理 ， 
定理 2 命 4>1, 则 


PPO KD 
证 :由 直接 计算 可 知 


的 -全 的 -| 的 wo 


= (m, n) > 1. 
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„ яф _ 


(5) = 0215 
-| RO б 去 (人 Э ў © -站 
<> <zf [41-1 Г) < 


л КИ < 
SAV f m=AVT. 


> =1 


(яд у>», ж 1< М7]. x > <.) 
定理 3. й 45, м = 
K(d) < $ юа+1. 
#: Е al, e | 
и) 
$ (#) = £ 
о 22): 
TER S( 一 1) = 5(0) =0. 从 是 有 | 
5(в) — 5(»—1) = >: (4), 
0-2 (4) 


500) — 2 S(n—1) + 8 (0—2) = (5), > 1. 


K(d) = > Or = > 二 (S(n) — 2 S(n—1) + SG—2)) = 
7 > SC») 11. 7 зат + Aye 


я 25% _ 
E > n(n+1) (n+2) ` 


— шш ы 2 — — - т T уус кш sss sss anu 


pa t. 


_ = 2300D _ СТОЛИ 
ty’ = ZZ а) G+ ` 


n=1 


Як 1800) < "О , 故 得 


4-1 4-1 
1 


-Şt 3 ll | l 
. <> = z ++ t < 
| 3 , 1 1 
< log (4-0 +y — > + +". 
双 由 定理 2, 得 


< 2⁄4 2vVa 
1521 < Z Г GT = АЕ. 


К 4=[/41+1, El 


` | 3 1 2Vd+1i 1 

| [К (4) 1515 + [52| «5108 (4—1) +y ++ < bg 4 十 1， 

j (85 425), | 
定理 4 常 有 


log s < Va (+ log 2+1). 
证 : H EBE 10.1 
OVI 


— loge 


1<2(4) 
再 由 定理 3， 即 得 定理 . ` 
定理 5. (Schur), 常 有 
log 5 < V log 4. 
证 : 车 d> e, ИНЬ, В. 3 4 < 2, BJ 4= 5, 但 此 时 


к(а). 


„= 245 
2 x. 
而 
x= 1 x 1 
气 * y =0.5772 -.. 篇 Euler 常数 。 > > < log z + Y ZW Шо >: > log :)= Y 
£ а n=l х 00 =1 
“下 1 一 log x Мини. 
«n=l 
\ 


СА | О... — 


3⁄4 и ва š об 


log e < У 5 log 5, 
定理 成 立 ， 
БЕЯ: Gauss 便 推 测 : 当 |d4|— o 时 ， 
h(ad)—%. 

此 乃 一 著 明 的 难题 。 1934 Æ Heilbronn НЛ, d— — оо ӯ, ДЈ (d) — œ. 
和 后 一 年 ，Siegel НН о | 
| log #04) _ 1 


=== — 


рн log |4| 2’ 
ПН 1(4) 当 4 一 一 % ЖК. 
但 有 是否 党 4— оо Bp, А(4) 一 о. ИЛ ПЖ, 关於 此 方面 


Siegel 之 结果 篇 


lim log (A (d) log ©) 
d— ° log d 


АВЕ log 。 ZERATE КЖ ЕЁ ЫН Ald) EEE. 
此 二 结果 将 於 $15 PRIZ. 
О $14. 车 干 引 理 . 
在 下 一 凶 中 将 广 朋 ”Heilbronn-Siegel 定理 ， 在 此 闲 明 中 需要 用 到 一 些 复 
炙 丙 数论 的 知识 , 及 第 九 章 中 所 性 明 的 关於 《 画 数 的 某 些 商 单 性 质 . 需 了 方便 
起见 , 故 将 下 一 季 中 所 需 的 知识 分 述 如 下 : 
1) 被 变 画 数论 中 所 币 引 之 定理 篇 : 
定理 1 (Cauchy ЖА). 车 


=1 ` 
>. 


IG) 一 > dn (s—a)" 
n=0 


在 |+—а|<+ 中 篇 正则 , 且 91SM, 则 
|a,| < M r" (n=0, 1, 2,.、) ， 
(ЖЕН ЛЕН ИРЕЕТ ШИЙ ЫСЫП. 第 五 章 ，$2, 第 8 Ez.) 
2) НУ Ç 画 数 所 需 的 定理 篇 : 
定理 2. (G) G= + i) 在 年 平面 o> 0 上 篇 一 除 s= 1 以 外 无 不 不 
ТЕДДИ, m := 1 ЖЕН ЛЕН РИКА 1. 又 有 | 
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О < GG>0) а) 
Ror (AEH 9.2.1). 
з) 个 引进 另 一 图 数 
„ә = > (4 (> 0), 
n=l 


此 不 а 是 一 刊 别 式 。 显然 


Ls(1) = К(4). 
ЖЗ. Ls(s) 在 右 中 平面 c > 0 ЕЖЕ, НЯ 


[14| [$ 
@ 


24691 < (о> 0), (2) 


0 < (1) < 2 + log 14|. | (3) 
0: фл,” BEBLER, Н п, > m. ШЧ | 


PAORO 


对 任何 m >n EEX, KEER 6.8.1 得 
Z G) a | 


1 1 


т 


4 1 
„2, (HH < [4| 
3 
4 
< | 


=l): 


n+1 
< |5 | | ~el 4х, 


na 
140 xel dy + 21-1; *)< 
в | 


|s| = 


п, (со > 0). (4) 


=- ну 


+1 
= | ç xl dy 
* 


所 以 有 


S 


Hi (4) Я] 49, НЕЕ со > 0, Lals) 在 中 平面 0 >20, 上 的 任何 有 限 区 域内 和 起 
一 致 政和 化， 自然 也 篇 正则 。 又 因 oo 可取 篇 任意 小 的 正 数 ， 故 L,(s) 在 全 平面 
ç > 0 内 篇 一 正则 西数 ， 


366 数 Е 着 B| 
ЖЛЕ (4) 中 取 m = 1, 而 合 办 一 oo， 可 得 (2) 式 。 
由 定理 10.1 Z 2(4) 221, ю8>0, Но | 
1.01) = К(4) > 0. 


又 分 
мо (+ š (D: 
篇 二 部 分 ,其 第 一 部 分 | 


| [41 
dN 1 1 
' 光正 <> 1 <1 + 10р |4], 


而 第 二 部 分 ,由 (4) 可 知 ， 


> =|а|+1 > (<) 
故 得 定理 ， 
$ 15. Siegel EB, 
EREL жака BZADA, Е 


f(s) = CCS) Lals) La, (5) La, G) , 
ШЖ c > 1 时 ,有 


_|4| _ 
< тант < 


f(s) 一 San~, 41 = 1, as 2 0 (п=2, 3, …) . 
ме. 2 в S (43 1 i „(4\1 
ш: 当 “>1 时 , у „л > (4) ‚нижний, н, ж( 2) 1, | 
АННЫ, 故 由 定理 5.4.4, 得 i 


oM- в9-П(-(5)5) en. 
жа 
ооо) 
则 有 
К) = п. gs, p) (>D. а) 


Е? ), (=), (26) жог ол —1. # (5) = (+)! 
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时 ， 


gls, p) = (1—р7*)7* = =. > (m+1) (m+2) (m+3) р"; 


#(Ф--ь(@-+ а (--ь(Ш-ж 


g(s,p)= (1—р727) 2= > (m+1) рт"; 


т = 0 


a(S (2) 中 有 一 篇 0， 而 另 一 个 需 0,1, 一 1 B, 


вов) = арт) = Ў ea 
вор) = 0-р) = È (н) рее; 


eG p) = (1р2) = S! р->. 
m=0 


” 故 对 所 有 情形 及 任何 素数 р, 有 а = 1, a, 2 0 (m = 1,2,… ), 使 


g(s, р) = > брт Р" (a > 1) . (2) ` 

т=0 - | 

成 立 。 | 
由 (1) 及 (2) 得 | | 
= (5 онр) G>D. = (з) 
£ т=0 

邻 设 ”之 标准 分 解 式 需 n= pt ph. 定义 

dr = а 


ыя?" aya, 
а, 对 所 有 的 自然 数 п ВНЗ, В. — КЕК, 0 4) 一 1, 2, 之 0, HH 
定理 5.4.4 Ж (3) 式 可 得 | 


№) = апе (а> 1), 


而 ax ЕНИН, Вр a, = 1, а, 2 0. 
定理 2， 命 4 及 d, ВЕРЕЯ, 14] > 1211 > 1, 如 此 则 44, 是 一 
ИЗ. f(s) 如 定理 1 БТ, Му 


368 и в ш в р 
p = L,(1) L, Q) L, (1) , 
ДЇ 0<8<а<1 (6 篇 任 一 固定 的 小 於 1 的 正 数 ) 时 ,有 
| Ка) > 1 Ee |dd |20 , 
此 处 C, С, ERIA 6 有 关 之 正常 数 . 
证 : 当 |s 一 2| <1 B#, f(s) 一 5 人 7 是 正则 的 , 故 可 把 它 展 成 Taylor 级 
数 如 | 
Кә) — +H = E (io 一 0) О)", (4) 
т = 0 
此 不 | 
. (эт) 
=, a= ODEO (а=, 0). 
而 由 定理 1， 可 知 f(2) 21. (—1)" (2) = S a под" 20 (m = 
= 1 2, … ) УЕЛ | | 
bo 之 1， 5,20 (m=1,2, =). (5) 
. 由 定理 14.2 及 14.3 可 知 f(s) 一 Е 在 右 牛 平面 c > 0 上 篇 正 则 , # (4) 
式 当 |s 一 2| < 2 时 也 成 立 ， 今 将 利用 定理 141 ARH |o, 一 p| 的 上 界 . 
RiR |O 一 ;人 | 在 图 周 |s 一 2| = 222 上 的 上 界 ， 此 处 £ йб . 
0<#<1, 且 使 1 < 2—0 <2 的 一 数 。 由 定理 14.2 及 定理 14.3 得 
l [NC s osa i 
—2|=28 yds] 2—8 _ 2-8) 1 /26_1Y y 
+I — 21 = S, во (2 28) (2 F <(® у, — 


KOIG laal? (1—21 = 272), 
其 中 Cs № М ó Яп € 有 关 的 正常 数 。 LHE 14.3, 可 得 


lol < |da,|2, 
因此 


2 一 | 
K= тет |< ан, 2 = 22%, (7) 
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而 由 最 大 模 定 理 , 可 知 (7) З |s — 2! < 5.5 中 也 成 立 ， HERE 14.1 
得 
— 21 E Y _ 
lo 一 pl < с, (>), т=о1,2,—. (8) 


Ф (4) 式 以 求 Ка) 之 下 界 . 


—1 


Ка) = ү + > (э„—р) (2—а)" + > (bap) (2—а)", 
由 (5) 可 知 
> (2—0) (2—а)" 2 1 — > р(2—а)" = 1 -— р — l l 
而 由 (8) 


> @, =P) (2—«)">- C, |dd)? >. > > 5 "(2—8)" = 


== — С. |44, |? E™ (1—)- = — С; |441 |? £”, 


KiE 
. __ то 
Код — с, аду", © 
2 i | 
取 m= [| р m < 298 + ce (сн 


Cs lddil?é™ < >, 


log (2—а) (1-а) __ 


2 
(2—a)” < 2°7 |441 | 1984 < 2° |44; Eg 
= С, |dd, |”, 
RA (9) 式 朗 得 定理 ， 


定理 3 (Siege), #4 Ж-Ж, ДНЕ в > 0, 常 有 
1 А 
| LO 一 o (l¿]°) ， 
Й: 不 妨 假定 O<. < Ñ, Ф 


f(s) = ¢(s) La(s) La ($) Laa (5) , | 


10 
p = LiCl) La C) Laa Cl). чо) 
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d, 的 取 法 如 下 : 

若 有 一 基本 利 别 式 di 使 La(o) 在 1 一 s <o<1 НУ, БИ 
d, 篇 (10) 中 的 41, ЗА а R LaO) 在 此 区 间 中 的 任 一 零点 , 则 f(a) = 0. 

ЖААР di 使 Lal) 在 1 — s < a < 1 PERR, MER-A 
ЖА 41. ИЯ, Ко) 在 1 一 s <о<1 На, И а 篇 其 中 任 一 
FRA Ка) = 0; E Ко) ЕЊЕ НАЗЕ, ДУ в В 1-6 <s <1 
中 的 任意 一 点 , 因 f(o) ЕЕН, 改 有 固定 的 符号 ;又 由 定理 14.3, 可 
р> 0, BE КР — = т 在 右 秆 平面 正则 ,所 以 当 a 自 左 方 趋 近 於 1 №, 
必须 有 f(o) 一 — о, 因此 可 知 Ко) 在 1 一 s<o<<1 PRAE HER 
їй d, Ща 如 何 取 法 , 常 有 

Ка) <0. (11) 
命 |4|> |4,1, HEH 2 (ж j= — > ‚ Вя 0<8<1-в<а<1), 得 


С, 
1— 


-0 i 
L) La CO) La (1) 14418979 > =, 


此 上 处 CoC BERNER, 有 大 是 


1 26, 
L,(1) < 12 1—4 


= C Lll) 14189, 
C 一 了 5 Lala- 6—4 4 无 并 之 常数 ， 当 |2| > lal > 1 时 , 有 
11) <2 + a lenl <; (1 + log 14|), ЖЯ 1 一 a < s, 故 得 


14 (1) La (1) 142, 1%97® = 


1, то <2С (1410р |d |) | d | “2° = 0 (|d|), 


В в 是 任意 的 , 故 得 定理 ， 
定理 4. #4 Ap, 
log A(d) _ 1 


ат logg |4| _ 2? 


. log (#(4) log s) _ 1 
lim log d 2 


证 : 1) 车 4 Бн, AE 3 及 定理 14.3 得 
Св |d|- < K(d) < 2 + 10р |d| < С. ||, (12) 
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再 由 定理 10.1 可 知 | 
| Са «О 1, } сай, 
брда, 
O D 车 2 非 基 本 利 别 式 ,而 4 = т, } ҖОР. К 


«0 =П(-( ко. 


суу 
(1-02) 6) 
及 | 
| -D> > 
故 得 
Сот" KAO <К(4) KKA. ` 
由 (12) 804+ | 


Сз |4|%#—* < |d|? К(4)у < Cu ldi? |]|* < Ca |4|%+*. 
再 由 定理 10.1 而 得 定理 . 


第 十 三 章 
‚ 8 в & 
$1. 复 虚 数 平 面 。 
РА МЖК 
| z= x+ yt, 


在 平面 上 有 一 点 P, 其 坐标 篇 (х, у), ERS z 之 
BE. 显然 ， 此 种 表 法 是 一 对 一 的 。 从 原点 O 
到 Р 作 一 射 穆 OP RARE. ИНК Š 
数 ,有 一 从 原点 出 发 的 矢量 _, 
由 0 到 P ZEM p = V Ey: BMS z ЖЕНЕ, МЮ OP 之 
EJE. OF Ar 轴 之 夹 角 ORA z ФИ. 显然 可 知 
x = рсоѕӣ, у = psin0. 
р 及 Ө 即 篇 (x,y) 一 平面 上 之 极 坐 标 ， 显然 可 见 
z =x + yi = р (cosh + isin0) = ре". 
EAKA ТЛИ: 
|а| = м2, arg я = 0. 


以 。 篇 中 心 ，r( 之 0) 篇 御 径 之 图 ,可 以 方程 式 


|z—c¿e | = ғ 


вх. 而 
| | > | = 
代表 以 O 篇 中 心 之 单位 图 ， 
今 再 研究 穆 性 变换 | 
и. о | 
此 由 a, b, c, d КЕКС ЖАНД Ю.Н. : 
372 | 
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ad — bc == 0. 


ЧӘ ЕЕ ОНИ ЖА z (56 一 4/c) В — г. HER z = 
= —4/с, 吾 人 引进 一 想像 中 之 点 , 称 篇 无需 带 点 ,以 xz 一 oo №. = 

令 往 讨论 之 对 象 乃 指 复 虚数 平面 加 上 无 寓 速 点 者 ， 此 对 象 称 需 夯 数 葵 不 
面 ,在 本 章 中 或 简称 平面 ， x = оо ЗЕ e = dc. № (1) 式 得 


z= 一 dz + b (2) 


cz'—a 

ЊО ЕВНА, RA (1) сана. ЖЕНЕ (1) РВК 
自己 的 一 一 对 应 - | 

ТЕ ВОНИ. МОЛНИЮ “ШЕ”. Fi “BEBE 作 一 垂直 
ЖЕШ ВЯЗКИ Я mk WBS “ЛЫШ”. É “北极 ”向 平面 上 之 一 点 zk, 
交 球 面 於 一 点 , 如 此 建立 起 球面 上 庄 点 和 平面 上 诸 点 的 一 一 半 应 ， Пе 
ШИЕ “ДЕШЕ”. 如 此 则 所 想像 中 的 点 ， 一 伙 而 坑 具 体 的 点 。 HRABRA 
Neumann $È, 

$2. ВЕНАХ. 

и: A: 


‚ _ az+2 
= 2 ° (1) 
5 — J BB 
a b 
(° dj“ (2) 


ii JJ Biz; ТОЕ ad 一 be (E 0) ЖЕНА. НЕНЬ 


ЭМЕН ВВ AARI AGAR ESA, NS 


ap 2р 
(z daj’ p= 0 


ВЕЯНИЯ (1) 完全 相同 。 ЖАН, 除 此 情况 之 外 , MEANN 
АНА (1). 可 取 p (Ë о%(а4— bc) = 1, 故常 可 假定 有 行列 式 篇 1 УК 
Зо ERA 4. НА ЗАРС ЕН ITARA 1 Ни, 


Вр | 
(+ + b 
+c daf’ 


ТИГ 
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т — ЕНА В: 
| а" а (3) 
ДИ — ЖЕ С 
„ _ а@’(ая-Н РР’ (cz+ d) 
Z = с'(а=+ь) +d (ezt d) 


_ (а'а+Ь'с) z+da'b+ b'd (4) 
 (c'a+d'e) z--e”b-- d'd ° 


65856 НИ) 
с'а+4'с C'b+d'd 
EAR IE (25) (2 5) zm aza 

(ина verea) = +) 2): 
В (4) BRERA G) K (1) С, В С = BA. 


但 需 注意 者 ，B4 ЕЖИК АВ. ЕЛА А-1 № 4 ЯНВ, 
"Т 


|. 50 


2 == z 

НИНИН, И Е 代表 之 . 可 得 A AT = АА = Е. 

EAL ЖАННЫН ЕНА, Bp AAMER 
P АНЕ — ВН ИНА Е НЬ, ВП ВАЕ A. 

Я 1. ЛИ ж. 

Я 2. УНИИ 8. 

Я 3. ИЖЕ EKRAR — m 

Я 4. 取 a,b,c, а В, Н ad — be = + 1, УНИАН 
— 38, | | 
_ #5. H a,b,c, d WREE (ËH a = 2' + а, a', a 都 是 整数 ), 所 
H ЕН. 

ЕФ 2. # z Нл ВЕНЕ, НА 4 之 定点 ， 


"ЗА SZ W TUE Kar RW: ЇН ЖИК ИЙИ ӘЛИ А. 
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一 般 说 来 ,一 个 多 换 有 二 不 同 的 定点 ，( 即 z = z), НАЯ 


са? + (4 —– а) = —– Ь = 0 (5) 
之 二 根 ， 
E z, z, 篇 此 式 之 二 根 , 则 该 释 换 可 以 写成 标准 形式 
z’ 一 2 2— 21 
wa üa (6) 


欲 定 此 人， 可 取 z = œ, Д] z’ = а/с, К 


а—с# 
à = — ^1 


а cz ° 
ЭШ 4 适合 於 二 次 方程 
1 otadt2bc _ (а+4)% _ 
À + А 24 — с ~ ад—5с 2 (7) 


# |А =1, АЗ 1, ИЕН. 
若 À 是 实数 而 5-4-1, HERE HA. 
E 人 RRG, (А1561, RASAR (Loxodromic). 
£ с =0, Ш 4 — а5 0, ФЕНА. 如 取 z, = co, | (6) 式 
之 形式 多 篇 | 
2 — zí = А(ш— у). - (8) 
ELERE b z, = z,, ДЇ 
(a — 2)? + 4bc = 0, 


ËD 
(a + 4)? 十 4(ic — ad) = 0. (9) 
НИНУ. RA (7) 式 ,得 А = 1. ERR (6) MER 
1 1 
ZZ ар А, (10) 


此 外 zí = (a — 4)/2е, А = 2c/(a + a), 
АУЕ c = 0, a 一 d = 0, ДЕН, ПОА 
#=а+ї, = Ма. | 
ЖН ВЕРТЕЛ EMEA, UASA RRA, 最 小 之 次 数 使 


一 -一 一 一 一 一 a.m- ooa 
引 | l 


— и ии. 
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Je НЕА ра УНИН. ВОН (10) 及 (6) п RK ATF 


1 1 
= + nk 
z =z] 2—21 
2 — Z1 4 #—21 
я — 82 2—22 


hb, БЕН ЕЕЕ 688418 ARAETA. ИН, В 2 = 1 ВРА, 
JUBE ERR n 使 二 1 者 . 

当 п=2 时 , 则 = —1, МА 2 НАНА, 

$3. BERATZEA. 

жй. 


__ 83—91 84—21 
(21 z2 23 24) = r 
Z, 23 2277—24 


称 篇 四 点 Zis 22; 23, #4 И. | 
定理 1. НЯНИ. 
证 : ар 


> 一 azit-b 
сва ° 
HIJ 
| =’ _ = — (ad— bc) (2;—2;) 
; i (czi+d) (ez;+d) ° 
改 


(zi z¿ z3 21) = (21 22 Z3 24). 


HARER, ЧЕ СЕК zo 2, =; BEREN z, 2 2. JRA 
LEAR REK HRK 


g’ 一 2 _ 23—21 203—8) 2—21 (1) 
2'— х) 23 一 22 23—24 8—8) ° 
或 
23 一 22 2—2 _ zs—m2 z—s= 
23—58] 2 —=z; 23 一 21 2—8, ' 
КЕП 
(21 z; z; z') = (z1 22 23 2). (2) 
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АРЕНЫ В БЕ, ra ЛЕШ 1, ол ЖА, BU я' АХ (2) 
A., ËH = ЕЕ. КАНАЛЕ. МЕХ, (2) ЛЖ 
换 之 一 般 形式 ， | 

F Ai Az Аз, P RE лу, =, #з› Z ВН, As ` 
则 Р 

| агр(г 22 zs z) = ZA, PA, — ZA, Аз А» 

角 之 方向 一 如 图 中 箭头 所 示 。 

由 此 可 见 ,车 交 比 是 实数 , 旧 

ZA Ра, — ДА, Аз 4 м А; 


л 之 倍数 ， 故 P 在 经 过 A, А,, Аз = УЩЩ КЕ. 

Ж (ая, za z) 是 实数 , 则 (2) 式 中 (zz бя”) ВИА, ВО «ЛЕВ 
三 点 si z, zs 之 图 .上 上 时, =’ УЕ zí, 22, 25 СНЕ, НЫ. 故 已 证 明 
ВН. 但 须 注 意 者 : ВЕ НА ЕВ kE. 

定理 2. 入 性 楼 换 使 二 图 之 交角 不 炙 . 即 车 二 圆 之 交角 篇 0 Ж, Hi 
AE £a kE 38 НЕЮ 
0 Ж. | 

Ж: ль z; 篇 二 图 之 交点 ， 
在 z; 点 附近 , 二 圆 上 各 取 一 点 zs 
| 24. Д 

агр (яз 24 #1 22), 
ВП (2: 221. — (1311 1.. =; 及 
z, 都 趋 近 於 zi 时, 即 得 二 图 之 交角 ， 


由 於 交 上 比 之 不 多 性 , 故 得 定理 . 
4. дев.  — 
今 往 讨 论 a, 5, c, d ВАН 
ЖЕ а , ad 一 bc Ё 0. 


但 今 不 能 取 实 数 р 使 


тмин чы - —.—— ... . 
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p2(ad — bc) = 1; 

而 仅 能 取得 p 使 
plad — bc) = + 1. 

今后 不 妨 假 定 

ad— bc = +1. | 

显然 行列 式 篇 + 1 НИНА НА X Z. 显然 , На 

中 之 变换 释 实 数 轴 篇 其 自己 。 МЕБ К, ВН БИЕ 
ик. = 
、 定理 1。% 将 上 中 平面 ( 序 y > 0) важна. 
证 : Шол = x' tiy, ж = x +Ñ š, 2 = х — іу, HJ 


az-F 5 az+ b 


o, _ 
лу = 1 а 


_ 2(ad — Ьс)іу 
= jata’ Q) 


故 得 所 需 ， | 

定 @& 1. 上 牢 平面 内 中 心 在 x БОНЯ, 

由 定理 1 及 定理 3.2, 可 得 : 

定理 2. R hZ Hüb SSES, 

在 上 咎 平面 中 任 取 二 点 zt zs， 车 有 一 Я ЯНА z, Жол, 各 篇 е, z;, 
URRE 


(21 zl 22 22) = (z, zi 22 z3) 


Bno 
22 一 21 |? 22—21 2 
#1—®2 ш 21—22; 
JX =. = = + 4z, яу = z, ir 4z 一 0， 则 得 出 
| dz |? _ | dz’ |? 
2y иш 2у' 5 
Вр 


ах? + ду? _ 4х'?+4у? 
y у? Í 
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由 此 可 见 ，R 中 的 网 换 使 长 度 元 素 
Vd: + dy? 


(2) 

y 

Же. МЕН ШОС 
<> , | (3) 


Ж Ж РК. АПЕЙ НАТ ОЕШ, ЕВЕ (2) 
K (3) Ж ОА то. 
定理 3. р z, z, № ЕЕ, с ВЕН e НН йа" (分 在 
ЕЯ), HME 
Í V dx + dy? 
C y 
取 概 小 值 者 ， 乃 с 篇 测 地 牺 之 情况 ， 
证 :” 作 一 中 心 在 * ВЕХИ, НСВ x, =, 二 点 ， 命 其 中 心 篇 (z, 0), АІ 


圆 之 方程 可 以 写成 
х = # + 0соз@, 


y = рѕіп д. | 
№ 0 = 0, № 09, 时 ,z= z, Мол. ВН C 之 方程 可 以 写成 
x = z + р(0) соѕ0, 


| P(O) =p) =P, 0<0,<0,<x, 
y= 060) sin 0, | 


А! 


Í Vd td _ 
c 


С sin 0 
-VC 45 


tan 1 0 
Өз > Уг 


8, 


— 


“БЕ Ий ЛЕНА , ЖЕН ЖЕДИ. 


"и 
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КНН y: Е e O = 0 时 取 等 号 , Вры р(0) = р 是 一 常数 时 该 积分 之 


IERRA, | 
22 此 定理 之 证 有 明 不 但 证 明了 定 
z, HH, НИНУ ИШИ ЕЛДИ ДЕ 
к | 
| їап =. 0, 
A 50, 56, C 8 °° B log — e 
tan — 0, 
x 1 2 


HERA: [ЖЕЕ 21, 性 2 LWR x # Л 4, В, 其 中 心 篇 С, АЈ 


шл б, = 20 А өп 天 0 = 25 ° 
故 
tan 1 0, 
log 1 = log | (B Az; zi) |. 
tan > 0, | 
ЕФЕ 2. 定理 3 中 之 极 小 值 称 和 起 此 雨点 之 非 欧 长 度 . 
ЗЕ. 3. ИНЕТА MAE, РЖ = М. 
定理 4. 三 角形 4BC 之 | B 
非 欧 面 积 А 
|| dx dy 
у? 
等 认 x — ZA — ZB — ZC. м 2 


证 : 1) EZ LB = LC = 0 之 情况 (如 图 3 所 示 ) ЖИ, 
ЕВНА, ЛЕ В MEGRE, С ВЮ 1, D BBA 一 1 (或 此 变换 将 C Bh 


多 篇 —1, D 点 多 篇 1), 且 所 对 应 的 行列 式 得 正 “. ДИ 3 ЖА 4. 设 4 点 之 


i 


将 В, С, D #5 о, + 1, Fi МАНИ 


/一 二 PZB 6С) z+(BC—2DC+DB) 
= (C—D) = +(р—с) В > 
ШВИ K; 18 


+ 2 (D—C) (с—в)(в—ру. 
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坐标 篇 (хо, yo) > HIJ 
i [= dx dy _ 
| ,| ма у o 


| ах in = 
= — п 
ху у l1— 2 


1х| = 


= sin"! хо =z=x— Z А. РИ 3 


2). Ж LC = 0， 用 一 次 实 变 换 将 C МА а 5. 由 1) 得 


B c 


图 4 8 5 
А АВС = А ВОС — A ADC = (т — Z В) — [r —(x— Z А)] =r- Z A— LB. 
3). Ж LA, LB, ZC HFA 0, 如 图 6. 则 由 2) 得 


ДАВС = AADC 一 AABD= 
= (z — Z C — L À — Z BAD) — [я — (п — Z В) — Z BAD]= 
= Z A— Z B— Z C. 
ЕЖЕНИН Яп = ЖИ <Р) ПА АКЕ Я, HETA 0 与 x 之 间 之 任 
一 值 ， 
以 上 所 述 , 乃 著名 的 H. Л. Лобачевский 风 何 之 模型 , 乃 模 丽 数 发 展 到 自 
型 丙 数 之 一 重要 工具 . 
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$5. Ж. 
定 É. Ф a, b, с, 4 是 整数 , 且 ad — bc = 1, ЕП ре 
а | в) 

[сузу Ж 

НЯ — 38 , 

H 52 (7) H[ 

АНА! = (a+ 4): ~ 2. 

иске 


[(a + dY — 2]2 — 4 = (а + 4)? [ (е + 22 — 4]. 

在 讨 哗 中 ,不 妨 假定 а+4>0. 车 不 然 可 将 abod MA abed. 

1) #а+4> 2， 则 得 链 曲 释 换 ,有 二 个 实数 定点 : 此 二 定点 乃 二 次 方程 

ся? + (d— а) к —– Ф = 0 
之 根 . 此 二 次 方程 有 有 理 根 之 条 件 需 
(d — а)? + 45с = (а + 4)? — 4 = и, 

и 力 一 整数 。 但 因 x? у = 4 МА <= + 2, у= 0 而 无 其 他 , 故 能 曲 模 
释 换 之 定点 ， 一 定 是 有 理 傈 数 二 次 方程 之 根 ， 而 非 有 理 数 ,， 此 种 数 称 篇 二 次 代 
кк. 

2) Жафа=2, H А = 1, 而 得 抛物 多 形 


1 _ 1 
#'—(а—1)/с — #—(а—1)/с +e. 


= c= 0, H a = d = 1, 而 得 
| zZ =z +b. 
前 者 以 有 理 数 (a— 1)/с 篇 定点 , 合 者 以 oo BEN. 


人 十 人 十 1 一 0， 


BRZ 4 B p= co = 一 1 二 一 3 或 pz, AERA 
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р | 
z = a+ p? | z = a+ p 
ГА c 
ПЕРА 
| zlate аа) 
| д’ — (а 0) [с z—(a+p)/ c ` 
ERRES НЮ 3. 将 р 14% 03455 НВ 3 СИН. 
4) 2+2=0, Ц АСУЖАВ (А D2= 0, Ш = — 1, MEA 
св? — 2az — b == 0 
` ZAR, Вр 
- _ a+: 
== [А 
HER WE Жусу | | 
я’ — (а/с _ _ 2— (244+1)/с 
| #'—(а—{)/с | #—(а—1)/с ° 
KARERA, ИЯД 2. 
ви: | 
= ZEL #а+4=0, ДИЯНА (1) КИА, a + = +1, BI 
代表 一 遇 期 篇 3 СЯ; 车 a + 4 = 土 2, 则 得 沥 物 释 换 , 其 定点 是 有 理 数 或 拥 
ЯЗ; Æ |a + d| > 2， 则 得 甸 曲 释 换 , RESE EME, НЕСЛА. 
$6. ЖЫ. | | 
ЖОЙ. 上 站 平面 之 二 点 z, z' ИНАЯ, BA e, RETI 
谓 之 和 相似 ,以 z — > BRZ. 
”显然 有 
I G) ятя; 
(0) Шаля, имя; 
(Ш) #F 2-2’, z'—=z”, HÚ g~z”, | 
ELPRE | 
1 1 
z<: <; 
О: зл з» Š x>0 时 ， 
x2-- 221 ЩЫ <0 È. 
- ` a __ 7 
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Ж 2. 在 D БУМЕН. р жа, k D 乃 一 三 角形 ,其 
— т 
Бов (o 2,2), 

定理 1. EEIT ARA. 

证 : 车 z, БЛВ, B 


" ;az+6 
. Z Л =+ 
则 由 $4 (1) 可 知 
r y 
| У = Теа, 
今 有 И 


| cz + d |2 = 2 z z + cdle + z) + 22 = 

= P(x + у?) + 2cdx + а2 > 

2" — | с4| + >l. 
但 须 除 去 可 能 的 例外 : c= 二 土 ,4d 二 0 或 c=0,d4= 土 1 或 c=d=1. 故 
将 可 能 的 例外 情况 除去 后 常 有 

y <y. 

党 c= d=1 №, ЕЕ z= p 时 有 |+ dÍ = 1. ВИЖ a—b=1 及 
0 + p + 1 = 0, H 


— +-— r... 


& TG = УЖ. ж гр, Rl z = р, ПЯ ғ о Ж. 


但 
„_ _42' —Ь 
 —cz'+a ’ 
故常 有 
y < y, 


同样 须 除去 可 能 的 例外 : с = + 1, a= 0 R e= 0, a = + 1. 
不 可 能 同时 有 y > y 及 у<у. 故 仅 须 研究 以 下 的 情形 :， 
Gü) c=0, a=d=1: 
Cii) с=1, а=4=0. 
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在 第 一 种 情况 下 ， 
z =z+ P, Ф 0. 
В] #” = x+ 5. |= —<x|2 1, ЩЖ z, = 不 能 都 在 D P, 


|Z]: |z] =1. 
ШЖ |z] > 1, HJ |z'| < 1, B: FERESE., 车 |z'| > 1, Rj z ЖЕ 
O BIR. ÉE |z| = 1, BU z 仅 能 在 由 p Ж]; УҢ ДЕ, z(= 一 1/е) 在 由 
+1 到 ;i ОЙДЕ. Я zi, 则 > ЖЖ, z = i, 则 z = í = z, 
ВН. 
”定理 2。 在 长 方形 - << 1 , y > y (Y > 0) 中 ,相似 於 一 定点 之 
点 数 有 限 。 УК енда ана, 则 每 租 中 点 数 有 限 . 

й: БЖ z = x + у], 


‚ _ azto 
~ ся+а ’ 
则 已 , 知 
, — y — y — 
У [с=+4|? (ху) +2сах +4? ° 
ФТ у” > Ү› А 
А с2 (а? + у?) + 2с2х + а? < >, 
ВП 


(сх + 4)? + с? <>. 
MARIER ИШ ЖЖ с, 4 通 合 此 式 . 
假定 (с, 27) 是 如 此 的 一 对 , 且 (с’, 4’) = 1, ААА 
аа’ — Бс! = 1 
之 所 有 解答 (а, b) TARR 
a = а + тс’, b = >' + т4', 
此 不 a,b 是 一 固定 解 ,部 ad 一 Бс = 1, 而 m 篇 任 一 整数 , 故 


= АР ЧТ |. 


Cg 十 好 с'а-+4' 
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公有 唯一 的 m 使 一 六 < = < +. 故 对 一 对 e, 4) (027, 27) =1), 公有 


— a, b E > <= < Š , 故 在 长 方形 中 相似 於 z ИВО. 

定理 3. ЕЖЕ ВИНДЕ Е. 

证 : 从 2 = xo + yo š, yo > 0. 

取 叭 一 的 整数 m 使 | 
' | 一 1. < xo + m < n 。 
命 

2 = я т. | 

# z] > 1, ДЇ = ЖК ОНА. || = 1, 而 在 p # ХЕ, 
ЗЕНОН ЖИЕ 1 + Ei ЖЕ, Н 一 + й ЕДЕ Л. 12711, 
则 使 


取 m ”使 
` z” = x!” + т! Ао’ 1 
? 2 2 ° 


Ж z” ИЖ, MERDE, 做 出 z” = 一 В. 


由 是 每 =’, 27, … 等 都 在 长 方形 


1 1 
-7 &1<5, у > yo 


内 ,由 定理 2 ЕНИ ОЕ ВЕ SAR, 

НЕЕ В ВЕНД, 又 由 定理 1 已 知 不 能 有 二 径 物 点 相似 
此 十 明了 本 定理 ， 

篇 了 更 能 欣赏 此 定理 之 重要 性 ,可 用 直接 方法 以 诈 明 以 下 二 休 可 由 本 定理 直 
按 得 出 之 结果 . 

ИІ. A 
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z= 41, 4 十 pc 十 1 一 0 
ТАНК +. 
ЕЕ 2. Д, 
TE a(l— а) — bc = 1 
ЛИШ о. 
$7. ÆR. 
定理 1。 若 x 非 一 模 机 换 之 定点 之 一 ,而 U, V Ав, BU 
Uz ж Vz, 


Ох КН О 将 z Я. 
证 : Ф Uz = Vz, Н] 
z = U! Vz. 
而 得 = EEH. 
定理 2. 作 基 域 之 所 有 的 映像 ,所 得 出 之 雍 三 角形 霸 满 上 人 守 平 面 , 旦 无 重复 
部 分 , 


证 :本 定理 上 牢 部 分 可 由 定理 6.3 知之 . $ U 及 V н, 


将 基 域 D НАН ЈЕ, UTV А D 篇 一 与 D 有 公共 部 
分 之 三 角形 ， 命 z 篇 公共 部 分 中 之 一 点 ,上 则 D 中 必 有 一 点 与 之 相似 ,以 其 都 在 
D 中 故 不 可 能 . 

НЕК. 在 普通 空间 中 ， АРЕНА. 
ПРЕВЕНАР? ЧЕ НЫК. 

НИЕ “ЕВ” ЛА, “ИВ” ЕНА, Tj НЕП ЕНШЕ В Н] рд 
Эй БЕРЕШ. ЛУИС. EES, 基 域 之 意义 可 更 明 
H. BEHER, 

基 域 之 定义 作 如 下 之 更 动 : PREZ 09.8200 ЕҢ BB 22 330 : 

G) 任 一 点 必 和 与 其 中 之 一 点 相似 ; 

(8) 其 中 任 二 点 不 相似 ， 

在 上 站 平面 中 任 取 一 点 =, RREZEN. 在 平面 上 作 此 点 之 相似 点 


21, 2:7, 


388 Ж 论 MA B| 


作 (=, а) ЖЕЙЛИ, 即 其 上 之 点 与 z 及 z; САНА. В 
zi 一 面 之 部 分 . 所 剩 下 之 部 分 , 即 成 一 基 域 ， (НА, ЖЕКШЕ Z , ЛЕС 
出 取 z = 2; 时 所 得 出 之 基 城 ,) 

此 仅 能 提供 说 明 : Лобачевский 凤 何 不 但 有 理论 上 之 重要 性 ,在 数 窒 中 及 — 
图 数论 中 也 有 其 实践 的 音义 ， / | 

所 可 注意 者 : ЭНН 2 之 椭圆 变换 之 定点 在 角度 需 T СОЖ. 
DRA 3 之 椭圆 变换 之 定点 有 六 个 三 角形 以 之 需 公 项 。 ARRUMAR DI E 
Ни. ЧЕН СВЕ Е ЛИТА ОКНЕ РЕН). 


| 


$8. жа. 

A S 代表 z = z + 1, T 代表 =-->, M SRE =z 
ИВ ЕВ НАНА, Кн a S, 
Т 或 Ss! 之 一 . | 

命 М 1—8, z 篇 基 域 D 内 部 之 任 一 点 。 АННЕ, > 与 Me 
ЕЕ НН ЗВ АЯ. РЕК 

D, ру, D,,.…, D,(= MD). 
又 命 将 D #15 D; 之 模 儿 换 篇 M;, RJ M, = S, T з SL 假定 M 可 由 3 
及 了 之 滋 方 之 积 表 出 . ИВМ, 将 D, BA D, р. 是 D, Ма, Ко 


第 十 三 章 横 Ж 换 389 


、 Mr” 将 Drei ВО ЖЖ Di+ 但 Diri 58 MTU = S, T X 5-1) #5 
D. B 


M’! М, Бы = М' Dr =D, 
Ў Ёр 
M, M’ D = Рк. 
改 Ме = ММ 可 由 8 М Т 之 乘 方 之 积 表 出 ,而 М JF$R. ВНР: 
定理 1. 任 一 模 变 换 可 由 8 及 T жима. 
定理 1 之 具体 意义 篇 : Ж 


М = S”! TS”2 TS- TS™, 


НІ 
| ие 1 1i 1 
Zz = 772 — т; — M4 一 一 mtz 
LES H 5818 ЕН. 
Э Т? = E, (STP = E. 
注意 : ”车 扩大 模 儿 换 之 定义 : 
д’ = (az + 5) / (z + d), ad—be = +1, 
则 可 得 类 似 之 结果 
„/ 1 1, _1_ 
+ m + mi + ` + mz 
$9. КРЕМ. 
ЯР o 表 一 在 上 人 盾 平 面 中 之 复数 ，p КЕМ > 0. 作 二 次 型 
* F(z, у) = p(z — оу) (z — фу) = рк? — plo + 5) ху + род у?, 
若 用 一 次 模 缕 换 
| w = (aw + 5) / lcw + d), 
RJ EISS 


2((сш’+ 4) «— (аш’ ЕВ) у) (са +a) «— (aD +b) y) / | co’ +d |2 = 
= p(dz—by—w'(—cxr+ay)) (dr—by—~ö' (—ск+ау))/ | сө' + d |2, 


即 得 | 
PLX — w У) (X — o У) /| со’ td}, 


X = dx — Бу, Y = — cx + ay. 
故 得 
Doto, lfe WHN өш _ 
fo, Plow + 2), рыб | [cw td]? И со’ 42 3 [co td]? Y: (1) 
其 中 须 注 意 者 : 
-g= V TU 
@ [со + 4|# ° 
由 任 一 二 次 定 正 型 
(а, B, ү) 


出 发 ,此 处 假定 о, В, у 是 实数 (а>0) 及 В 一 4ay < 0. 与 (1) 式 左边 相 上 比较 ， 


ЁП 
_ _ —B+ V В2—4ау 
P= а, ° 2a ° 
H (1) ЗЕЕ о’ 在 基 域 之 中 , 则 得 
o o >l, # о + & >0, 
—İ Sw +o <l, 
w 2 21, o + <0. 


以 (а, В’, у’) & (1) ZA, S 


в >, # B <0, 
-1<- <1, у’ 
721, # В' 20. 
即 得 
—&<В'<а < ү! 
或 


0 < B' < a' <у'. 
此 已 将 定理 12.2.3 推广 至 实 二 次 定 正 型 ， 
НЯ 1. 定 出 经 一 非 单位 模 释 换 而 不 侈 的 二 次 型 之 标准 形式 (Ж: хуг, 
х + жу + у’). 
$10. 二 次 不 定型 ， 
_ 今 论 实 保 数 之 二 次 不 定型 - 


Е=={а, b, с}==ах*-+-®жху-Есу?==а (x—w у) (х—о y), d= —4ac > 0. 
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假定 а> 0, B. os ws ЖЕНЕ, Mon o, заа Е ‚ЕЩ. 此 图 
ЗЕ RIER 


alx? + у?) + Рх + c = 0. 


HLA RRRS IE ИНН. ABE 6.2 ZRH, 可 以 看 出 , 对 每 一 有 理 
— <, о УВЕ ВЯ Z [НЫ = ЖЖ pl nt 
ни. 旦 每 一 实数 之 附近 有 和 无 限 多 个 有 理 点 ， БЕ. ЖИЙ 
基 围 相交 之 无 限 多 个 三 角形 中 有 一 需 基 域 , 旭 此 二 次 型 称 篇 弃 物 二 次 型 ， 显然 
任 一 二 次 不 定型 必 和 与 一 弃 移 二 次 型 相似 ,此 可 由 定理 6.3 直接 推出 
1 М3 3 1/3 
АХ ане р 或 1 + р, в (1.2), (- 1,23) = 
点 中 至 少 必 有 一 点 在 图 办， УКШ 


(а с) о, o 


JA c = (b — d)/4a 代入 , 则 得 
44? + 2ab + 22 < d 


或 
За? + (a + 22 < 4. - | (2) 


沿 基 域 Po МН) РЕНН, ЕВ — = Ж Ил 
”5 D-2, D., Do, Dı, D3,- 


命 М; ERRA D, 篇 Di， 则 由 F # M; 所 得 之 二 次 型 F 与 F RD), 
如 是 得 一 二 次 不 定型 链 
Е, Е-1, F, Fi, F,,- 。 (3) 
因 М;' 0 НА, Е 之 二 实 根 经 M7! 后 多 篇 Боле. км. 
Е НУ Р; <=. 但 F ZERB Ш, 故 F, ЕВ Do Ње 
说 有 明 (3) 篇 一 列 既 移 二 次 型 链 . 
D, 可 能 是 Do 之 一 闻 域 ,但 如 基 图 经 过 顶点 1 + o, BU D, 可 能 是 图 9 中 所 


描述 的 STS 域 , 同 理 , 也 可 能 是 SOTS) 域 。 如 是 ,该 链 中 相 半 之 二 型 必 可 由 
810 


S, 5-1, Т, STS, 5-1 75-1 
之 一 得 之 。 邹 车 命 {a, Б, <) 篇 链 下 之 一 型 , 若 此 型 之 前 后 二 型 必 人 篇 下 述 五 型 之 一 : 
(а, +2a + b,a +b+ c), {c,— b, а), (a+ b+ c, ble, c}. 
今 进 一 步 , 讨 花 整 傈 数 之 二 次 型 : 由 (2) 可 知 弃 物 二 次 型 之 个 数 仅 能 有 有 
МЫШ. 因此 在 链 中 仅 有 有 限 个 不 同 的 型 ， 
定理 1. 以 wi, о, ЖЕНЕ 


| >. (2 — bu) — си 
| | (4) 
au > (z + bu) N 
此 三 | 
й — ди? = 4. 
ВЕНЫ. 
‚№: накнан ТЫБ 


аи a+ (t ЭКтЕ 0, 


ах? + bx + c = 0 


ИД —.-. - me _ 一- 一 a 
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ZAR, 其 化 一 部 份 易 证 ， 
#2. EAMA (4) 使 (a, 5, с) KR, В. 
й: эю 


2 
(+ (z — Ри) х 一 cuy) + b (+ (t — bu) х 一 cuy) (aus + > (Ни) у | + 


| + (аах + > (z + bu) 2] 
中 х2, ху, у? 之 保 数 各 篇 a, 2, с. 
定理 3， 在 链 (3) 中 发 生 周 而 复 始 的 现象 。 
Ж: 已 知 (3) 中 仅 有 有 限 个 不 相同 者 。 № m 需 最 小 正 整数 使 F, = F 
者 .。 ПМР Е, 3. МЕЖ, 故 мМ. Di 篇 
Di, В Е. = Fi, … 
Я. а= 37х4. 
H (1,0,— 37) 开始 之 链 篇 
(1, 0, — 37), (1,2, — 36), (1, 4, — 33), (1, 6, 一 28), (1, 8, — 21), 
(1, 10, 一 12), (1, 12, — 1), (— 1, — 12, 1), (— 1, — 10, 12), 
(— 1, 12, 1), (1, 一 12, 一 1), а, — 10, — 12), =, (1, — 2, — 36). 
H (3, 2, 一 12) В ФЕ 
(3, 2, — 12), (3, 8, — 7), (4, 一 6, — 7), (4, 2, — 9), 
(4, 10, — 3), (— 3, 一 10, 4), (— 3, — 4, 11), (— 3, 2, 12), 
(— 3, 8, 7), (— 4, — 6, 7), (— 4,2, 9), (— 4,10, 3), 
(3, — 10, — 4), (3, 一 4, — 11). 
$1. —X+Em05R J 48 . | 
现 问 到 实 保 数 之 二 次 型 : 相似 用 广义 的 定义 , ВП ad 一 № = — 1 ZZ fe db. 
AJA. НВ Ян RS aj PIE Аве, | 
定理 1。 КАНИ 90, ERER —1 < о <0, 而 
Я— w> 1. 
БН а а НИД. РЕВЕ > 
ЖН. 车 其 与 由 о 到 i әне, Нр =: 


чэ — — r — E- 


—— ы 
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<—aaasrcÍ sawa a rurar 
1) —1 < or <0, >l; 
2) oŠ<—1, 0 <o, <1; 
3) —1< o, <0 H| or <— 2. 


-1 бл 0 { ©; 
对 1) ЖИ. 
对 2) ВЕНА z = z ВХ. 
对 3) 命 


д 一 一 2 一 |， 
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Bl 
—1<'<0, 而 o” = o —1>1, 

序 得 所 求 ， | | 

若 其 与 由 i 到 1 + o ZIZ, MHRA z = — z RRA БУМ. 
者 不 奥 由 p 到 1 + p ZIARE Д-НА z = z + ВИННЫЙ 
二 情形 之 一 。 故 定理 已 明 . 一 

5-9 

Fo = ao х + Во хо уо + Yo Уй» 

Н o”, oP, ВА 


00 >1 一 1<ol <0. 


将 ofo 及 – 依 连 分 数 展开 之 ， 


оа р атра. 
ЯА 
а o= di xi + уц, yo = xı 
2 Fo Ж 
Fi = «ух + Виа yi + ү У, 
其 二 根 篇 
e = +O |, ан а. 
REL, E Fi- 上 用 
мя yi, у = x;, 
则 得 
F; = ох? + B; xi yi + Yi У. 
其 二 根 篇 
of = dis + +. А+ +... 
二 根 之 差 等 从 
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Vd _ G _ "= (4 _1_ ) (去 _1_ ) 
ат Te = + йы Жез + di + d, + 


вр LO) 篇 对 所 有 之 整数 (xo yo) 


| æo хо + Во хо yo + Yo ya | 
之 标 小 值 。 显然 有 


Va 7 
Ие т. )+( 填 1 ) 
{+1 {+2 4 --- 4; 十 4:1 + ... 
命 . і 
| 1 1 1 _ 
Ka (е аа + n) Ы Є + dim + 9) =, 
АІ | 
vd 
L(F) < р 
НЕВЕ. 
车 诸 d, YA 1, НИЕ 
1 1 _ 1 一 1 1 _ 1 _ 
"т+т+..=29+У5), туту. = 5-5, 
ПЁ} 
О = м5. 
ЯК 
Гаа + bay + сут | < VE 
ЭЖЕШ, | 


但 车 а= (+S), o= 一 二 (057—1), 则 得 


F= (è — «у у) ү . 
HARME x, у | 
|Р 012ү. . 
双关 有 一 d; > 3, H | 


[4;, 4:41, …] + [0, di-1,， ...] => 3 > V5, 


因此 
«УТ. 


ян 42, Bj (1 < ¿-, < 2) 


[2, Ci+1， 4;+2, …] 之 2 


及 
1 1 1 1 1 
0, 4-1,0 д, Рута 3? 
ИХ А 
[4;, disi] + (0, 4-1, 1>2+-р> VS ， 
DEREZ, RIS: 
定理 2” 吾 人 常 有 
77 
в) < š . 
车 


ц = ү, 
М2 е+ь-». 


ДЇ F ААИ 


ү 
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$1. 5. 今 将 先 讨论 二 行 二 烈 的 方 障 ， 以 概括 地 介 燥 公章 之 内 容 。 其 
中 有 一 部 分 已 见 之 於 第 十 三 章 , 但 篇 了 完整 及 易 於 了解 起 见 , 稍 有 重复 。 

Фм Атр | 

Жр с в 

此 处 a, b,c, d 是 整数 。 组 成 方 阵 之 数 称 坑 方 阵 之 元 素 , ЖЕУ 
请 之 零 方 阵 , 以 0 RZ. | 
ad — bc 
RA М 之 行列 式 ， НИНЕ +1, B| M Ме, ИЕ 1, Rl 
М ВОЖУ. ЗАЖИМ, ЖЕНА. 


二 方 阵 
4-Е 2). s= (а 4) 


( + фе, ab, + о) (2) 
Cul 十 4с cb) 十 44, › 


之 积 的 定义 是 


PAR АВ RZ. 显然 АВ 之 行列 式 等 认 4 之 行列 式 乘 B 之 行列 式 ， М 
ВИТА а, ЕК Е. 


(22) ke) 


_ 1 0 
ге( 1 


НА. НЕ М, В MI = IM = M. 
| 398 


方 阵 
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E АВ = I, B| B Ж 4 датах. Бн A = (2 5) 有 
Мл Е, Н 


з= +( d — 
— с 


a 


). (Ж 4 需 正 模 方 障 时 取 正 号 , FREH.) 


显然 44-! = 4-14 =. 34 АВ = I RARITA, 可 知 4 ЗАВ, 
则 4 ЖЖ. KHE 4 有 复方 阵 之 充 要 人 条 件 是 4 RAH, 
在 正 模 方 阵 中 有 两 个 概 重要 之 方 阵 


р 


r=(_ 1). е 


极 易 算出 : 对 任 一 整数 m (20), н | 
"=(› ”) | (5) 


T? = — І. (6) 


定理 1. 任 一 正 模 方 阵 可 由 S Ж Т Ж УЖЕШ; AEZ, ЕВ 
所 成 之 面 可 由 S 及 7 演出 之 . 


证 : 假定 | 
a Ё 
u =( ° 1) | (7) 
ЛЕНА. #а=0, H| 230. 由 
| 0 >\,,_—5 0 
(2 2 )7 一 — d 2) 
可 知 在 讨论 中 不 妨 假定 а 5-0. 又 因 


МТ = м, о 
故 也 不 妨 假 定 а > 0. ЖИ | 


及 


0< <a. (8) 
ЖН ДАЙ 4, 使 0 < aq + ¿< а, MAM 


o 


400 数 论 8 Я 
a b 1 аў ү/а 24 | Ь 
@ DG Гу=(“ о) (9) 
BW (8) =. | 
今 对 а АННЕ. 车 a = 1， 旭 由 (8) 得 出 b = 0, 因而 4 = 1. 而 
10 0 1 1 —c 0 —1 це 
с D= 9 0 DE 0 ) = Ts ТО: 
ш (7) 72 S ВТ 2591. | | 
TRA 0 < a< k R, АННЫ (8) С (7) BA S RT ZRH 


Е. 划 对 正 模 方 阵 
р 1 


$ É 


(W k > 1, Ж 1 显然 大 于 0) ,由 
k l 0 —1 і —k 
(1 OC =C —5 
#И (9) ZAE, ТАНАР S ХТ 之 乘 方 乘积 ， 故 得 定理 ， 
附 赴 : ERA pa hih p 


(1) a (9) Т, 


之 乘 方 乘积 表 出 之 。 ШШК | 
(= DG DG | 
жй. 


定理 2. ША H — i 


‚ 0<I<>)> 


(т) а (11 ар 


ЬН Н 2 а тия 
Ж: JE M ИЕН 


0 1 
мо 


BIS IESS 5 Е. 因 之 由 定理 1 的 附 填 ,可 知 模 方 阵 可 由 三 方 阵 


. m s. м Шш у ... . 
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( 1): (11). (15) 
之 乘 方 乘积 家 出 之 。 但 
(11)-=@ 006 DC 人 

故 得 定理 ， 

BRL 如 有 一 模 方 阵 U 使 二 方 阵 M, N 间 有 下 之 关 傈 ; 

М = ОМ, 

ДНУ N ERARA M. 以 MEN 32, 

左 辕 合 天保 显然 有 次 之 三 性 里: G) м=м ( 反 身 性 ); G) 3 MEN, RI 
м=м (НН); Gü) 车 мм, МЕР, ду МЕР USEK). 


碳 和 结合 之 定义 可 仿 此 得 出 , 故 不 再 状 述 ， 
定理 3。 作 一方 阵 必 左 结合 於 方 障 


(“ 1): а>0, 4>0- (12) 
#' a> 0, 8] о<с<а. 
Ж: AAU JBE 


a b 
м=(“ 2). 


rb - 52 = 0, (r, 5) = 1. 


必 有 整数 7, 5 使 


又 必 有 整数 u, о 使 
ro — su = 1. 
HE | 
r s 
u= (Ç ¿) 


__ 81 0 
ом =( 2 2): 
—1 0 


如 aKo, 则 以 ( 7 1) RE, 可 使 а > 0; 同 法 可 使 4,20. NZ 
阵 必 左 精 合 於 如 下 形式 之 方 阵 


(° 2), 220, 420. 
с 4 


И 


402 数 论 ін Я 


т a > 0, ИХ а É 0 < qa + c < a, ВИ 
DC = о). 


ЖФ 2. 形 如 (12) ZARZ ARANE. 
REA РА АНЕ ЛЕ 
№: нвн авои (10) 中 之 a d шж. 


DC9-G ea 


Я]ЕН #4 = 0 fF ¿= 0. BH sa 二 a1>0,v4=di>0 Ж s= 41, 可 得 
s= = 1. 更 由 ша + c = ce, 0 < z < a, 0 <a, < a, =a, Э и = 0. Ж 
得 定理 ， 

НА. БАЕ Ас АН Я, 

ЕФ З. WBRA U 及 了 使 

| UMV = N, 

ДИНӘ M SE N 相似 ,以 M~N вх. 此 相似 关 傈 显然 也 有 反 身 , 对称 , 传 
5-Е. 

定理 5. НУ a — JE 


41 0 
Є а), 20, а 220 (13) 


之 方 阵 相似 . 
1: ХН. 


0! 


E М Z03835 935, MERR, ОКНЕ a 去 0, 亦 不 妨 假定 a > 0. 4% 
й: М 必 和 与 一 形 如 


a: b 
( 1 =), 4] | (bi, Cis 41) 
1 


C1 


之 方 阵 相似 。 ИИ. E a = 1 时 ,此 乃 显然 ， 当 a> 1 BP, 


# atb, НН q E O < aq + b < a, 而 
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(CK SHE) 
此 处 篇 首 之 元 来 篇 小 认 a 之 正 整 数 。 又 车 alb 而 a + c， 则 亦 有 整数 а’ E 
0 < a gq' + c < a, TW 


OG 2) 5), 

此 不 篇 首 之 元 来 亦 篇 小 於 a ОЛЕ. 最 和 后 ,车 01 (6, с), {Н atd, с=с а, 
А] | | 
C DEDE 9-6 9099) 

而 a + (( — с) b + d), ШЕ a t b ЇЙ Ө. НЕННЕ. — 

T а,| (61, с, di), # bi = arb, ср = аус d, = а(4„ Н | 


( GE, (о “r )- Є (а, 22 2} 


显然 可 届 a > 0， 因 不 然 以 ( -0 0). METE ¿ = 4 — ba > 0. 
改 得 定理 . ` 
ЖФ 4 Ei (3) ЕАН РУК, 
Ж ЯН: 由 定理 2 БАИР ЕТ УЬЙ 


1 0) (oi 
之 乘 方 乘积 表 出 之 ， 由 
CDE DCG 5 
CDG DG 2). 
可 知 (10) 及 其 逆 之 作用 是 将 一 方 阵 之 两 行 或 两 列 互 换 。 又 由 
Є OC 2) (+ Б 
C DG 1G a3 


404 数 论 iN B| 


可 知 (0 1) водо ( 1) 之 作用 是 於 第 一 行 加 上 或 减 去 第 二 行 ( 即 册 谭 的 元 
素 分 别 相 加 减 , РАВНИН) ,或 论 第 二 烈 加 上 或 减 去 第 一 列 ， 如 此 数 种 手 种 称 般 
ЮЙЮНЕ. 故 定理 5 亦 可 改 述 需 : 经 初 等 炙 换 合 ,可 将 一 方 障 炙 知 相似 标准 形 
=, | 
МЕН ЕЕК, 因 之 由 定理 5, 
(a, b, с, d) = a. 


因而 可 得 
定理 6. 任 一 方 阵 之 相似 标准 形式 是 唯一 的 ， 
$2. ВМ. 
命 ац» dp `` › аһа 肯 表 整数 ， 


411 вета din 
A= @21 *** An 
mi>" Omn 


称 篇 一 m 行 в ИНН, REA mX ”和 矩阵 ,而 以 A” Ва 车 > = n, 
ДЖА AP L, ERA n RAME, 又 以 B 32— n x шй, 
bi ee by 
B= | е 
IERE А Ж B 的 乘积 定义 篇 
C11 бү 
Ap= C| 2 ` eu , Cr = >> ar b, (r= 1,59, туз = 1,5,0). (1) 
r=] 


возера фе се 


Сыз сы 
由 定义 易 见 只 有 当 A ПЖ B 的 行 数 相等 时 ，4B RAES. 又 易 见 
Ë AB 和 ВА 都 有 意 闵 时 ,4B ЖФ ВА. АВ = ВА, Ш А, В 
是 可 交换 的 。 但 常 有 (AB) р = A (BD), 
如 А,В ЗУ, Е] АВ САТАНА А 之 行列 式 乘 以 В 之 行列 式 ， 
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п— ЭРЕ 1548, ПЬЕ НЕО ЗЕ Ар 727, КАНЕ. 

行列 式 篇 +1 ZARARA, 而 行 刘 式 篇 1 ЖВАЕЖУ Ш. Яй 
ПУ ЖЖ, 二 正 模 方 阵 之 积 仍 篇 一 正 模 方 阵 ， 

Ж 


КЕРИ EZ 563 4L НЕ Ааа ЛУ Еа A= ÍA, 
д, суба]. 特 如 А, = À, = = À, = 1, Вр. 


росе Бат 


BR a bt УРЕ. АНЕМИЯ ЖЖ AI = IA = A. 
EHE A, В 间 有 下 之 关 傈 | | 
АВ=1, 
ДИ B 篇 4 ZAKE EA B = 4-! 记 之 . 
HE A( = A) 中 除去 第 i 行 第 j 列 诸 元 素 , 但 不 炙 动 其 他 元 素 之 位 
证 ,所 得 (x 一 1) 级 方 障 之 行列 式 称 篇 ау РАЕН (— 1)" 
С А 4; RZ, 命 
41 4» e. Аһ 
„= | 42424 || 
Ао Е A 中 以 a, 之 代数 角子 式 А, К ar ФРЕОНА 之 件 随 
ЭВ. B 


К.Ш 


АА = АА == al, 
此 处 a R 4 之 行 烈 式 。 WE 4 В, 4 有 道 方 阵 存 在 , 且 А-1 = +A. 
KZ,3 4 ЖИМ, 4 ЖЖ. 
жг АВ = T, ИН B= (+ 4 4)B = + A((AB) = + А, Чиа, 
唯一 的 , 且 AA 二 AASI. B3 А,В ЖЕ, (4B) = BA, 


406 й 论 я B| 


1 £f n ДНЕ (д, о, я) (其 中 之 元 素 xb а 有 时 不 限定 篇 整数 ) 
MARE, EA к = (xl ‚х„) 记 之 。 所 当 注 意 者 : 此 处 矢量 之 记号 请 勿 与 最 
大 公约 数 之 记号 (x1,… , ха) = 4 НЕ. 以 使 凡 单 独 写 (x1,… z.) ВИ 
矢量 ,而 (xr ` £) = d 表示 最 大 公物 ,正常 以 x, у 等 字母 表示 含有 ”个 元 
RERE. 


方程 . 
у = xB (В = В?) (2) 
ВПС 88 kE y 9:38 


у= Ў rbi 1611. 
}=1 


$ n 二 1 而 В АМ, B| (2) ЖЕНА. SENER spo к, 有 整数 
уз» … ， yw， 但 反之 则 不 一 定 。 但 车 В АЖ, ДИЕ у, ,у 篇 整数 时 ， 
ж с ,xn КИК, НЫЙ (2) AERA, 

Я 1. 8,51. Ду у) = — x, y, = x, у; = x;(š El í Er). 此 篇 一 
НАНА, НЕ Е Г ТЖ 一 1 ERE r 行 互 换 后 所 得 
ZAE (或 第 > ЖЕ 一 1 ERE 1 列 互 换 和 后 所 得 之 方 阵 ) ,以 E, 记 之 ， 


0 0:-:1--:0 
0 1.…0…0 
— `7?” ЕЯ 
—1 00-0 |” G) 
00-071 
r 


Я 2. Eed rÆ 1. | 命 yi = Xi G Ær), у, = x, + ку. НАНА, 
其 所 对 应 之 模 方 阵 篇 


10---1.-. 0 
| 0 10.0 
` 太一 | (+) 
0 0-0-1 
r 


201575 了 之 第 r 行 加 到 第 1 行 去 后 所 得 之 方 秆 (或 第 1 列 加 到 第 > 烈 去 后 
所 得 之 方 障 ). 


P V, IRA V, 及 E, 之 乘积 。 实际 上 ,车 + > 2, BW 
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V, = E, E, E, V2 Е, Е, Ez. (5) 
ААА F: 命 / 
#1 
#2 
=}. |, 
加 
则 有 
tr 
f» — z; 
—#1 #3 
Е, t = £3 5 E, E, z = : 3 ` 9 
: 7—42 r 
tn | : 
În 
fi -+ fr 
E, E, E, V, E, E, E, t = | 2 ) 
. 1, 
但 
ti + Ér | 
V, z = Ñ ; 
я 
故 得 (5) =. 
Я 3. 车 : = $, fT у; = xí 而 y; = x, wr (r = s). НК ВЫ, | 
ЖКТЕ НА Е ВИЖУ I 之 第 ， 行 加 到 第 + 行 去 和 后 所 得 之 方 阵 (或 第 r* 列 ， 


加 到 第 列 去 和 后 所 得 之 方 阵 ) ,以 У, Bú: 


Vy АА 。 (6) 


хобот тот 


É s> 1 Bp, V, = Er! V, En Ш V, = Br! VP! Е. й V, 亦 可 由 V, 及 
Е», с, E, САУНА. 

V, (<r<x, 1<;<nx, г) 及 其 所 有 的 乘 方 乘积 成 一 车 ， 吾 人 己 
M L, 由 定理 1.1 ЕЕ МИ Va = (了 1) 及 Vi = (1 L mna ` 
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9i:， 即 需 所 有 二 行 二 列 的 正 模 方 阵 所 成 之 春 , MERIH n 行 4 列 正 模 方 阵 
亦 有 此 定理 ,部 

定理 1. V, ВИН n 行 n ИЕН. 

显然 DM, ЕЖЕ УЫ, KEREMI ERARE % 中 , 亦 
ЁЗ Б ERARE TRAR 了。 之 乘 方 乘积 即 可 。 ДРОВ, 

定理 2， 车 (x1,…, za) = d, АЖ U € %t, 使 

| (xis `, к.) U = (4, 0, ---,0). 
证 : 当 n = 2 时 ,车 (zr z) = d, 旧 有 二 整数 r,s 使 
уж, sx =d, G,s)= 1. 


0х Бах = 0, 


РР их = 1. 


Coa (7 t )=00, 
而 P = (^^) 力 一 正 模 方 障 , 且 由 定理 1.1 的 附注 知 PEM. 故 当 n 二 2 时 
TARR., = | 
ҖАЕН Е. 命 (ж„-1, а) = 41, А — P € %t, 使 
(х„-1,х„) P = (d,,0). 


ро = у 1770 | =( 0 
0 PJ’ 
`... н | 


易 知 VO) EM., 而 
(xi, ``’, х.) ү) 一 (х1, tts 15-2, 41, 0) ° 
БИЕ ВЕЕ НИ VOD E ,1 使 


(x), "**, Хл—7, 41) ү=-1 一 (4, 0, ``’, 0) + 
Рр 
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ОШ р") 9 
ri -( 1/’ 


(х; s *°°*, х„) у) ү” 一 (4, 0,---, 0) . 


ДЕ, 


命 U = V” yP, BA UEM. 故 得 定理 ， 

定理 3. Я (ar ano", as) = 4, 则 有 ЭЛ, НА (2, 2, 
а) ЖЗ. - | 

##: 由 定理 2 已 知 有 M, 2—2 U, 使 


(an, 212, a) О = (4,0,+,0), 
而 U Вел. 
定理 1 的 证 明 : НИНЫ. 当 п=2 时 ,由 定理 1.1 ЕЖЕ. 
qR ; 
@11 912 *** ain 


A= 921 @22 °°" 42а 


чево то фена 


Ani 032 "° Gnn 


Ж1ЕЮ—1Е Әй. 易 知 (ai 412, ``” ‚4үз) =1. A REH 3 BB 中 之 U, В] 


得 
1 0 Q 
AU =| 4: an'i а, 
h1 аз lnn 
1 00-0 
° —4;; 1 0 --.0 
V 一 — 431 0 1 ++ 0 
| | —а 0 0+1 


在 M, 由 ,而 
10 0 ...0 
0 422 823° а}, (7) 
0 алг аза 


ТЕ 


Jy BE 


410 Ж 论 28 5 | 


, РА М 1 0 0 ААН 
422 423 ` Azn 0 4: a23 ... 
НЕЕ ЫЕ, {о 在 M,- 中 ,因而 [ O 
452 013 `` Gnn Оа, an3 …. 


中 。 故 由 (7) REREH, 
$3. 模 方 阵 之 演出 元 素 ， 


.. Ü 

а, 
2л 在 Ma 
t 

Ann 


在 $1 PRIMERE: 任 一 二 行 二 列 的 正 模 方 阵 可 由 二 方 阵 Vz 一 (1 0), 
Уз (0 1) 之 乘 方 乘积 表 出 今 往 讨论 一 般 之 情况 , 即 阅 任 一 л £? n 列 的 正 


Т ЛУИ Н] ЕН ЕН АО Sefa ЖН? 也 就 是 问 SR, В] НИ А Hi? 


由 定义 , 知 Mp, ЕН Vo ARERR, ХШ Ей ш V, 可 由 4 


HARE 
0 1 0…0 000…1 1 1 0,…， 
一 1 0 0…0 010-0 010 
E, = 0 01…0 |, ---, E,= 001…0 |,V,= | 001 


И Ще ово J. L.L .. A... „к УУ» 


000,1 —1 0 0.0 0 0 0… 


ЕЕ АЗН, Din 可 由 n 1875 pE Е», Ез, ``, Ens V; НҢ, 


命 
0 0…0 (—1)"-! 
=l бышы. | 
0 0...1 0 


ДЇ] B A E,, Ез, "у E, 都 可 由 U, & Ez HRH 38832 Н, BEE, 我 们 有 


Е, = (Е, U, Е,(Е, О)", п КИБ, 


Е, = (E7! U)? EEr Шуу", Жол BAR, r 篇 偶数 ， 
Е, = (Ег! Uy? Е; (Еу: уу", Жол 篇 奇数 ,r Бр. e 


Шс НА T (2.5) Ка ВИТ. 
故 Ma H i= 2 E От, Va, Е, НҢ. 如 命 
1000 
110-0 
U* = 001…0 |, 


(1) 


на Ж ҥш ЖК ЕШ 411 
易 见 
E,=U*"ly,U*"`, 
故 M, КН] = | 


00--- 0 (—1)”-! 110---0 1 0 0--- 0 

10 0 Ü 010 0 +0 
U,=] 01-0 0 ， О2=у,=| 001-0 |,0*=| 001-0 

00-1 0 0001 000-1 
| (2) 
演出 之 ， 


在 п = 2 的 情况 ，Wa 可 由 二 方 障 Ui = (971) 及 u,= (1 !) 演 出 之 . 
内 是 就 产生 一 问题 , Вр 9л, (в 22 3) 是 否 也 可 由 U, U, СН, JED U* 
是 否 可 由 Un U, 的 乘 方 乘积 家 出 。 今 先 考察 n=3 及 4 之 情况 ， 

1)» = 3. 此 时 


001 1100 / 100 
и, = (100) о, = (о1о), "= (110). 
010 | 001 001 


篇 了 方便 起 见 ,， “GD ME” WERE i 行 第 Ее. e 


100 100 
винит = (о | L); r= uuu = шшш, = Í: 1 ) )， 
001 101 
110 
огу (8 1 o), 
001 


可 知 在 U, 前 面 乘 以 U1, ARA Ur1, ЕВЕ U, 之 对 角 
千 元 素 保持 不 炙 , 而 非 对 角 穆 上 之 1 沿 着 (1,2), 
(2,3),(3,1) 三 个 位 车 移动 . 同样 地 (3,2),(1,3), 
(2,1) 三 位 置 上 的 元 素 也 在 一 条 轨道 上 移动 ， 如 
ЖИ ИЕ. 

所 以 要 在 (2,1) ERE 1, AEE (1,3) 
或 (3,2) МЕЖА 1. ÆT NERA UT, ФЕД U, TE (3,2) ба 
产生 1. Ш 


(1,1) TAN 0:3) 


(2:1) (22) (2.8) 


8,2) (8,3) 


412 ш в G #l 


1 0 O 
К 1 1) 
111 


ол) bre, Вр | 
100 
W = Ог! t 1 .). 
001 


只 要 能 消去 (2,3) 位 置 之 1 В U*， 而 此 可 由 前 面 乘 以 5-1 ЖЗ, ер 


100 
GD 
001 | 


„ллы 010,0, 0,01. = (3) 
2) n = 4. 5 
000 —1 1100 1000 
(100 0 0100 Ка 1100. 
U, = 010 о 0010 ‚ U 0010 
00-1 0001. 0001 
1000 
0100 
= = 1 == 
T=Ur1U, U, 0010 
| —1 001 
出 发 。 在 了 WERA UT, ВЕ U,, НЕ (4,2) 位 置 产生 — 1, ЕП 
1 000 
0 100 
一 人 一 
Uz TU; 0 010 
—1 —1 01 


又 经 过 前 面 乘 Url, AER U, 之 手续 ,可 将 (4,2) ах 一 1 82 (3,1) 位 


М, ED 
1000 
0100 
ИКИ; == 
1 (U; T U,) U, —1 Ü 1 1 * (4) 
0001 
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ИТЛ ЯЬ U7'!, R U, 之 手续 ,可 使 (3,2) 位 置 产生 —1, ВП 


. 1 000 
0 100 

Uz'(Ur! Uz! T U, 01) U, = —1 —1 11 • 
| 0 001 


於是 再 施行 前 面 乘 Ог”, 488 U, LFR, ВЫ (3,2) EZ 一 1 #E (2,1) 
frii, Ёр | 


1000 
—1 i 1 1 

W = Ur!(Uy1Ur1 Uy! T U, 0, U) U, = 0010 . 
0001 


至 此 ,对 角 稼 久 下 之 形式 已 经 和 U*-1 对 角 穆 以 下 之 形式 一 致 , НЕ 
角 牺 以 上 之 1. 
由 (4) 式 可 得 


$ = Ur!(Ur1 Uy! T U, U) О, = 


1000 
| —1100 
-1 W = = U7*-1 
57 W 0010 АМЫР 
f 0001 


故 在 n = 4 之 情况 ,有 | 
U* 010105 Ur! Uy U, UU, U, Ur! Ur Обл. 


HEYA 


0,0, 0,0,0, 0;. (5) 
жер О = 0,0;, ИН (3) Ж (5) 得 
U* = Ог U~! U, U, 9-1 Up U? — (2 = 3), 
0*- = UrlU-D2 U, U 01 (0-13 07103 G= 4. (в) 
— AEFI БАЕ | | 
(1*(-0"-* — Ur1(U-Ds-2 U, 0*-3 U (И-Г)*-2 Uyt 0-1 (7) 


此 式 之 证 明 读 者 可 仿 (2.5) 式 之 吉明 方法 行 之 。 故 得 
定理 1. 正 模 方 了 泪 所 成 之 党 M, а 


` —u ui s... .. 


414 Ж 论 前 B| 


00.--0 (—1)"-1 В o 
0, ото 0 ‚ U, = “0 
00-1 0 000.…1 


演出 之 。 换 导 之 , 任 一 正 模 方 阵 可 以 表 和 坊 U, 及 U, ЖЖ. 
Е 75 ЕЕЕ A E, 则 以 


REPRESE. 改 得 


定理 2. 模 方 阵 全 体 所 成 之 举 可 由 Un U, 及 Us EHEH вах, 


ЕЖУ Un U, Ж Us 之 乘 方 乘积 家 出 之 . 
$4. ES. | 
EAL 若 有 一 模 方 阵 U EZAN 4 与 B 之 间 有 下 之 关 傈 : 
| 4 = UB, 
ИВЕ В ARAHI А, ЗЕД АВ 读 之 . 
А-Я РА БЕ Вр, ВЫ ШИЕ =}. 
定理 1。 任 一 方 阵 必 左 结 合 於 一 如 下 形式 的 方 阵 
Ьу 0 0 .2 0 0 


2o-1,1 #һ-1,2 po-1.3… #һ-1,з-1 0 
Ёар 22 биз en бв,п-1 Door 


其 中 2,20. BË b> 0, BJ 0 <, < b, G>). | 
证 : 已 知 当 n = 2 时 定理 芙 实 (定理 1.3). СНИМУ. 
命 


811 912 °°° din 


чо ооо ооо аъ 


(al inz '** Gnn 


ВЕ. + A 之 最 和 后 一 烈 中 至 少 有 一 元 素 不 和 坊 0, ДЇ (ains dans '' у 


— r Yr -— < VKF r ао - 
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ann) = Oo， 有 整数 bis 6,，… , Б, 使 
bi а, + ba а» + + ba aan = ban, (51, batt, bn) = 1. 

由 定理 2.3, АУЕ V 以 (pbo s ba) 篇 其 第 一 行 。， 将 了 7 之 第 一 行 

与 第 n Tiba sJ U, 而 以 (61, bo s b) 篇 其 第 n F. 办 得 
an 412 … ам | 
aa азбы 

易 见 dm sarin BI am ao s ana 的 入 性 组 合 , HIERD ba RE. 

於是 得 


/ Р» r 
10 一 -2 ; д 1n-1 Ü 
#11 a а jp 7? 
nn 11 912 1л а а 0 
а a: а’ а 21 2,n=1 
2 21 2 2n 
A= 0 1-0 > n 2 一 | oo (2) 
пп ово ооо ово 2 .. РР 
w..................b "5. , . р dG, _y1 fain- 0 
т 4 "л Ру; ,” 
00-0 1 G, 8,3-1 Bnn 


® 4 之 最 后 一 烈 元 素 全 篇 0 时 , 亦 有 上 式 , 不 过 此 时 ba = 0. АННАН 


之 假设 可 知 


Š,-1,1 bn-1,2°° Dn-1,n-10 
брі bs 2 + bi,n-1 ban ` 


其 中 5», > 0, Б = 0 (:<ь), HŽ bw > 0, HIJ 0 < bi < фуу (1 < v<; << z—1) 
Ж bai а-а > 0， 则 有 整数 qoi 存在 ,使 


0 < 4—1 2-1, в-1 十 bn,n-1 < bn-1,n-1. 
故 < 


ба-1,1 pr-12… Ёа-1,а-1 0 
f Рр +) n 


| Фл bn2 ыы а, в-1 bnn 
其 中 bn = qa- baagi + Бы A <i=< x — 1), 0<5,,„—,< bry ас. 
ТЕЕ EJ EM. 
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E ФЕ 2. 形 如 (1) 的 方 阵 称 篇 左 和 结合 标准 形式 . 
АА. АННЕ ЕЕ. 
55. KRAF. ЖЫ. 
ElL ЗН A(= A), B(= вю) НОВ U(= 0), 
V(= И) 使 
А= 0 ВУ, 
ДЇ 4 В 谓 之 相似 ,以 A— В 守之 ， 
ВАМИ ИИ В БС ЕР, ЭН ВЫ ЕН. 
定理 1. ЕАН A( = A п 
j 0 0 0 00 
0 0 dd 0 0.--0 | (m< n) D 


生生 


或 
d 0 0 
0 dı 42 0 
0 0 ... 214,1, (m > п) ` (2) 
0 0 ... 0 
о 0 0 
之 矩阵 相似 ,其 中 d; > 0. 


и: в 

A = (11, аль, ``, az) 

篇 一 工行 А МНН, К д 篇 任意 的 正 整数 (多 > 1)， 则 由 定理 2.2, 知 有 
ERE U 使 


+ 


AU = (d, 0, ……， 0) ° 


41} dN 
U’ @]2 — 0 
415 | 0 | 


НЕО” RRI U ZATA ARELA, AES k +? 1 ОНИ E Tt. 


故 定理 成 立 。 ЖК 


第 十 四 章 ж Sk s BE Ж ж Hi 417 


АУМ БАТЫЕ. ЯН A. Ж 4=0， 旭 定理 显然 。 ж AFO, 
ДЖЕН а, 2 0, 且 亦 不 妨 设 at > 0. ТД A 必 与 一 如 下 形式 之 矩阵 相似 : 
ай 412 n.e ain 


A~ A = 


t ГА 
КОКО ， al | а 


(1&<&;<т,1<;у)<лп). 
21 Am2" рп 


党 ay, = 1 时 ,此 乃 显 然 ， 


党 ап > ЕЕ, ау f ау 则 经 过 行 的 互 换 和 列 的 


互 换 可 以 把 а, WE а, ад, а 三 元 素 之 位 置 。 於是 用 定理 1.5 МН 
ЗЕ, ПИН ЛЖИ аш ЛЕНИ НИНЕ ВИН. 


— 42 ‚_ в 
@21 1 ап @12 `7" G1n ай ай 
—— 1.0 , F , 
4\\ 431 222 `` G2n 0 1 0 = 
— 221 0.. 1 а! айыб, ata ооо ооо ооо 
41 0 0 1 
аң 0 0 
„ /7 
— 2); Aon 
зз, жазы а жа» › 
0 а”, а”, 
811 0 0 
„ /7 
А рер а 2, 
0 а аа 
У: НН ак, Н] ЖП 
| ап 0 0 0 0 0 
0 4; 0 0 0---0 | 
信人 (т < n) (4) 
0 0 0d а,, 0 0 
或 
dii 0 0 
0 d 0 
A~| 0 0 dnd | ®>». (5) 
0 0 . 0 
0 0 0 


人 
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HJ ahla 而 4 Ж Ау РЕНА АТД а |22. 如 命 al = di» 
а = didz, ds = dz, di = dp. Mh (4) Ж (5) ЩИ ЕШ. 

sË 2. Жш (1) 或 (2) 的 矩阵 稀 乱 相似 标准 形式 ， 

在 定理 1 的 证 明 过 程 中 , 所 行 的 手续 巩 是 行 的 互 换 或 列 的 互 换 ; 一 行 乘 一 
整数 加 到 另 一 行 ,或 一 列 乘 一 整数 加 到 另 一 列 去 ; 以 一 1 ЖЗ. 如 此 
数 种 手 模 称 需 初等 继 换 ， 故 定理 1 TURRA: канат нею 
相似 标准 形式 ， 

一 矩阵 的 两 行 〈 或 列 ) 互 换 和 后 ,或 以 一 1 RAIT (或 列 ) 和 后, БИЕШ 
任 一 奔 行 土 烈 子 行 烈 式 ,或 与 原 矩阵 之 一 行列 子 行列 式 相同 ,或 仅 相 差 一 
符号 ; 又 车 以 一 矩阵 的 一 行 ( 或 列 ) 乘 一 整数 加 到 另 一 行 (ЮЛ) 去 , 旭 所 得 矩 
阵 之 任 一 i 行 i МК НН гр: ИРАК, г: 
”列子 行列 式 加 另 一 i £? i 列子 行列 式 的 整数 倍 ， ЖКН, _ ри ВР 
有 i 行 i 列子 行列 式 的 最 大 公 因 数 不 释 ， 故 得 | 

定理 2. Ж 4-8, 则 4 内 所 有 i 行 i 列子 行列 式 的 最 大 公 因 数 和 与 8 PJ 
所 有 i 行 i 列子 行列 式 的 最 大 公 因 数 相等 。 = 

同时 由 (1) 及 (2), 知 

hi = di* di 4. -- di di 
即 篇 4 中 诸 i 行 i АТАБА ЛК. 故 得 

定理 3. 任 一 矩阵 的 相似 标准 形式 是 唯一 的 . | 

= #3. 在 和 矩阵 4 的 相似 标准 形式 (1) 或 (2) Ча, АКА ЖАН 
| di, dı dns di di (k < min(m, n)), 

TIRA 4 的 1 次 , 2 2, 5, k ЖАЙЫТ. kR 4 的 秩 ， TA 
因子 的 标准 分 解 式 | 


diie di р сер! (@>0, 1<1<5А, h. <1) 


中 ,所 有 的 素数 需 р?” 都 称 需 A 的 初等 因子 . 
易 知 初 等 因子 的 指数 间 有 下 之 关 傈 : 
Cki 之 64-11 2 4-23 >e (1<:<). 
НЕЕ Бп: ЖШН ШЖ] ОЖ, АТАНГ 69 ЖЕТИНШИ EF: 
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ж цч 


БЕ. „ЯНАГ АЕРЫ ра, ДЖАН 97+. 故 得 : 
定理 4. — m x n BEBE 4 Ж B 相似 的 充 要 人 条 件 是 4 与 有 相同 的 秩 


和 相同 的 初等 因子 ， 
$6. Ж}. 
ВЕЗЕ ЖОН TED ЖЕН. 
„= Š к, (1<і< т, n>m), W 
11 


@11 @12°°* @1т 


у == х4, у= (yi, n. Ym), х 一 (xi, `, х„), A 一 бд бт | (2) 
| йв) дд2 *^° дат 
Ей ЖИ а U(= U) 及 V(= И), 使 
dı 0 °. 0 
0 4142 . 0 
UAV=| 0 0 --4з4ы |=р, G) 
0 0 ... 0 
0 0 0 
於是 命 


y V = y* = (уг, уу), x U-1 = x* = СУ х), 


则 由 (2) ШИ 
у* ==х* р, (4) 
8 (4), | 
у; = di dix (<£ < т). (5) 


(1) 式 有 人 解 的 充 要 人 条 件 是 (5) АН. 如 4, d, £ 0, di+i = 0, В] (5) = 
有 解 之 充 要 人 条件 是 | 
dı s.. di | у; (1<:=< 0), Уыз = t.. =y, = 0. (6) 


由 (3) 可 知 
C DGG) ч 
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ORO) ° 


(7%). 
由 定理 5.2， 即 得 | 


4, | ут, 41 2, | y>, .. др 2, | УЬ y4A+1 二 = Ym =0, 
ЊЕр (6) Ж. ж (1) 式 有 解 之 充 要 人 条 件 是 (8) 式 成 立 ， в: 
定理 ， 方程 组 (1) 有 解 的 必要 旦 充分 条件 是 二 矩阵 A 及 (4 ) 有 相同 的 


TE (6) 式 成 工 , 则 由 《27)， 


RZE (8) 式 成 立 , 则 得 


PRAF. | 
ж (5) 式 成 立 , 则 可 得 
‚ _ Уу! r 2 _.. ‚ _ _ 5: 
*, 41 3 d, d, 》 5 хк 一 dyed; . (9) 


С Нш 
fis >*t > ѓар Ж n — h BERR, IE 


К nek 
__ , 
x; == >, Xi Hii 十 > £j НЕ: 
j=] I=1 


n-k 
= (0) + > fj k+l, i (1<:< ял), (10) 
I=1 
此 不 r,s 00 ВЖЕ л = -,= 0 № (1) АМ. 


$7. 因子 分 解 。 MERZA. 

定 1. НУ А,В, ИН С 使 4 = СВ, 旧称 B 篇 4 的 有 因 
子 , 或 В ARR А, ЖА BIA в. 

WRA G) 414; Gi) 车 AlB, BIC B| А|С. 

左 因子 与 左 除 夯 的 定义 ,可 同样 得 出 ， 

TR АЗЕ ИБИ, ВАН. 车 对 4 的 任何 分 解 式 A=Bc, 
常 得 出 В 或 С 是 模 方 障 , 则 称 4 篇 不 可 分 解 方 阵 或 素 方 阵 ， PR, RAA 
Шаш. 

设 4 ВИ, ШЕН ДЕД 5.1 可 知 有 二 模 方 阵 U 及 了 使 


атша # 9k Ri DK дн | 421 
А = U [4у, did, die da} V. (1) 

РНЕ [d didos di 4] ЗВАЛ, HERES, HAF 
ZERA P = [1,… ，1, р, 1,… ,1]， 此 处 p 篇 素数 ， 且 因子 之 个 数 等 从 
d: did2"… -dida dn 之 素 因 子 数 . ВЯ | 

A=UP Pe P, V, Р = ([1,.-:, 1, р, 1,:-:, 1]. (2) 
其 中 任 二 P ВНЗ. 由 此 立 得 :一 | | 

EEL ОЭС А ҢЕЛ. 

定理 2. Н ЖАНРЕ, 且 其 因子 数 等 从 
其 行列 式 之 素 因 子 数 . 

此 种 分 解法 是 否 唯一 , 其 问答 是 否定 的 ， 因 乱 於 任 二 因子 Ра, Pia, 好 可 以 
插入 WW- (W EAM), РИ 及 W- Ру: 一 般 与 Pi 及 Ра 不 相同 。 但 
车 对 因子 之 形式 加 以 适当 的 限制 , 仍 可 得 类 似 的 定理 . 

ЕФЕ 3. ЖУНИ U, -= ,1,p] U ZER, АН 
BAREK, 此 感 U БЫУ. 

НН ЕАК У. 

4-44 (2) жышт: _ 

А = UV(V" Р, V) (V P, V): (V~ P, V), (3) 
其 中 任 二 FIPF ШЕН] AKAN, B 23515 ОУ ЕС: 
定理 3， 任 一 复合 方 阵 必 左 和 结合 共有 限 多 个 可 交换 的 标准 素 方 阵 之 积 . 
ЕЖА. 4 之 标准 分 解 式 乃 指 下 式 而 车 : | 
А = W (р-р, У) (P-1 p, V) = (V-1P, V), | (4) 
此 不 W 和 V ЕЖУ, Р, P, 之 形状 与 (2) 式 中 相同 。 显然 , 车 不 计 次 
№, Р.Р, 由 А 唯一 决定 ， 
在 东明 类 似 认 唯一 性 的 定理 之 前 , 先 希 引进 以 下 之 定 姜 : 
定 蒜 5. в дя д, RAH 
AUA=0. (mod| A]) 
ZAHM U RA 4 МЫ do 表 4 РИМ, | A| ЖА 的 
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行列 式 的 起 对 值 . 
ВА AUA. СЗЗ |A| 之 倍数 , 则 得 ти 404 是 一 整数 元 素 的 方 


- №. 取 行 列 式 可 见 此 乃 一 模 方 阵 ， 


定理 4 днях, 
证 ОУ 是 A РР, Ra ye 
AUA AVA = + | А|+ 4U7d 三 0 . (той | А |?), 
故 ОИ SPP BER BE. 又 由 
| A | 4745 = + AUA 407) 4 三 0 (mod| 4 |2), 
72] АПА», AUT 4 二 0 (mod |4|), 
而 рат AUA. АВ, 故 U-! ЕРШШ. 由 此 可 得 定理 ， 
ERG л {РЫШ УШЕУ ЭШЕ 4 и, 
定理 5. 8 
A = W.(Vrí! Pi V) (Vr ' P, Г!) -- (ИГ! P, V) (5) 
篇 4 之 另 一 标准 分 解 式 ， 则 有 一 4 ZARRA U 存在 ,使 У, = VU, 
Wi = -qig 40774070, 此 不 之 W Яп V % (4) 式 中 之 模 方 阵 ， 
证 : H (4) 与 (5) FJ | 
A = WU"! P, P, --- P, V = W, ИГР, Pae P, Vi, 


故 得 
АУ У, = WV- V, УГ! A. 


由 .上 式 易 见 U 二 V-! V, 篇 4 之 伴随 模 方 阵 ， 且 知 


1 y- 
күл 404% = ИШ, 1, 
故 得 定理 ， 此 定理 说 明 4 之 两 标准 分 解 式 之 间 的 天保 ， 
ЖЫЛ ЗСА ВЕЕ, 有 以 下 之 二 定理 : 
定理 6 设 P==[1,…,1,p], О = 071, 1,4] U 是 可 交换 的 二 标 
ПЕРИ, O 必 取 如 下 之 形式 : 


2-(99) С 


-_———.. . 
—- 
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ЖФ r= q 1. Нұ r= z, HI Q, = I; #r=1, НО, ВН. 
2: 命 


О 41 - 
О = ary, (i ) y = (ё, ``", 8-0. 
y r 
| йд-1 
H РО = ОР, 得 


ру э r)" (9 и у @ 


0 
-(%?) 
ДЕ UQ = 11, ө, 1, q] U, 可 得 
U, О, мг СТ U, л 
(5:2 u ‚)- ЗУ! a) (8) 
0 

# ú= 0, ДИ r= q. 此 时 由 nr= r, 得 x, = (ужины = +1, 

U, и, 010, = U В О, = I. 

0 | 

` № и = 0, HI (вв на. fÉ 0:0, = U,, МО, 不 能 等 众 


I, К И, ЕЖА. 由 定理 5.1 知 存在 二 模 方 阵 V, Ж W, 使 V,U,W, = 
= [4;, "о А„-› 0] À; = 0. REM 


r=(01). "(0 1) 


Жар 


则 有 
À, 0 ... 0 с] 
0 4, ... 1 0 Є2 
| U.U, W, Vir ОА asse. 
X = УПИ = 151 1 Yi ) — 
ү ( Yi Wi 0 0 Ü -- А, 2 Св-2 
0 0 -0 А Сп--1 
| d, d, `°: da- 2 dn— —1 0 
由 其 | С»-1 dn- А, Ки А-3 | 一 IX] == 1, 故 得 À, осе 一 À,-2 = 1, Св-1 = +1, 


dn-1 = + 1, HR |X| 表示 X ТК 8 3HA 
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又 命 
01-0+с 0\ g f .............................. | 
soon. 7,0 
== = 0 0 Ыыы 1 0 0 = 1 
Y 100 | 2 21), 


+4; Fdz Fd,- 1 0 
0 0 -= 0 01 


此 处 矩阵 Y 与 Z 让 之 负 号 或 正 号 ,分 别 由 ci 与 ds-1 篇 十 1 —1 МХ, 
则 立 得 


和 和 


ҮХ2=| 00... то 0 
0… 0 0 cl 
| 0 4-1 0 
pt R t | 
ХЮ: ОЮ = VUOW = V [1, --., 1, 41 UW = [1, .-*,1,а|Х, 
得 О 
YXZZ-1W-1 OWZ = Y [1,---, 1, 4] XZ = [1, =, 1, а] УХА, 
Вр 


(2)-О(#7) = (ҮХ2)-! [1, =, 1, 4] УХА = [1, =, 1, q, 1]. 
故 得 | | 
(W, 21) 71 О.С, 21) = [1,…, 1, 9]. 

此 证 明了 О, НЕ, 

定理 7.。 汶 任意 -一 组 互 可 交换 的 标准 来 方 阵 Р,, P, Я ЖЖ U 存 
在 ,使 UPU BANAREA. 

证 : м £= 1 时 定理 显然 ， 今 用 鲜 纳 法 亲 明 此 定理 ， 假定 定理 党 方 随 之 
НХ <; RERI. | 
对 P, BRAI U, 使 ОТ1Р,О,= [1,-—,1,р‚]. £ 


UP: U, = 0,, ¿=1,2,-, $, 


题 然 诸 9 ПЕНН hÆ 6 可 知 


о? 0 


О; 
0 У, 


). 1<: <, 


F * 
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其 中 м=р 1. HË л = р, Д ОЎ = 1, О; ЪЗ ҖИК; Ж ол = 1, E 
О? ЕЕ. НУ О 是 互 可 交换 的 , 故 不 妨 设 r, = r, = … = r, = 1, 
ма 一 bab = p, 0 < :< s 1. # := 0, ДЖЕН. 不 然 , 则 由 
ИНТЕ 0, ЗИ Н.Н] ЖЕННИ УЕ OY,… , QP 有 一 模 方 阵 U*, в 
0*-1 Q#U* (1 <;i< 篇 对 角 条 形式 ， 今 取 | 


U* 0 
»=(( 1 ) 


АІ 0г'0:0, (1 <+<;) ВЕНАМИ, 取 U = U,U, 即 得 定理 ， 
WE. 取 A= [ddid di: da) 而 研究 А Сас. 
$8 ЖЖАМ. ЕЛА. 
28 & 1. М D АУМ 4 及 B (A 与 了 3 不 同时 篇 0) 的 右 公 因子 ， 
В А,В 之 任何 右 公 因子 此 篇 D 的 右 因 子 , 则 称 D 篇 А,В 之 右 最 大 公物 . 
uJ А,В ЖЕ M ( 非 0) 的 右 因子 , 且 М 篇 任何 以 А,В 篇 右 
因子 的 方 阵 的 右 因 子 , 旧 黎 M 篇 А,В 的 左 最 小 公 倍 . 
ERKAKKA РАНЕН ЕЕ НГ ИЕН. ЗЕНА: 
最 小 公 倍 ,篇 简单 计 , В КАНА. 
СМ A= (а) 及 В = (5) 的 和 定义 篇 
А+В= (а + bj). = 
定理 1. 不 同时 篇 0 L25 4B НЕКАЯ D, BEEZ P RO, 


РА + ОВ = р. 


(O) 


篇 二 2n x n Юй, 由 定理 5.1, др БШ U(= 09”), у(= ру, 使 


в: в 


ие 
ucv = ( о’), D, = [dy didy >, dida da]. 


u=( u" Ж) U; 篇 пхп HE, 
Uy U; 
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则 由 上 式 得 | | 
(и 0") (8) =Со "== (о). а) 
ил Un A+Upn B= D, | (2) 
к AB 之 右 公 因子 必 篇 D ЖА. ; 
又 如 命 | 
(о и") “(хи ko) Xú É s x" 方 了 о 


则 由 (1) 式 得 
(an х2) (o) 
由 此 得 
| A=X D, B= Хр, 
0 D № A,B Вул л). 再 於 (2) 式 中 分 Un = P, Un = 0, 朗 得 定理 . 
定理 2, М А,В Z—S D 是 非 奇 界 的 , 则 А,В 之 任 一 最 
КАЖ Ор 之 形式 ,此 处 U 是 模 方 阵 ， 
ш: 设 D1 是 另 一 最 大 公约 , 旧 由 定义 ,有 D = RD, 及 Di = 5р, 因而 得 
D= RSD. 
取 行列 式 , 易 见 R 及 S 是 模 方 阵 ， 
上 面 已 经 讨论 了 二 方 阵 的 最 大 公 金 , 今 往 讨 论 二 方 阵 的 最 小 公 倍 。 #25 
障 都 是 奇 屋 的 , 则 最 小 公 倍 不 一 定 存在 . 例如 
GDA G: Е 
ШЕ. BAN (00) чаан (20) 之 形式 ,而 以 (11) 
тнр 08 (° 2) 之 形式 此 两 种 形式 显然 不 能 相等 ,除非 “= “一 0. 
但 我 们 有 
TWI FERDE AB 必 有 一 最 小 公 倍 M 存在 ， 且 M Еа: 


而 其 他 之 最 小 公 倍 此 篇 UM 之 形式 ,此 处 U ЕЕ. 
Ж: 由 (1), 得 
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Un А+И»В=0. 
命 | ' | 
М = Ux А = — UnB, 
H M 篇 А,В 之 一 公 倍 。 ЕНА M BHS А,В 之 最 小 公 倍 。 Е M 篇 А,В 
095 018, R| M, Mi LERKAR М, 亦 篇 А,В 之 一 公 倍 。 命 
М=НМ,, М,=КА=1В, 
旭 得 | 
Un А= НКА, —U„B=HLB. (4) 
# Ao Bo 分 别 篇 AB 之 伸 随 方 阵 , 则 有 АЛ, = аг 及 ВВ, = Ы, WR a,b 分 
别 篇 А,В 之 行列 式 。 BA А,В ВАМ, ЕП F0, 50, keii (4) 式 可 得 
| Un = НК, —Up = HL. 
於是 由 (3) 得 
I = Ол Хр + Un Xn = H(KX,, — LX,,), 
因此 H 篇 一 模 方 阵 , H- ЖЕ. 故 由 
Mı = СМ, = GH-1 M, 
МИ M REMM. | 
今 往 证 明 М АЗ. 由 最 小 公 倍 之 定义 , EMAR А,В 有 
非 厅 办 的 公 倍 存在 朗 可 。 由 定理 5.1， 知 有 二 模 方 了 U, Vo № 
U, AV, = [4,445,444]. 


СУ 
М* = di.…d, U) В, 


HR M° АЗ, Н M = О, BV,[d; + 4, 4; > das <, 110, А. 此 M* 
MBRR. | | 
# Ms 篇 另 一 最 小 公 倍 ,上 则 由 定义 , 有 
М = ЕМ, М; = ЕМ, 
因而 
M=EFM, Т= ЕЕ, 
ËB E, F 篇 模 方 阵 。 故 得 定理 . 
定理 4. ША Жо, МЕ m( 关 0)， 必 存在 二 方 阵 R 及 О, 
使 1) A= mQ 2) A= mQ + R, 0<|К|<|т|", 此 处 |R| 3228288 


ПТ” 
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R WITIR Z ВИН. 
性: 由 定理 5.1, g5 RAE U K V о 
A = 014, ld V (4:20, 1<i< n). 
有 整数 qi М ri( > 0) 使 


dı + di = mq; + fi, 0<r+r =< | т | (1<і< я). 
#8 | 
О, 一 [41 42, `’, qa], К, = [r Fx `` 5 fals 
则 得 Б 
Я = О(тО, + ВК) У. (5) 
E r= |m] (1<і< n), W R = |т| I= Е тГ, ЖЗ (5) 得 
A=muU(O, +I) V =m O, 
Вр 1), | 


Ж, 如 有 一 个 j BE 0 <, < |, ИЖ 0< [R| = rir ra < т", 

故 由 (5) 得 | 
A= m UQV + UR, V = то + R, 

而 IR] = |UR,V| = |R,|, 故 得 2). 

定理 5. BH B АМ, ДРАМЕ 4， 必 存在 二 方 障 Q 及 C 使 
1) 4 = ОВ 8 2) À = 0B + C, Ñ 0 < |C] < |B]. | 

证 : № В В В ZIRA, ВВ, = BB = 67， 此 不 bA В 之 行列 式 。 

ВН дж Ок 


«№ 


АВ; = ЬО Е (6) 
EV. . 
ABa =bQ0 +R,- 0<|Е| < |6}. б) 
H (6) ARARA В, ЕН Р 5 0, ВИ | 
Ч = ОВ, 


此 即 1). Хн (7), R= AAB — 0 = АВ, 一 08D5 = (A — ОВ) В = 
= СВ.. HEH 


А = ОВ + (4 — ОВ) = 0B + С 
及 


" aaa a, | Ф 


Ж. 
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[А | 
| Bo | 


|2 |” 


< 


0о<]с|= 
Вр 2). 
59. р. 
Е Ron RER, а ое 
y = ai xi H e + a, x, 
成 一 集合 ,此 集合 以 © = (x;, … ян) RZ. 
$ y = ах + * + алх, В, ДЕ 
| | y + y” = (a; + al) жи + + (a, + a!) х„. 
TAL © 的 一 个 子 集合 员 如 有 次 之 性 质 则 称 篇 模 : 车 yo yz 在 ОЙ 中 ， 
ДЇ у, + у; 亦 在 M 中 ， f 
HA 本 身 是 一 模 ，0, Ел, + 201, … 所 成 之 集合 也 成 一 模 . 仅 有 一 元 
R 0 = Ом, 十 … + 0х, 所 成 之 模 不 在 讨论 之 列 ， 
2Е ФЕ 2 如 模 ЭЛ 中 有 一 租 元 素 у.с ,ys EM 内 任 一 元 素 此 可 了 唯一 地 
表 成 篇 f 
++ У, 
之 形式 , 其 中 bpe, b, 是 整数 , 则 y1,… , у, EAM 之 底 , 数 1 称 篇 M 之 维 


由 定义 易 知 у, ``, у ЖЕНИ, ШШ ayit tay =0 得 出 


ар = ++ = a, = 0. 


定理 1. AUHER < n. 

A R M 之 所 有 元 素 中 , zas а о x, 248 
数 有 不 篇 老者 , 则 易 见 所 有 元 素 之 r 之 傈 数 上 成 一 非 雾 的 整数 模 , 其 中 有 一 最 小 正 
整数 , 命 篇 bo TRAEZREHS 

у; = bi xi + + Ó, xi. 
於是 M 中 任 一 元 素 у Z x, 之 傈 数 必 篇 b, СВ КН 
у=у' ву, 

此 处 g 是 一 整数 , y 是 未 定量 хс р-р 的 根性 型 ， 如 此 作出 之 所 有 у 中 ， 


= 
| 
| 
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设 инь т, (Г ©<1—1) ZARIAD, 而 хх 的 保 数 有 不 篇 老者 , ДШ 
上 法 可 得 一 穆 性 型 
yr == Бух He by ry , | 
其 中 yz ВЖЕ y 中 x; 之 傈 数 篇 最 小 之 正 整数 者 .使 y =y” + g' yy， 
其 中 g” ВО, у’ Ж x, с, хр 的 穆 性 型， SITERE M 的 一 底 
ys Yr，'… ， 其 所 含 元 素 之 个 数 < n. 故 得 定理 ， 
定理 2. НИЕ. 
证 : Шур, Жл ,zy EEM MERTE, MERI L= V. Ж 
ЖЗ, ВП 1 天 7 不妨 设 1>Г. 由 底 之 定义 , 知 有 整数 a 及 b; 使. 


21 


dil `` ° ... 0 : 
Yı 
( : )- 921 ``" Aa TERE 0 z 
' J A .................... 0 
Yı .. .. 


dn ` ар 090 : 
0 
及 
zi bir bii 
z” бие, bri 21 
0 — 0 0 . ` >> 
ОТР . ` У 
0 0 =Q 
№8 (aú) № (ba) 都 是 1 X БЕ. А 
буу `° Бу 
yi 411 Ыыы qi! 0 ... 0 ............ 
— 021… Фр 0… Ü brite bri У1 
у ..................... Ü Ü 
! ац aw 0:02 \ e... У! 
о... 


但 yp ›у, ЕРЕЕН, ОҢ (as) (54) = Г. НЕВЕ, 故 
得 矛盾 ， | | 

А0118 n вы. = 

设 yo ya 篇 一 ”和 维 模 M 的 底 , 则 有 
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411 di2` Xl 
421 222 °° X> 
хватаю M ° (1) 
ny @п2 `" dnn Ап 


故 对 一 n 维 模 及 其 一 底 Yis 2. s Yn 有 一 方 阵 
@11 @]2 *°* dis 


А= (а) = | 21 007 би (2) 


ооо о сото ва т 


йа Я@п2 °° йал 
ЯН ЗЕ. 由 於 у, у ВЕНЫ, К 4 是 非 奇 办 的 。 反之 ,对 一 非 奇 . 
RA A, 由 (1) 可 定 出 一 组 糠 性 无 关 的 糠 性 型 y, … ，ys。 从 而 可 定 出 一 以 
у, ya ЙЧ п НЫ SU. 如 是 在 я ВИАН n 级 方 阵 间 建立 了 
HER. 今 问 对 应 於 同一 模 之 不 同 的 底 的 方 阵 间 之 天保 如 何 ? 
№ xz1,… ,zx 是 ОЛ 的 另 一 底 , 其 对 应 之 方 阵 篇 B = (5), 


21 211 212… 
#2 — ba 622 
Fn bni bna 


НА Yis `` s Yn 及 21. ` 9 Zn AEE, KALAM U = (иг), И = (vi;) 使 


WDD Ee) 


ЖН Yis ` s Yn LAR ТЕ ЕЕ E ДЕ 


C) 


H UV = T, Bl U & V ERSE, < 
р У1 Х| 
oC) 
Zn Ул Tn 


B=VA. (3) 


КЕЛТЕ А 
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故 对 峰 於 同一 模 之 一 方 阵 是 左 结 合 的 。 反之 , СМЕНЫ 
一 模 。 改 车 将 所 有 的 n 般 非 奇 界 方 阵 依 左 结合 天 保 分 类 , 则 每 一 类 代表 一 模 ， 
日 不 同 的 类 所 代表 的 模 也 不 同 ， риалла “EN НЕМЛ 4”, ВЕ 4 BJ 
表示 模 M 所 对 应 的 一 类 方 障 中 的 一 个 ， 
於是 由 定理 4.1， 可 知 n HERE ЭЛ 之 底 yj,… ,ys 可 取 成 如 下 的 形式 : 
Yı = an X1, 
y2 = а x1 F an %2, (4) 
Уз = йз X1 + anz x> + e E ann Xn 
其 中 en > 0 а <»), O am < an (H> v). 此 乃 底 之 标准 形式 , 或 
称 之 篇 标准 底 . 
定理 3， 模 ол 包 有 模 91 的 充 要 人 条件 是 模 M ЕЕ N 
证 : 命 员 及 9 之 底 分 别 篇 yy,… ya Иль с, жа, РИМЕ 
15 А = (а) R B= (b;). ЖЗ аж 9, НЯ 


21 у! Х| х 
& x Íx 

2 |= < 2 J= ба) [| 2 |= 06) 2 |. 
Zna У» Xs „ хь 


ИС В = CA. 
KZ,# В = CA, ЖЖ 


21 xı У1 
K = С А K =C y2 
в хд У» 


故 ЭЛ 包 有 я. 
E ФЕ З. EAREN z, М z, ZZE M 中 , 旭 称 z, 9 z, 对 mod 9Л 

同 余 ,以 z, == z, (mod M) Вх. 
НИКС, ЗАНЕ, (8382243808, КН ЖЖ aN T 

mod M 分 类 : ВЯ А НН, ЖН ЖИЕН. 如 是 所 分 成 之 类 的 
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HEZE M Z,A N(M) г (ИЖЕ). 显然 ЭЛ 本 身 朗 篇 
其 中 之 一 类 . 
定理 4. ЖӘЙ ол КОЛЕ A, BU 
МОй) = | A|. 

证 : 由於 9л ТЕНЕУ ЭЛИКТИ Е ННСА, KERERE 
标准 形式 (4). FE— ЖЕ - 
y = a), x; + з + 4,-1 Xn- F Gn Xn 
НГ РД уз = am xí 十 … + ат х„ 之 整数 倍 , МЕС 0 < a, < а; KET RIA 
ya-1 = spl Xi 十 … + lno, n-1 асі ИЕ БОЙ АЗЕ 0 < а < 4»-11- в, 

等 等 。 ИКИ SL — Zt 
m tyt H aata, 0<а <а (<< а) 

ӘНАС НВ ¿n аз am = 141, ЭШЕ |4| 个 穆 性 
型 中 无 二 者 同 余 , 故 得 定理 . 

由 定理 3 及 定理 4 ËJ 

定理 5. EMIN MNN ЛЕНЕ НЯ A, В, АИ mod N 将 
M РЖ RZA МСО = ABL, 

BRER ху, ,wm 表 由 的 集合 © = (xi, ` , tn) 也 可 由 其 他 未 定量 表 出 ， 


此 处 U = (ш) AEDA, Ш ehi, к BR ©, WL © = (en, x.) = 
= {x1, s ZA), 

者 模 9л 及 其 一 底 yo sya BRER x1,… , z, HEDH А, 2-3 
未 定量 roosen ЖЕТУШ. 由 | 


y1 х] xi 
: =A| : ]= AU : |], 
Ув Xn x, 


TH 
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BARRER x1,… х„, WELDE AU, НЯНИ КЕЙ, 
亦 即 表示 © WHE. Xh G) 已 知 左 结 合 关 傈 表示 模 的 换 底 ， 故 由 定理 5.1 
可 知 : 对 固定 的 л ЧЕ M, 可 经 过 模 的 换 底 及 © 的 换 底 , (ЕЛЕМ УУ SEE, 
УЗ | 
[di, d, 4», t, di: da] (di> 0,.…,d, > 0). 
由 定理 7.2 与 定理 5 立 得 : 
定理 6. 从 任 一 л Щй M, TA 
= с, C... < = 9, = (5) 


МОӨЛ-)/ NM) (<; <D 
是 素数 ， | 

МЛЯ ЭЛ, Ж ОЛ, 的 所 有 公共 元 素 成 一 模 ,此 模 称 篇 9Л, 与 9, 的 交 , 以 ЭЛ 
а. XDM 及 M, 中 所 有 元 素 的 和 、 差 所 成 的 集合 也 是 一 横 ， 此 模 称 般 D 
与 M, 的 和 ,以 Du 记 之 。 则 有 

定理 7. RIR Mi, Ma, Mns Ma DIRENE Mi, M,, Mas Ma BI М„ 
5 Mi M, СВ, м. Җ ММ, В, | 

证 : 由 Mi d Mes 9, ә Man, 得 

Ме = А, Mı, M» = А, М,. 
* Ms = В,М, = B,M, 8 Mi M, ZfF—Z-, 9: 篇 Ma 所 对 应 之 横 , 则 
| | DM S Mi, M; S M, | 

因而 
Dh = Vim, Мз = СМ„. 


即 М» 篇 Mu М, 之 最 小 公 倍 .。 НН М. В M1, M, 之 最 大 公约 ， 


ra 
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$1. 518. Ж Н RERNA Honsel № p-adic RRES, E 7 Ey 

论 、 代 数 伙 何 、 代 数 夯 数 等 方面 都 有 广泛 的 朵 用 , 已 万 篇 近 世代 数 中 之 一 重要 概 

&. ЖЕЛАНИИ, ХИЛЛА РАМН p-adic 数 的 方法 。 Ж 
人 同情 第 二 章 中 同 饼 式 

IC) = 0 (mod 的 (1) 

之 解法 ,此 处 К) 篇 一 整 保 数 多 项 式 ，p В Жи. НИВА, EARE 


В 
0х) = 0 (тоа р). (2) 


车 (2) 式 有 一 解 dos 0 < a < p, R. 
| Cao) ЗЕ 0 (mod р), 
Яр x = a + ру, itis PRA 


}(® + ру) = 0 (mod р), 0< у <р, 
Вр | | 
(ао) / p + Р (ао) y = 0 (mod р), 0 < y <р. 


由 此 式 唯一 地 定 出 у, 命 之 篇 а, ШЖ, 
x = ao + a) b, О<а <р, 0«а < р 


BRRR | 
f(x) = 0 (mod 22) 
之 一 解 ， 
REL, E 
х = жу =a +ap+ap + + aip, 0<а, < р 
ERRA 


f(x) = 0 (mod #7?) 
435 
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之 一 解 , 且 
(хо) ЗЕ 0 (mod р), 
ДИ x = хо + py, ЕР 


f(xo + р' у) = 0 (mod р’), ОЗ ур, 
部 


f(x0) / р + Р (zo) у 0 (mod Р), 0«<у <р. 
出 此 叭 一 定 出 之 y, PZ a1 EI 
=a арф t a p, Kap 


5 (1) дем. 
Ша Р AITZE „ДИК КЕЛЕ — р ЖААШ 
a Нар etap tee, 0&а <р. (3) 
Ju ЖОКЛЕ 55 ЖА 
| Са) = 0 
”之 一 p-adic №. 


FABA, 在 用 水 步 接近 法 以 求 方程 式 f(x) = 0 之 实数 解 时 , 车 所 行 之 
数 念 多 , 亦 朗 小 数 同人 后 所 取 之 位 数 知 多 , 则 所 得 之 解 就 全 精确 ; 在 此 ， ирон 
HRR 

f(x) = 0 (mod р), 

Ка) = 0 (mod 2°), 


оф осень 


f(x) = 0 (mod р), 


以 求 方程 式 f(x) =0 之 p-adic МЕ, 亦 有 类 做 之 情形 , ПАС, р 
ER Жж, ERARA: 
o Нар +. t aap, 0O=<a<p 

ЖЕЛАЛИ ЯМ p-adic H, 

抽象 言 之 , 形 如 (3) 的 p СЕВ p-adic В. WREEK, AtA 
FHAR p-adic 数 之 全 部 。 REZ, p-adic 数 准 许 有 有 限 多 个 p HRR, 
Ёр p-adic 数 之 一 般 形式 篇 | | 

a p --* da шр +. dap +, 0<а, <р. (4) 


———-. о Да. ` 


第 十 五 章 райїс Ж 437 


过 和 每 一 实数 可 以 表 坑 10 НУВ ЛК 
а-в 10” + --- + a + а, 1071 + -- + а 1071-5, 0 < a, < 10 
АНИ. 
两 p-adic Ж 
d-a P + Ta Барф Фар d, 0<<р, 
b-mp ”十 十 bo 十 bp 十 十 bp+:…， ОЗ <р 
之 和 及 差 朗 篇 其 对 应 项 之 伯 数 相 加 或 相 沽 后 所 得 之 办 航 数 
a-n PH а-ы р" (а, р" (ао Бо) + 
+ (Е 5) ptet (a 6) РА, | 
， 此 不 假定 n 之 m， 但 车 相 加 和 后 所 得 之 傈 数 有 大 於 或 等 於 p 者 , 则 应 向 后 进 一 位 ， 
例如 а, + b, 2 p, НИР (а, + b) ру = (a + b р) р + tl, Вр" 加 
00—18 нн; RERE ЛГ ЛР 0 者 , 则 应 向 和 梧 借 一 位 ,例如 а, —b,<0, 
ДЇ (а, — b) p (а: — Вр) РВ (а b + р) p t lawi — 
一 bti 1) tl Б. Жо, НЕВА НА р СУРА. 
两 p-adic ЖУНШ ik ЯБ, TUPO SS НАУ ДЕЛЕ JC ВАЕ 
Ж p (СТАЕ АУ, ЗЕ BT ВОО 之 非 负 整 数 篇 止 . 
例 1。 方程 
3x = 2 
之 5-adic 解 是 
4+1:5 + 3:52 + 1.53 + 3:54 + --., 
式 中 除去 第 一 项 外 ,其 他 各 项 之 保 数 输 流 篇 1,3 二 数 。 | 
ЕРА ЬЬ, 著者 可 依 解 同 饼 式 之 方法 进行 。， АНН НИ 
ПЕРЛ РЯЗАНИ 5-adic 解 : | 
3*(4+1-5 + 3.52 + 1.53 + 3.5% 十 …) = 
= 12 + 3-5 + 9-52 + 3.53 {9.5% + = = 
=2 + (2+ 3):5 + 9-52 + 3-53 49.54 + --. = 
= 2 + 10-52 + 3:53 + 9.5% + == 
=2 + 5-53 + 9.54... = 
= 2+ 10514 <=. 
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= 2. 
Я 2. 方程 
х? = 7 
之 一 3-adic 解 是 
1 十 1.3 十 1.32 十 0.33 十 2.34 十 …。 

设 a 篇 一 有 理 数 ,方程 x = а 的 p-adic RZ а 的 p-adic ЖЕ. 

最 简单 的 方程 式 x = d (4 ЕЗ Ж) 之 p-adic 解 可 逐 由 下 法 得 之 : Ир 
除 d, HKA qos ЁК do, gj 

4 = 4% + qo b; 0< 4, <р. 
再 以 р д Ж qa 余数 篇 dı, В 
4=4+4ур+а4#, O< d <р. 
如 此 缕 续 进行 最 后 可 得 2 之 唯一 的 p-adic 表示 法 = 
dot dipt dP + + dip, 0&4,<р. 

HUBA р 篇 底 之 记 数 法 ,如 果 我 们 不 限定 р 是 素数 ,例如 取 р Ж 10, Aép 
ӨЕ УЛЕШ. | | 

因 之 整数 之 p-adic 表示 法 与 以 р 篇 基数 计算 整数 时 之 表示 法 会 同 . = 

Aal 求 出 方程 х? = 7 之 另 一 3-adic №. 

М 2. 求 出 方程 22 + x + 1 = 0 之 7-adic $, 

ЗА 3. 求 出 方程 9x? 二 7 之 3-adic №. 

(提示 : HERA 3x = у, ЗАК y = 7 Z 3-adic №, ВЕ yo М мо = 37!у% ‹ 
ВСН 3-adic №.) | | 

$2. №41 (valuation) ZE S. 

А ЭЛЕШ 
a-s p + taot apt etap +,  0&а‚,<р 

之 收敛 问题 , ERARE AR EATER. 现在 我 们 将 引进 一 新 
MD , 厌 此 痢 如 念 之 助 , 使 以 上 之 霜 级 数 具 有 蕊 格 之 定义 , 且 创 造 出 新 的 数 系 . 此 
ЖЕТА ЕП ЭТИН ЙАН. А А ЕА В СН МЕ, 芷 舆 移 对 值 具 有 相仿 的 性 
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А.Н Г: 

Ж ФЕ. h а,Ь, НУ. 对 任 一 有 理 数 有 一 定 有 理 数 值 的 画 数 Ф, Ж 
А А ТЕ, ДН ВАЛИ: 

1) Ф(а) 之 0， 其 中 等 号 当 而 且 只 当 a = 0 时 成 立 ; 

2) plab) = Ф(а) %(2); 

3) Ф(а+ b) < Ф(а) + Cb). 

НИ Беа FJ 274 ВЕНА WE РЕЩ: 

H 2) Ж а= Б = 1, 及 1), А 

| Фа) =1. 

在 2) 中 取 а= b= —1, 及 1), Нм 


#(—1)=1. - 
ЮЛЕ 2) 中 取 ¿= — 1, 可知 


Ф(— a) = Ф(а). 
ХВ 3) ,可 知 对 任 一 正 整 数 n, 常 有 
Фб) < $C) + Ф — 1) < $) + $G) + pn — 2) S < n Ф(1) = а. 
又 由 3) ,可知 
Pla + Б) > pla) — p 或 pla + b) 2 $(@) pla). 

例 1. ÆR la) = 1, Жа-0; ф(0) = 0. ЖЕ АЕ EAR 
LARSEN Фо 记 之 ,此 种 赋值 不 在 讨论 之 列 ， 

例 2. 通常 所 用 之 和 对 值 pla) = || 显然 是 一 赋值 

例 з. р 表 一 固定 之 素数 , 旭 任 一 不 等 于 0 的 有 理 数 a 可 唯一 地 表 和 起 

a = Z p”, s>0, 
ЮЖ r,s 篇 整数 , (1,5) = 1, p + rs, n JK ЕЖЕ GES, 今 定义 
pla) =p", а%0; Ф(0) = 0. 

H ó ARE, EAZA p-adic I, ERE Ф(а) = [<| >. 

#: ВЯ D ШАША. 


= pm, b= 2 ” (>20, s> 0, 
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此 不 Tis 575 Ку, 52 ЗЕК, (ri, 51) — (72, 52) 一 1, P + ri 51 f) 525 Я} 


71 72 
ар = -一 ptr, 
ME 17 
| ab |, = р +) = |21, • 121, 


JENER 2). ХЗРЖАЖЫ ЗЕЕ, ЛЕВ m < п, МЕН] 


7152179 31 р” 
а + Ф = 1527231 _ р”, 
$152 


РА p T 5152, AZ 


| [а-„%|„&р"=|а|,, 
ЖЕН 1) В 


[2+2 1,< |а|, +1215, 
ОҢ РШ 3). 


ZE Ep ВАЗ 42 ch , ЕН 
la+5ó|,<S тах ([@|» |2],). 
ЖИНИНЕ: ЖО lal + ||», Bl 
|a +b], = max (la |» [È lo). 
分 а,Ь Ж Е, ERRE m < п, НВ 


71 52-72 51 р” 
51 52 


| K p + (пе + r, р") (Ж p + 71 517252), 89: 
|a ó| = рт" = |а |, = тах (lala [2 [,). 
$3. 赋值 之 分 类 . 
ERL МЕЛ НЕОН: 不 等 式 
PC) < P) м pCa) < pE) 
同时 成 立 , 即 由 前 者 得 出 后 者 , АНН , REEERE, 
命 s > 0，$ RER Ф Е 1) 及 2), 但 3) Жнв ин 


一 局 


я 0<5%1, BJ 3) е", № P= (0<;<1), д] $' 亦 篇 一 赋值 ， 


Li 
3 


4 十 2 一 


 ——— F 1 


* 利 用 ; 3 x 20,y > 0, <; <1, BJ 


(х + y): < х + у. 
ERE: THRE x< < y, H : 


G+ ys ty) dt < злу < xš (x > 0, y 20, 0 < ç < 1), 
ВИЗА, 
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ВБ $’ 与 Фф 等 价 . 
定理 1， k ф ЗЕЕ, И ф ЗЕЕ Фф 5 ф = ф (5>0), 
证 : ШК ФУ po， 玖 必 有 一 有 理 数 ao 使 
в < pla) <! 
(车 pla) > 1, ДИН 2),Ф(аг1) < 1). 对 任 一 有 理 数 a £ 0, 邻 往 讨论 适合 於 
plag) < Ф(а") 
ZA ERR (m,n), КВН 


(plao) )” < (ф(а))”, 
441 | 
> зау в) 
之 所 有 正 整 数 对 (m, п). 
故 . 
log ф(а) 
log ф(ао) 


B| fE (1) 之 所 有 有 理 数 所 成 之 集合 的 下 限 。 МФ 等 价 , 则 由 
P 所 作出 之 表示 式 Е 仍 需 此 有 再 数 集合 之 下 限 。 因 之 对 任 一 有 理 数 
а = 0, 有 


Іов ф(а) _ 108 Ф'(а) 
log Ф(ао) log ф'(ао) ` 


ҢЁПЖ ОН АЖ ó 及 $9 有关 而 与 a 无 天 之 正常 数 s 存在 ,使 


Лор Ф'(а) _ ЮФ’) _ 
ogla) орф) — “ 0 


Bl 
$ (а) = pla) (s > 0). 
此 式 对 所 有 的 有 理 数 230 ЖЕЙ, ЕЕ. 
_ = 2. ЕВЕ m( > 1) 使 


ф(л) > 1 5 
Нах АНЯ: un SS ЖАРДАЙ. 不 然 , ВОЗР ТЕЗ n 常 有 
pln) & 1, | 
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RRA UUE HEAS JE TE E KIFE. 

例如 移 对 值 Ф(а) = |а| Вр — п R REFE, E <ЕНАЇШ Фо 及 p-adic 赋值 
pla) = |а|, ВИЗ ЖЗИ. | 
34. ЯМЫ. 
定理 1. Н: ЖЕ ЕНЕ Е, 
证 : R Ф ARERR. Mon 及 п 表 二 大 于 1 KERE, »' 
R I | 

n == a ап + а. п? + +a nt, 0<а < n, а 0. 
则 
Pn’) < lao) + Pla) Par) + pla) P) 十 … + ó(a,) pCa), 
ШЖ pla) <a < n G = 0, 1, , р), Я 
ф(л”) < n (1+ ф(») + pn + --- + pa) < 
< 2(1 + v) max (1, ó(n)°) . 


Ни’ 之 表示 式 ,可 知 m < n, 故 v< -#”— ,由 是 


pCa’) < n (1 十 т". ) тах (1, h(n) n’ Лов ") . 
用 a” К п’, ДИЗ 


p(n) < п (1 + = 一 ) max (1, p(n)s 1987/1082) , 


Вр 


Фе (ол) mas уфе). 
бло, ДИ | 
PCa’) < max (1, $n) en) = (1) 


此 式 对 任 一 对 正 整 数 nn >D 此 其实 (此 不 用 了 lim (a 5 + В)! = 1, 
a > 0).* 


由 亚 内 米 得 赋值 之 特性 , 知 有 一 正 整 数 no > 1, 使 p(n0) > 1. 改 得 
1 < max (1, ф(п) о/о"), 


* lim (ай + В) = lim eV/hlog(aht+B) = 1 (a2>0). 
д со д о 
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由 於 此 不 等 式 中 乃 一 开口 号 【〈 < ), 故 得 
pln) ls" > 1. 
序 对 任 一 正 整 数 n > 1, 常 有 
Ф(п) > 1. 
m (1) АЖ 
pln) < p(n) п' ов т А 
Вр 
log pln’) < log PC) 
logn’ © logn `° 
НД п 及 п’ 的 对 称 性 ,可 得 | 
Јов Фп") _ log pln) 


log n” log п 
MAIEN ó 有 了 关 而 与 x 乱 关 的 正常 数 存在 ,使 


log Ф(л) 
log п 


КВН НОЕ о > 1, В 
Ф(п) = т, s>0. 


=5>20, 


由 p(n) < n, Yi + < 1. 
HJ: Ф(—») = pla) СЛН ИЛИК л (al > 1), Ж 
p(n) =in|, 0<;<1. 
由 2) , 知 对 所 有 的 有 理 数 а, WA 


Ф(а)у=|а4|‚ 0<;<1. 
此 郎 定理 ， 


$5. 非 亚 从 米 得 赋值 ， | 
在 52 中 了 研究 p-adic 赋值 Ф(а) = |а|, БР, Ж A BBB ЖА: 
[a+6|, < max (| a |,, [2],); 
B3⁄ lal, 101, 则 
| a+ 5|,=тах(|а|„ Ibl). 
GAETE AA R JETE ЕККУ НЕВЕ. 
定理 lI。 设 Ф РЕЖЕ, WERTER 
3”) pla + b) < max (Ф(а), Ф(Ь)). 
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HE ф(а) F $9(5), 则 有 
3”) Ф(а + b) = тах (Фа), Ф(0)). 
RZ ERE Ф 适合 不 等 式 3’), Я] ó 篇 非 亚 龙 米 得 赋值 
Ж: ”由 二 项 式 定 理 
(a + 2)" = а +(") 1 十 … (т) +", 


及 由 非 亚 灵 米 得 赋值 的 特性 ,对 任意 的 正 整数 п 常 有 ФО) < 1， 因 之 
Ф((а + LN) < Ф(а)" + Pa)! 十 + $(а) ó(0)””! + ó(2)” < 
< (л + 1) max (Ф(а)”, (6), 
Вр 
pla +) < (о + 1)". max ($(а), Ф(2)). 
Ф x 一 оо, ВИ 3. 
3 g(a) ФФ, RIRE p) < Ф(а). 由 3) вм 
Pla + Б) < Ф(а). 
E Ф(а+ b) < Ф(а), Јн 3’) 可 得 
pla) = Ф((а + Б) — P) < max (la + Б), $(Ь)) < Ф(ау, 
此 乃 一 矛盾 , 故 得 
pla + Б) = pla) = max (Ca), ф(5)). 
НАМИ Ф 适合 3’), НЕ ЗЕ n, Ж 
$a) = ФА +1 - + 1) < $) =1, 
Вр ó 2%—ЭЕнЕЛЕЖТФДАЇН, ЕН. 
_ 由 上 之 定理 , НГЕ ЕН — o 1®ЗЕНЕ ЖЕНЕ енн Н ДНЯ 
1), 2) №3’) Ш. НЕЕ НӘМЕ Фф, p(s > 0) 仍 篇 一 赋值 ,而 
FMRE ғ < 1. ШИН 3’) 可 得 


pla + 5) < max (H (a), $6)) < Ф(а) + H), 
BEEN 3) +, 


对 非 亚 余 米 得 赋值 Ф, 命 
ш(а) = — log Ф(а). 
此 对 数 以 任 一 大 於 1 ЕЛЕ, ККИ, ВЕ Ф (5 > 0) 15 
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б ®—ЗЕШ ШОКЕ, 

由 Ф 之 性 里 可 得 出 w ХЫ ЕЩ: 

i) #2450, Д wla) ARR, w0) = ©; 

ii) . w(ab) = w(a) + (2); 

ii) (a+ b) 2 min (z(a), w(b)); 

ïi’) (a+ b) = min (w(a), ш(Ь)), 3 wa) 56 wC). 

E Фф 非 恒 等 赋值 ,上 则 必 有 有 理 数 a 使 

0 < wla) < oo , 
由 $ ИЯ, НГ Ап | 
о — a) = (a), ш(1)=0, 
及 对 所 有 之 整数 n, 常 有 
wn) 2 0 

定理 2. МУЗЕЕ ЖЕНЕ Ф ОЖ o 等 价 的 充分 且 必 要 人 条件 是 : 

对 任 一 有 理 数 а (a Z 0),# 
w'(a) = sw(a) (s > 0), 

其 中 и’ (а) = — lopg@'(a), m(a) = — log Ф(а). 

定理 3. ЧЕ ЕЖА Ф 必 与 p-adic 赋值 Jalos S. 

З: ЗМЕИ» В и) 20. М $= фо, 故 必 有 整数 mE 1) ,使 

w(m) >0. | | 
ЕЕ ЗА ЕО НЕО — kE: № wla) > 0, wa > 0, ДЇ 
由 ш) ВИХ | 
(п + п”) > min (wla), (пу) > 0. 

由 是 由 定理 1.4.3 知 此 模 中 有 一 最 小 的 正 整数 s 存在 ， ЛЕНЕ ВОИ 
g 之 倍数 . 

TIER g 是 一 素数 ， 显然 g > 1， 其 次 


єбє, > l, z”>1. 
不 然 , 则 | 


wg) = ш(в'&'”) = wlg’) + (в), 
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由 於 wlg) > 0 Ж wlg') 20, wg”) 2 0, 故 必 有 wg) > 0 (> 0, 
{Н 1 < z' < g, 1 < g” < g, Шо ств, 故 8 是 一 素数 , 命 g = р. 
BE, ВАНЯ y 

#(п) =0, p+ n, 

(п) > 0, р | п. 


#HE— 0 的 有 理 数 a， 妊 人 可 唯一 地 表 成 入 
= — -p А s> 0. 
此 处 r; BER Cs) = 1, B. p+ rs, ГАНЫ. 由 是 得 
- юа) = w (Z) + о 


= (r) — whs) + Iw(p) = 
= lwp). 


ш" (а) = — log | a |p = ! log р, 


в) = 1А). (а). 


命 000) д 2 即 得 本 定理 ， 
$6. 有 理 数 之 少 -扩张 ， 


诸 者 如 已 有 高 等 分 析 之 知识 ,在 学 匀 本 季 及 以 后 各 凶 时 ,可 与 Cantor 的 实数 
构成 理论 参 酷 比较 , y P pR er, 


Т Ф 是 一 赋值 。 SA (а) КЮ, Вр 


Ais 22, ***, Anm 5 (1) 


НР НН. | 
=й 1. RE (a,) ХАНА РНЕ sk ФНО: МЕ 
有 理 数 。 > 0， 有 一 正 整 数 N( = N(e)) 存在 ,使 当 m,n > N B$, 
Plam — an) < є. 


例如 : a = a= = a= а (а ЖЗ НА И, HER 
(a) RZ, 


— а 
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ЖЕ (a) EER, plan) <А, А 是 一 与 x ФЫМПЕЖ. 
WE (a) 与 (¿,) ZI ERMER TF: 
{аһ} -t {ön} = {an + bn}, {dr} {bn} = {an bn}. 
由 
Ф( (ат + ba) — (a, + b,)) < Plam — an) + ФЬ, — ba) 
及 
Plam bm — a, bn) = Ф(а„(5„ — bn) + balam — аў) < Plam) ФО — bn) + 
+ Ф(,) Plam — а„), 
гра ра 95: 02а 
定 2. Ш ЖЕ (a) 如 有 一 有 理 数 a 适合 下 之 条 件 : SHARR. 
s > 0， 有 正 整数 N( = N(e)) 存在 ,使 当 n>N 有 时， 
plan — a) <6, 
IRERE (a) 具有 中 极限 а. ERER 
ф-т а, = а. 


я— 的 


显然 , (а) BU 和 极限 是 a。， 利用 由 (en — an) < Plam — а) + Ф(а„— а), 
可 知 有 Ф-Н Pt. BREEK, РЖ АЖ ФА. = 
如 (а) 及 (bn) 之 内 极限 分 别 是 а 及 b, ДПЕ АП, Ема 
ФЕЯ, 而且 分 别 是 a 十 6, a — b Z ab. 
又 车 
-lim а, = а, 


п ç 


ДЈ 
lim ф(а,) 一 pCa) ` 
ЖЗ. Ло ЕВЕ. БЕА А (0) 
Вх”. | 
_ _ 1 
1. пеш = lol， 则 { 一 十} а. 
例 2， 如 g(a) = jalp, Н (a, = р) Е В, 
极 易 证 明 : ЖИ Z IS Ен, Нм нома ев. 
Ьез Y WB ZAM. ЕЖЕ: 如 (b) ЖЕҢ, 
HJ (ba) 除 (а) ЕВЕ 


р. 
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{an 5-1) 。 
注意 : (2) МЕЗЕ ИН (2) 中 可 能 有 篇 0 之 项 ,此 时 我 们 秦 去 和 冰 些 等 於 0 的 
2 ， 对 间 题 的 讨论 普 无 影响 ， 

如 {an} .—2 Е (НЕЕ, НХ ЕЖЕ с ЕЕ N 存在 ;使 


я п> N №, 9 
plan) > с> 0. 


АЕ: ИЕН (а,), (b,) (a) ЕЕ) 之 商 (а, 好 1 DAER. 
5 
Plam bp — а, bp) = Ф((а„ (2, — bm) + balam — ал) Б 571) < 
< (Ф(аь) ФО» 一 bm) + Plom) Plam 一 a,)) PC bm) Ф-ЦЬ,). 
对 任 一 有 理 数 s > 0， 有 正 整 数 Ni 存在 ,使 当 n,m >N №, 
Q(b,— bm) <e Plam — a) <. 
“又 知 有 一 正 有 理 数 с 及 一 正 整数 4 存在 ,使 党 wm > N 时 


Plm) >с, Ф(2,) > с, ф(а„) < A, ф(5„) < A. 
故 得 | 


Plam bm — an ё.) S 24с72 6, п,т> М, N = max (М, №). 


ВЗ ВЯ {e2z } № 8. 


EAL ELER (s), (b) 之 差 (a, 一 b,) 5. ЕВ, ЖЕН 
8k, 小 以 
(an) = (¿,) (mod (0}) ; 
RZ. 
ЕН ИННА TZR: 
G) (а) = {a} (mod {0}; 
_ Gi) Æ (an) = (bn) (mod (0)), ВИ {br} = {an} (mod (0)); 
(ш) (а,} 三 (p) (mod {0}), {bn} = (си) (mod (0)), Bl 
(а,) = {ca} (mod {0}). 
故 利用 同 余 天 傈 ,可 将 所 有 的 基 贯 分 类 : В ЖЕН, ЖИН ЖУ 
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ЖИ ЖШ. 4 ЖЕН (a) 篇 代表 而 以 (22) 323238. 
ПЕЖО, #&, е, Ek: ЖМЖ (a) № (М) 中 各 取代 表 (an) 
及 (b) #% 


Ж 《zj 不 是 《0} 时 ,定义 


如 上 所 定 闵 的 类 之 间 的 加 \ 减 , 乘 , 除 (2 + ba), [ar b.) Can ВЕР) ЕД Can) Ж 
(5„} 有 关 而 与 代表 之 选择 无 天, ЖН 
(an) = (а) (поа (0)) Ж (#,)==(5;) (тоа{0}) 
可 得 出 
(antbn) = (15), (а, ba) = (а, ba), 及 (а, Б) = (a, 6,71) (mod (0)) 
а. 

БҮЗ ҖЕ 2 ВЕНН" RR, 每 一 类 称 篇 此 ФЕН. 
如 果 (a) = |а|, 则 此 ФЕВ. 而 当 pla) = |а|, 时 ,此 9% 
张 名 篇 p-adic ЖА. 至 此 ，p-adic 数 已 有 有 一般 格 之 定义 ,以 后 还 将 进一步 求 
出 p-adic 数 的 具体 表示 法 . 

所 有 类 中 包含 类 (a) (а HWP), 此 类 中 之 任 一 基 贯 此 办 收 敏 於 同一 有 理 
数 a, ДА a В Е, ЕЛЖИ \а}=а 记 之 。 所 有 如 此 之 类 与 有 理 数 公 
” 钵 成 一 一 对 应 , 由於 基 贯 不 一 定 几 收 伍 于 有 理 数 , 故 可 知 有 理 数 之 扩张 篇 较 
= ЖШ ЖЖ. 

一 般 ,各 人 定义 (a) ЖЖ ЗЕ ФАО, ВЕ 

plim an = {аһ}. 
此 处 应 加 以 说 明 者 , 即 当 (an), (a) 属於 同一 类 上 时， -lim а» = 和 lim аи. 

ALARA ZIRE RER ASOR LER ERPE ER EARKI AE 
数 的 和 扩张 . 


nd 
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定 蒜 5. pla) = Вт Ф(а„). 

在 此 定义 中 必须 周明 一 点 , 即 Ф((а,)) HERR (a) 的 选择 无 关 。 В 
{an} = (а;) (mod (0), 

RI 
| lim plan) = lim ф(а„). 
К Е В, (利用 Ф(а,) 一 plal) < plan — al), 

需 简 便 计 ,以 后 用 希腊 字母 a, В, у, … ЖАНН. BE $(a) 亦 具 有 下 之 三 
性 质 : 

1) la) 20, @é() =0 ЖН а Б (0); 

2) %(eB) = $(a) ФВ); 

3) Фа + B) < gla) + pB). 

3288 1. ИНН АЕНА ПОЛУ БЕ О РЕНИ. | 

ЗИ 2. ИНЫЕ ЗЕЕ ЖЕНЕ Г: (a) 收 化 之 必要 且 充 分 人 条件 需 
lim Planti 一 аһ) = 0. | 
от. навои. О 

在 上 和 节 中 我 们 从 有 理 数 的 基 贯 出 发 , ЕВ] НЕЛЕ в КН e 
扩张 ,同时 我 们 已 将 $ 之 定 闵 域 从 有 理 数 系 狗 扩充 到 有 理 数 之 HRR, BE 
经 定义 了 Фо). 今 之 问题 在 於 : 如 果 在 有 理 数 之 四 六 张 上 再 录用 上 饰 之 方 
法 实行 4- 扩张 БВ Ф 一致 )， 是 否 能 得 出 较 有 理 数 之 少 扩张 更 大 的 系统 . 
ИЖЕ, ИНОЕ. ВАНН, НИИ, EAUS 
项 的 基 贯 , HER, ЖЩ. M (ew) НИ, BD | 

01, aa, GI, °°, (1”) 

еж. 

ERNI B (a) 之 适合 于 以 下 之 人 条件 者 亩 之 基 贯 , 或 #7 收敛 贯 : 对 任 一 


RER в > 0， 必 有 一 正 整 数 L( = L(e)) 存在 , 使 当 1 k > L 时， 


ф(а; 一 a) < s. 
Ж 2. А {w}， 如 有 一 类 a 适合 下 之 人 条件: 对 任 一 实数 є > 0， 有 正 
整数 L( = L(e)) 存在 ,使 当 12> L By, 


—  — ——  — . s үн 
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pa a) < 6, 
ДЕВ (0) 具有 Ф-Т wa， 王妃 之 篇 
| -lim а = @. 
由 此 易 知 , 堵 
ф—1пп a= a, 


则 
lim $0) = Ф(а). 

把 每 一 有 理 数 革 {4s) 中 之 有 理 数 a, MA а, = (oj， 则 在 此 新 定 闵 之 下 ， 
УЖЕ KARRADAN 和 扩张 中 的 一 数 般 其 ER. 

定 头 З. ди ПО) = 0 ДЕБИ, РЕН ЖА (0) 
#5. 

јл, И ЫН. 

ХТ. ЕДЕ (а) 及 (В) 528 (а 一 В) БВ, ДЕННЕ 


(аг) = (B) (mod (09) 
жә. | | | 

ЯЛЕ ВИЕ, ХЕ: ВТА о 32282, 不 同类 之 
ЖААН. 认 每 一 类 中 任 择 一 基 贯 (a) 篇 代表 而 以 (а) ЖЫЮ. = 

和 .上 和 凶 一 样 ,可 以 定义 类 之 阅 的 加 \ 沽 、 乘 \ 除 . 

所 有 类 所 成 之 系 纺 , MAAM IRZ 和 扩张 ОШЕН Ф 一 致 )， 
所 有 的 类 中 包含 类 {a), 此 类 中 之 任 一 基 贯 组 以 a 篇 Ф- 8, ЛШ (Q) =a 
记 之 。 所 有 双 种 类 与 有 理 数 之 $2- 注 张 成 一 一 对 应 。 个 之 问题 朗 问 此 新 扩张 是 
Женни жй? 答案 是 否定 的 ,此 朗 下 之 定理 ， 

定理 1。 由 有 理 数 经 赋值 ФИНН АО ЗЕ О, ВЕ Фев 
B (a) 都 有 入 极限 ， - 

Ж: 假定 (a) 是 一 ФЗЖЖЕ. Фа E ФЕ (40) м 少 概 
限 , BU 


а; = ф-їта?. 
п» o 


——  LrrPOA- к. 
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故 存在 по = п), ВЕ n > n GQ) ЕЎ, 
(a, 一 а) < + . 


f an} (1) 


是 KKR, HE HEREA (а) 之 极限， 
由 


GAERA 


(ар 一 200) < (ан — о) 十 中 (ao — ar) + play, — ay) < 
< - + ọla 一 ay) + - 
及 (a) Ж ФА, НЧ АП (1) 是 Ф-Н. 命 


。 D __ 


pla — о) < pla — a) + ó (z — а), 
可 知 
Plim G= a. 
$8. p-adic 数 之 表示 法 ， 
在 本 和 节 中 命 $(a) = |а|„ 研究 p-adic 数 的 表示 法 ， 
1) 先 研究 有 理 数 | 


So (6) =1, 2+6 
之 p-adic 表示 法 。 ВН ARRE 


bx == а (тоа pP), 0<х < р 
之 解 。 НВ x, ЕЛЯ 


由 是 


- mm 
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tinla =) 
故 
p fm e. 
在 $1 中 至 人 已 定义 出 
xı = ао Барф № а Р), 0<&а,<р. 
Hit: | | 
(z; — xr) = pla p! + + ar- p- <р pla) 十 … 十 р -0 ф(а,-1)< 
| 1 1 | 
<р! + pl) = + £. <s (> 1> ЦЭ). 
1 一 一 
р 


所 以 (x) Ж ФАК. РАНЕ мер УНИ 

о Барф taip l+, 0&a <p 
需 有 理 数 了 (p t b) Z p-adic 表示 法 ， 

. 2) 其 次 ,可 得 有 理 数 

=, (a, b) = 1, p" |; (m £ >0 之 整数 ) 

的 p-adic 表示 法 篇 
р" (ao 十 р +. apo + е), 0<а <р m20. (1) 
_ ЖЖ (1) 即 坊 有 理 数 表 篇 p-adic 数 之 一 般 形式 . 
ЯМЕ (1) 中 ,有 
йг» = OH = @+у+и 一 == й+у+т 25 **° O = 1, 2, …， t), 

此 上 处 1 和: 篇 固定 的 整数 ,zt 之 1, 旧称 此 和 震级 数 是 循环 的 。 此 时 可 改 高 如 下 : 


p-"((go + ap + t ap) + Ра, ар +7 + аа Р’) + 


+ рар r + anp + + аР) + э, 
或 简 书 般 | . 
p CA + рі +! В + рі В + р!+2+1 В + ...), 
其 中 | 
A=a Бар +5 ар, В = ша + анар Hoo + at р). 


` — s -— == 
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定理 1. 有理数 之 p-adic 表示 法 是 р КИА; 反之 р 的 循环 


的 项 级 数 是 有 理 数 . 
Ж: 1) 如果 
a = p-” (A + р! B pttlB + рН +), 
此 不 
| A= a + ai p + + ар, В = + + anap + + цы, pt, 
Я] | 
ар" — А == р! +! В + рі+'+! B + p++! В + -.. = 
= рі +! В(1 + р + p” + ...). 
因 篇 
2: | ; 1—p*+ D: 
і+р+р +- + рх = , 
1 _ Ре = p” (k+1): 
1—2' 1 А = р <s (А2 А), 
所 以 
Тре... + p + ne. = I р 
故 得 
- 1 
яп — = pit! . 
ар A= pi*1 В р, 
Вр 
= pM 1-я 1 
а =p "A +p В. Tp’ 
故 а 篇 一 有 理 数 . 
2) 先 讨论 有 理 数 _ 
а= —, [«|<1, (,з)=1, $>0, #<0, p+s. (2) 


设 的 指数 (mod ғ) 篇 # BH z 是 适合 下 式 的 最 小 正 整 数 


21 (mods). 
a | 
1—2’ = ms, m <0, 
Я) 
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ШЖ |a| < 1, Ék mr ЧБ 
mr = bo + bi p + --- + 2-1 pot, ОЗ: < р. 
於是 | 
a = (ba + b, p +e + b,-í р!) ЧЕРРИ .--) = 
= (bo + hip Hee + 8-1 РТ) НР Topt t bip D 十 …。 
此 表明 а YEA ”的 循环 的 寡 级 数 . 


其 次 ,对 任意 的 正 有 理 数 a, у « = alb, (а, Ь) = 1, p” | b, KIJ a 可 表 成 
р" а= аар Бар, 0<а <р, 


其 中 一 RE 0 或 合 于 (2) 中 各 条件. ОТЕ p КИЕВО. 
E 一 a 乱 一 负 有 理 数 , 则 先 求 出 а 之 表示 法 ,再 求 
0=р+ @— >+ @—1) #' + --=- 
与 a L% 09 一 x 之 表示 法 ,而 且 所 得 之 р АОИ АУЕ. 
有 理 数 的 表示 方法 已 得 ， 今 再 述 一 般 之 情况 . 先 证 如 下 之 p ҖОР 
p-adic Ж: 
a = p-” (ao + a p + a р +), О< 40 <р, m20. | (3) 


命 
xı = p” "(a + a p + a, P? + + а-у р"). 


Ht (z) 是 Фев IERE Ф-Н ОЕА. 
а = р" (аа Нар + а р +),  0<а <р, mO 

表 一 p-adic $, 

已 知 形 如 G) 之 р МЕШОК p-adic 8, А Е. p-adic 数 如 何 表 法 ? 
由 上 和 节 我 们 已 经 知道 任 一 p-adic ЖЕП KRE (a) ЛЕН ФБ 
张 中 的 杜 限 ,但 任 一 有 理 数 a TRA 

a = ра + a pt), 0 < а? <р. 

车 能 征明 (а) 在 有 理 数 Ф-НА Гдзе Н, UERR. 

对 任 一 正 整 数 n 存在 一 正 整数 L(=L(D), 使 当 LI > 工时 ,有 


1 
[а ar |e <. 
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过 表明 当 > L ВУ, а, app а, RE р СИН г +k H (k ҘЕ 
负 的 整数 ) 必须 相同 ,由 於 + 可 以 任意 大 ,分 г ә оо, ВИ, 

Ж, 我 们 已 以 明了 一 切 形 如 (3) № р ВЕН GREER) 之 全 体 朗 
篇 p-adic 数 之 全 体 ， 

$9. ЖН. 

关於 p-adic 数 之 而 念 内 在 本 章 中 方才 时 现 ， 但 在 已 往 本 书 中 已 懂 次 出 现 . 
如 本 章 虹 始 所 壕 之 结果 序 其 一 例 . 此 例 可 推广 需 有 名 之 Hensel В], 

定理 1 (Hensel). Ж f(x) 是 一 有 整 傈 数 之 多 项 式 , 且 

IG) == go(x) &(х) (mod >), 
此 成 (Ca 及 h (x) НЕ HÆ p-adic ЗО И 50850 ` 
gC) Е go (z), #(х) = h(x) (mod p) 使 
0а) = g(z) №(+). 
证 : № g(x)， h(x) САНА 


и =), Вы) (mod рә 
及 
f(x) = р(х) kike) (mod p°). 


显然 g, В h, HR (mod p). A 
gail) = у(х) + р! p(x) 


B` 
hil) = h(x) + p! ф(х), 
则 有 
въ) В (0) ES (я) (z) + PBC) h(x) + phx) g(x)) (mod +). 


09—868) M) д.) (mod P), 
p- э 


由 於 А00) Ж g(x) BER (mod p)， 故 有 二 多 项 式 $(x) 及 4) Ш 


| (х) E ó(z) А (к) + (z) gz) (mode). 

故 得 ` 

f(x) 一 gr+1(z) A +1(x) =f) 一 g (=) (х) 一 р'(ф(«) 5 (z) + (x) g,(x)) = 
= p U) — plr) hx) — ф(х) g,(z))= 


— rÇ,. aa m a- 
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== 0 (mod р *+!). | | 
ШЖ z(x) КОТОН ga) (z) 之 次 数 , 故 可 假定 $(x) СЖ 
< g(x) LRK, 及 ф(х) САШО) УАШ. р(х) 与 ^(х) СБ 
篇 +, МОК а(х) 与 (z), 故 得 定理 ， 
Чё: 请 参考 引 7.10.1， 可 以 p-adic 数 之 观念 说 明之 ， 


—— 3. -———— 
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代数 数论 介 а 


$1. “ЖЖ. | 
TAL #9 ВЕНОК УЕ 
f(x) = а, x” + а,-1 х") ++ ao = 0 (1) 
的 根 , 则 9 HAREK. 
例如 全体 有 理 数 ,以 及 V2, i= у -1 等 等 都 是 代数 数 . 
车 对 (1) 施行 通 分 法 , 得 有 和 有理 整 傈 数 * 的 代数 方程 ， 因此 代数 数 也 可 定 
六 篇“ 有 有 理 整 保 数 的 代数 方程 的 根 ”, 
Ж (1) 式 篇 不 可 化 , 且 a, 0, ДИ л = 6 篇 9 的 次 数 , 易 见 有 理 数 的 次 
ВОВ 1; i 的 次 数 篇 2. 
# (1) RARE, EA 
| 90 902)... 9% (2) 
表示 f(x) = 0 所 有 的 根 , 则 由 定理 4.2.2 可 知 99) EI GER), НН 
9 适合 一 有 理 傈 数 方程 g(*) = 0, 则 其 他 л 一 1 个 根 亦 必 适 合 此 方程 。 由 是 
可 知 一 代数 数 的 次 数 是 唯一 确定 的 ， 
PEL 二 代数 数 之 和 、 差 、 积 . 商 (除数 非 0) ПАК. 
К: ВН НАНА MAKHE. 
设 代数 数 a 及 В ВАХ 
fe)=0, g(x*)=0, 
f(x) ,g(x) 均 篇 有 有 理 傈 数 的 多 项 式 , 且 00 = т, 0% = n. fF 


г = aD), а), `+, а”), В = BY, p, эө, Ве) . 


“在 本 章 中 , Г ЧЕН ВО ЖЕДЕ Н, ЕДЕ ТЕЗЕП Ж ВСН ЛИ. 
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表示 f(x) = 0, g(x) = 0 ЕВУ, а + B 25 
ко = IÍ G a? + py) = 0 
1=1 k=1 

的 根 ,但 h(x) MRR aO 及 BO WARSTAR, HBS ARA E, Н 
知 #(х) ВАЗЕ. ЖЕМ. 

定 闵 2 9 ИКИ 1， 其 他 傈 数 需 有 理 整 傈 数 的 不 可 化 代数 
方程 的 根 , 则 9 称 篇 代数 整数 ， 

易 见 会 钵 有 理 整数 ,以 及 VT, i УЗ 等 都 是 代数 整数 ， ЖЕ: 


定理 2. 代数 整数 之 篇 有 ра HER. 
定理 3. 二 代数 整数 之 和 、 差 \ 积 还 是 代数 整数 . 
证明 一 如 定理 1. 
定理 4. 车 3 篇 一 代数 数 ， 则 必 有 有 自然数 q, 使 49 篇 代数 整数 ， 
证 : 3 9 适合 认 
а, I + an-1 FIP + ар = 0, а, 2 0, 
Жнв a MERHER. АЕ 
 (a,9)" + а„-1(а„ I)" + e a а" = 0, 


Ж а, 9 篇 代数 整数 。 

定 蒜 3. #9 及 9-1 都 是 代数 整数 , 则 9 BREME. 

例如 1, 3—2V 7 都 是 单位 数 ， 

定理 5. 9 篇 昔 位 数 的 充分 必要 人 条件 坊 9 必须 适合 一 个 首 项 保 数 从 1, 而 
KERRE +1 的 有 理 整 傈 数 方程 . 
н 因 车 9 通 合 从 

| an z” + а-у "1 + --- + ау = 0, 


BJ 9 Же 
ao x” + `` + а-у x + a, = 0, 
故 得 定理 ， 


Я 1. 试 证 保 数 入 代数 数 的 代数 方程 的 根 逮 是 代数 数 ， 
МЕ 2. 试 葡 首 项 保 数 篇 1， 且 有 代数 整数 篇 保 数 的 代数 方程 的 根 膛 是 代 
ЖЛЕ. 
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DU 3. 献 避 以 代数 整数 坊 傈 数 ， 且 首 项 末 项 傈 数 此 篇 单位 数 的 方程 之 根 — 


ЖЕШ. 

$2. 代数 数 域 . | 

EEL БЕК HEERERIR AO 3Ee-, ЖОЕ 中 至 少 含有 二 个 不 同 的 数 ， 
ЗЕН ЭНД F 中 的 任意 二 数 ,他 们 的 和 、 差 、 积 、 商 (除数 非 0) 也 在 F 中 了 时, ДИ 
F 篇 一 数 域 , 或 简称 篇 域 ， | 

Я 1. 全体 有 理 数 构成 一 域 。 今后 常 以 R RZ. | 

显然 , 任 一 域 中 必 包 有 之 =1 Z 9 一 9 = 0， 所 以 亦 包 有 1+1=2, 
142=3,… 1+ (а = 1) =n E 0 n= п, 即 包 有 所 有 的 有 还 整数 , 因 
此 亦 包 含 所 有 的 有 理 数 ， 故 任 一 数 域 必 包 有 有 理 数 域 R. 

例 2， 全 体 实数 成 一 域 . 

Я 3. 圣 体 复数 成 一 域 ， 

Я 4。 由 定理 1.1， 全体 代数 数 也 构成 一 域 . 

名 5. ВЖЕ a + bi (а, БН МЕХ. 

定理 1， 命 9 是 一 ”次 代数 数 , 则 所 有 形 如 


do + äi 9 + 42 9? + ... + йз- i 9=-1 (а, 篇 有 理 数 ) | (1) 


之 数 成 一 域 , 且 (1) 式 所 表 之 数 各 不 相同 ， 
#: ж | 
ao + a, 9 + а, 9? + ... + а„-1 9%-1 = bo 十 А 9 + Р, 92 + ... + b,,-1 9”-!, 


而 а, ЗЁЖЯ bo B| 9 适合 於 一 个 次 数 不 高 於 x 一 工 的 代数 方程 ,过 与 9 


篇 п 次 代数 数 的 假定 相 了 矛盾, 故 由 (1) 式 所 表示 之 数 各 不 相同 。 
Ви (1) 式 之 数 成 一 域 。 命 Ко = 0 В 9 所 适合 的 不 可 化 方 

程 ,又 命 

а = а(9) = a + a 9 + --* + a1 9-1, 

В = Э) = + b 9 + + baj 9-1, 
Я a + B ЖЖ (1) РА. 又 由 定理 4.1.1 知 有 q(x) Æ r(x) 使 

a(z) Ьб) = q(x) f(x) Ет), Ән 0р n, 

q(x*) 及 r(x) 5845 BMS JH. 以 x = 3 代入 ,得 
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«В = a(d) bQ) = r) 
仍 篇 (1) 之 形式 . 最 后 若 В REH 0, H) bl) 与 f(x) 互 素 , 故 有 有 理 傈 数 
多 项 式 s(x) 及 к»), 其 中 s(x) 之 次 数 低 於 n, 使 
s(x) Ь(«) + (x) На) = 1. 


И к=9 代 大 ,得 到 = 59), ЖИ 5 = «ЛЕ (1) 之 形式 . 定理 得 
8. 
ЖО 2. 定理 1 中 所 得 之 域 谓 之 在 有 埋 数 域 R 上 添加 9 ВТЕ НИШ, 
以 RG) 32. 
例 5 所 述 之 域 序 篇 RO. | 
定理 2. # 9-0, BJ RO) 即 篇 由 代数 数 9 п, m ЯЕ, EE (КЕЕ 
0) 所 演出 之 数 之 最 大 和 集合， 
KERS Шан. 
ЖЕ З. 由 有 限 个 代数 数 9,5,9, SUN. В. ЯЕ (ОЕ 0) 所 演出 
之 域 ,请 之 R 上 之 有 限 搞 张 ,以 R(91, … , 9) ЖУ. 
定理 3. 任何 有 限 扩 张 必需 单 搞 张 , 朗 对 於 任何 有 限 扩张 RO ,9) ,可 
以 找到 代数 数 9, 使 
R(9,,-::, 9) = R(9). 
证 : {Ж != 2 的 情形 证 明之 。 ВЫ, ЕН ВУИ. 
O f 9, 及 9, 所 适合 的 不 可 化 方程 各 篇 
| f(x) = x" + apy х" + ++. +а=0, 
Co] = x" + bai 277l + = + %=0, 
ЖР а RIK b 均 篇 有 理 数 ， 又 命 此 二 式 之 根 各 篇 
9; = 917, 9,9; 9,= 91020, 902)... 900, 
КАЖ КИЖИ 


Sí) — Ste) | 
2912. <s: <m1<xr<n) 


的 有 理 数 , 则 mn 个 数 9) +9 9 (1 <;< m, 1 < , <>) 各 不 相同 ， 


Е 
- 
i 
| 
| 
| 
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命 
9 = À 9 + ә, > 
«АНА К(9) 一 R(91, 9,) ‚#259 BH V1, 9. 均 在 R(9) 中 , 便 已 足够 ， 
命 
во) = П П G — G90 + 9%)), 
1=1 =] 
9:2 
но) = pG) > > Toy 
由 对 稀 多 项 式 的 定理 ,可 知 F(x) RHO) ЗАЗ ЕДА, Jl x = 9 
д, F(x) = 0 的 根 各 不 相同 , 故 得 
Н(9) = F'(9) 3, Е(9) 50, 


Оой F'O) 表示 РО) 在 + 二 9 处 的 半数 。 内 是 э, = НО) 在 R(9) 中 ， 


F’(9) 
随 之 9, = Э 一 19, 也 在 RO) 中 , 故 得 定理 ， 


由 此 定理 ,今后 苍 须 讨论 单 扩张 。 称 RCO) 篇 代数 数 域 , 9 的 次 数 篇 R(9) 
的 次 数 ， _ 
例 5 中 之 域 ВФ BIRR. HERR R 需 仅 有 的 一 次 域 . 
定理 4. Ж D 经 过 所 有 的 不 等 於 1 的 和 无 平方 因子 的 整数 , 则 R(V D) 
经 过 所 有 的 二 次 域 . 
证 : № RO) 般 任 一 二 次 域 ,而 命 9 所 适合 的 不 可 化 方程 篇 
ах? + bx + с = 0, 
其 中 а, b,c 篇 有 理 整数 ， 又 命 
52 — дас = gD, 


则 因 
s= —b+4 VD | 
| | 2a 
所 以 RO) = КИО). КЕНИЯ. 
$3. ЖЕ. 


在 本 和 节 中 以 R(9) 表示 一 п 次 代数 数 域 ， 记 9 = 90), Е 9, ... ,9 人 
表示 9 所 适合 的 不 可 化 方程 的 其 他 п 一 1 个 根 ， 
由 .上 季 定 理 1，R(9) 中 任 一 数 a 必 可 表 成 
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a = a(9) = qo + a 9+... + аһ-\ 9%-1 


的 形式 ,其 中 d; 篇 有 理 数 ， | 
Е! Та’ = a, аб = aH) (k = 2,3, , n) Жа АЈ ЕХ: 


ЯЖ | 
Sla) =a? +. + а) = (90) + -- + а(Э'®у, 
N(a) = а a) = a(9®) … a (9), 
篇 a WR. 
эя, 


5(а + В) = 5(а) + 5(В), 
N(a В) = N(a) N(B). 
由 对 称 多 项 式 的 定理 ,可 知 5(a) 及 N(a) 均 需 有 理 数 ,特别 如 a ДЫШ, Н 
S(a) = па, N(a) = a", ж а ВИНИ, a 亦 篇 代数 整数 , 故 5(a) Ж 
N(a) 均 篇 代数 整数 ,但 已 知 其 含有 理 数 , 故 均 需 有 理 整 数 。 | 
车 а 篇 单位 数 , 则 由 N(a) N(a-D = N(aa-) = М1) =1 及 N(a), 
N(a-1) ARARUNA N (a) = +1. Ж, a 篇 一 代数 整数 ,V(a) = +1. 
则 得 ат = +a... am 亦 得 代数 整数 , 故 a 篇 单位 数 ， 故 得 : 代数 整数 o 
入 单位 数 的 充 要 条件 是 N (a) = 
定理 1. S a 是 R(9) 中 之 一 数 , 命 а 所 适合 的 不 可 化 方程 需 
| к) =0, 34 一 1. | 
又 命 | 
0) = П œ- a), 
ДЇ g(x) 篇 一 有 有 理 保 数 的 多 项 式 ,县 
g(x) = с), 
其 中 Дл, с 篇 一 有 理 数 ， 
证 :， 由 将 称 多 项 式 的 定理 , 立 齐 得 到 g(x) 篇 有 有 理 保 数 的 多 项 式 ， 
@ a = a(9), 则 因 


h(a) = #(а(9)) = 0, 
所 以 
hat) = AUY) = o. 


PT 
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ВП g(x) = 0 的 每 一 个 根 , 同 时 又 篇 h(x) = 0 的 根 。 因 h(x) 篇 不 可 化 多 项 


AT Alx) = 0 № g(x) = 0 HMR, ВЫХ 4(x)|g(x)， 命 
g(z) = h(x) g(x). 
车 gG) 篇 一 常数 ,天 定理 已 得 证 ;否则 因 g, (z) = 0 МА h(x) = 0 的 根 ， 
又 有 A(z)|g G). 命 
gil) = h(x) gC). 
Вит, 因 g(x) 之 次 数 有 限 , 故 最 后 可 得 
8(«) = cla)”, 
ДЕВИ. 
由 定理 可 知 ,车 a 是 1 次 代数 数 , 则 在 aD, … , aw) 中, 出现 1 个 不 同 的 
数 , 且 每 数 出 现 „Л X. 
ЖЕ 2， 老 在 R(9) 中 能 找到 一 组 数 а, , an 使 R(9) 中 的 任何 一 数 ， 
都 可 以 唯一 地 表 和 篇 


а, 十 … + am G, 


的 形式 ,其 中 a (1 < < т) BEER, НИЕ ау, , a, B RO ZER. 


一 一 一 一 


В aj, a 中 之 任 一 不 能 表 篇 其 他 m 一 1 个 的 保 数 篇 有 理 数 的 入 性 
He. | | 

由 定理 2.1 可 知 1, 9, o, 9"-1 Вр R(9) 之 一 组 基底 ,所 以 基底 是 存在 的 . 

定理 2. RO) 之 任 一 基底 中 所 含 元 素 之 个 数 相同 , 且 都 等 於 x. 

证 : 车 者 可 仿 定理 14.9.2 WH. 

# a,… ,an № Bi1,… В» BRCO) 之 十 组 基底 , 则 由 定义 , 易 知 有 有 理 数 
and < |, k < n) 使 


а= У а В. G(<;<n, 
kal 


23. R a, a, 是 RO) 中 任意 ”个 数 。 称 


--- а. 


L 
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篇 Gy, сс s On HIPISI, 
定理 3. PAK РГ Я: 
1) А (al，…， An) BAHR, ЕРЕ 1›`°°› An 篇 代数 整数 , 则 А (а, An) 


ани, 


2) Жо, a, 及 Bos В, BRO) МЕНЕЕ, а = D aB, < 
<<»), АЈ] с 
A (ay, +, An) = |а|? А (В, --*, В). ' G) 
REZY RO) 之 所 有 基底 ,其 逢 别 式 之 符号 相同 ， | 
3) Ж e, a, № RO) 之 一 租 基 底 , А) Alasan) +0; 且 反之 亦 
Ж. | 


证 : 1) 由 对 称 多 项 式 之 定理 立 得 所 云 ， 
2) 易 知 
ај? = > а В G<; I<, 
真一 
故 
af!) “+. af) 2. 411 йв 2 BD ... p 2 
A (a, ..., An) и ИЧЧУ == Ы ..... . | `. ............. = 
aí) ... a (m) ânı ... nn (п) ... В 
一 | а |? A (В), `*, В») . 
3) 因 篇 
A(l, 9, е, 9-7) — ( П Go 一 9 ) == 0, 
1<;<k<n 


故 由 2) 可 知 对 RO) 之 任何 -一 组 基底 aj,… a, 有 A(a,, + , a.) EO. 
友之 ,车 A (ay, ,а,) £0, | 


а; = 2, bi 9-1, 
k=l 


А (ay, АГ An) = | bjx |? A (1, 9, ``°, 9"-Г) , 
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所 以 AES 0, ВЕ ЕН ‚с, Aa RE 1, 9, Sn 即 Ajs ''' , On 成 一 基底 . 


定理 4. 假定 3,… 9) 中 有 {ШЖ т, HRR (r+ 2r; = n), 
А RO) 之 任 一 基底 о, ,was 常 有 
(— 1)" A (apan) > 0. 
证 : 由 定理 3, ЗН a, = 1, a, = 9, , a, 一 站 ”之 情况 ， 已 知 


ACL, 9,…, 8°-Гу =( П C0— se ) | 


1<;<k<mn 


当 90390 ру (9 表示 9 ZEREN), BA 


(98 — 900) (30 — 3%) > 0, 


№ һм. 


(9) — JOP < 0, 
故 得 
(— 1)" Д(1, 9, ---, 977 > 0. 
$4. Ж. | 
жа ЕН, ЗЕЕ , 常 以 整数 代表 代数 整数 . 
ER lL 设 oo ,on В RO) 中 的 т МОЕ КОО) 中 之 任 一 整数 
都 能 唯一 地 表 篇 如 下 的 形式 
| a; юу 十 … 十 am Фаз | ñ 
其 中 al , am 是 有 理 整数 , 则 称 wi,… ,ww Ж RO) 之 一 组 整 底 . 
定理 1. KERETEN, НАВЕС ЖЕ 
«рэ "°° Wns 
ЗН oG Sjn) ВА, В [А (отон) | 之 值 篇 最 小 者 ,篇 一 组 
ЖК. 
ш: 命 q 篇 使 99 篇 整数 之 自然 数 , 则 


1, 99,(99)?, ---, (49)"-! 
И, HR RO 之 基底 , 故 有 а, ,as ВАЖЕН. 
今生 有明 使 |A (cb … ,an) | 之 值 最 小 之 基底 ou , wn WARE, AER 
然 , 则 有 整数 | 
ш = а оу + + 2, ол, 
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其 中 а 不 至 篇 有 理 整数 ， 又 不 妨 假定 а ЖЕНУ. M a = g+, g 
АННО 0 <;<1. М | 
01 = w — go) = fwi @2 42 + + a, On 
也 篇 整数 ,上 且 о, шо, sws 也 是 RO) Ех. N 
| А (от, wz юв) | = P | A Cwr, wn) | < 
| < | Allwn: wn) |, 
着 与 |A (ol，… ,oo)| УЕБ M ВАЗЕ. 
由 此 定理 可 知 整 底 也 是 基底 , 故 整 底 中 所 合 元 素 的 个 数 亦 篇 n. 
定理 2。 整 底 的 刊 别 式 皆 相等 。 BR ob … ,ws 及 ob o, № RO) 


ЯН ЗЕ ЈК, АЈ 
А (or, е, Wn) = А (wis `“, wn) * 


证 : 因 ©1› ` ә в x WI 0, 均 篇 整 底 , 故 有 
п п 
о = Ў ано о; = 2, bik Oks 
к= 1 k=1 


其 中 а, 及 bn HAAMER, KIER laal. 101 = 1, BH laa] = + 1, 
brl = +1. 故 由 定理 3.3 即 得 所 证 ， 

定 蒜 2， 称 R(9) 的 整 底 的 币 别 式 需 域 之 基数 ,以 A 或 A (R(9)) 表 之 . 

定理 3 (Stickelberger)。 ЗЕ 人 三 0 或 (mod4). 

Z Misi 表示 1,2,… n 的 一 种 排列 法 , 而 dain 随 ioe sin 
需 偶 排列 或 奇 排列 而 需 1 或 一 1， 於是 由 行列 式 之 展开 法 ， 


wD ... w 

s.............. == > Ó; io o)... ют) == 
| Goig) 

o (1) ... в”) 


== У об) зө" + 27 = a + 27, 
Goin) 


其 中 7 ВКО, 而 a= 之 ohoo 篇 9, o, 90 的 对 称 夯 
(aoin) 


数 , 故 а 需 有 理 数 , 因 之 亦 需 有 理 整 数 . MEM ; 
А = (a +272 = а? + 40(7 + а). 
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A —a? 


二 全 BARM, KARER, ERR 


因 整 数 7(7 十 а) = 
А = 42250 或 1 (mod 4). 
今 考虑 二 次 域 к/р), р 篇 一 无 平方 因子 的 有 理 整 数 . R(WD) 中 任意 
一 数 均 能 表 成 


_ а+ЬУр 
2 


а 的 中 和 与 距 各 篇 
42—22) 
4. е 
篇 整数 的 必要 且 充 分 之 人 条件 篇 a,b 都 是 


的 形式 ,其 中 a, b 篇 有 理 数 ， 


S(a) = a, N (a) = 


定理 5. 二 次 域 RC(VYD) rh, а 
к, ERA 
amb (mod2), #ZD=1 (mod4) №; 
a= b=0 (mod2), & Юр 2,3 (mod 4) Е. (4) 
证 : 因 在 二 次 域 中 , a 篇 整数 的 充分 必要 人 条件 篇 Sla), N(a) ЗА 
数 , 故 车 а, Б ЗАЗ, Н (4) АВГ, НГ а 篇 整数 ， 


反之 ,车 а 篇 整数 , 则 
а2—? D 
4 


a?— b? D 
(272) 
亦 然 , 但 D ARFA ATRAER, 故 b 必须 篇 有 理 整 数 ， 又 由 
PhD=0 (mod 4), 


篇 有 理 整数 ,於是 
22 р = а? 


“可 以 很 容易 地 条 出 (4) КЕНИНЕ. 


pr 


KE DD 三 1 (пой 4) №, РУР див, па 


ab VD _ а- 1+ VD 
2 2 2 
再 因 
f z 
1 1 | 1 1 
= 4р, VD VD = D, 
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於是 得 到 : 
定理 6. Ж D 篇 一 无 平方 因子 的 有 理 整数 , 命 


{ D , 52 Ñ D=1 (mod4), 


4р’ VD D= 2,3 (mod 4), 


则 АЖ RD) 的 基数 ,而 1, o 篇 一 租 整 底 。 又 


А+У А 


1, 5 


亦 篇 RWD) 的 一 组 整 底 ， 
在 一 般 的 情形 , 亦 朗 在 п 次 域 R(9) 中 G 2 3), ЖЕНЯ о, E 


1, ©, e ш”-1 


构成 КОО) 的 整 底 . 
Я. таб 
(х) = х — x? — 2 — 8 = 0 
的 根 , 今 将 性 明 在 域 R(a) 中 决 不 能 找到 整数 o, E 1, в, oz 篇 其 整 底 . 
因 tl, +2, + 4, + 8, НЯ f(x) = 0 的 根 , 故 f(x) 篇 不 可 化 ,而 Ra) 
 ЖВЕХЖЖ. ҖӘ 
А (1, а, оа?) = — 4.503. 
因 有 = 2 适合 方程 式 
| g(y) = у + у? + 2у — 8 = 0, 
В A Ra) 中 之 整数 。 FPL а, а" R f(x) = 0 的 另外 二 根 , 则 
1 а 4/a 


2 la а? |? 
_ 4 
A (Í. a, =|1 а’ 4/@” = Та’ a”? |= 
69 | (Wy: |1“ 
1 a” A/a'' 1 a” a'”? 
4? 
= уу) A (1, а, a?) = — 503. 


Я АС, а, В) 0, k 1,а, В В Ra) ШЕЕ. У 1,a, В UYA R(a) 的 一 
HERE AETR р А 篇 域 的 基数 , 则 必 |А |< 503， 由 上 和 节 (1) 式 , 可 知 必 
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—503= 42 A, | 
Ф о A Ra) 内 任 一 整数 , 则 有 有 理 整数 be 使 — 
w = a + ba + cB. 


中 一 4 十 2 十 一 一 2 十 w 十 2B， 


P=—B-2+ =—2+2а—В, 
所 以 
w == а? + 22(2 + a + 2B) + el 2 + 2a — В) + 2aba + 8с + 2асВ = 


= (а? + 222 — 202 + 8bc) + (22 + 26? + 2аЬ)а + (25% — с? + 2ас) В, 


因此 
1 a а?-Е2Ь%— 2с? + 8bc |? | 
А(1, о, w) =|0 b b? + 2с? + 246 . A (1, а, В)= 
0 c 252 — с? + 2ас 


=0 (mod 4.503), 
MARE o 篇 RO) 中 任何 整数 
1, o, w? 


REB Ra) MER. 
55. 整除 性 ， 


ит а, В AEB у, 使 a = Ву, ШШ В 可 整除 


_ а, Ж И Ва iZ. Ваз В ИЕ, Ва 的 因子 ， 


Ж А-Х ó И 


————-—— nw 


定理 1 # ` 
gz) = ши Hao, а 0, 
. h(x) = В, x” + + + Bo, В» == 0, 
КВА a 及 В REH. 又 命 


g(x) Alx) = Учи Xt” + + Yo, 


817. G@<s<1!+m, (1) 
则 必 有 
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814 By OSSI, 0<w<m). o O 
ДЕН ИННА 5], 
51 1. ж 
f(x) = д, х" + +40, nal (3) 
是 一 束 傈 数 的 多 项 式 , 旦 有 -一 根 p, 则 
' [(х) 
. хи 
LARRE. 
Ш: Ensim, и — 00, ГО) = a, RRR TRIR., 


А95 п БТЕ RERS IEY л—1 ХНА, HH д.н 
у" + + 41 д у + 0085 = 0, 
Ж б.р 篇 一 整数 Ежа). 所 以 
g(x) = f(x) — (x — p) д, x”! = (fC) — д, x") + ë, их"! 


BREEK = 一 上 的 整 傈 数 多 项 式 ， 且 有 & АНЯ. КНИЖНЫМ 
假定 ,有 整 傈 数 多 项 式 h(x) ,使 


g(z) = (х— р) (х), 
於是 


f(x) = (x — н) (0, z" + h(x)), 
Б]. | 
512. h u p. (I< r< п) В (3) 式 任意 r ДАЕ, Д] 
Sa pa ph 
是 整数 ， 
w: 因 
JG) = dale — вл) (z pr) + (ж — в), 
应 用 引 1, HP AN 
Їх) f(x) Сх) 


ара ал) 6) Ga) а) АО) 
ЕЛКА 27450, ВЕНАХ. о - | 


定理 1 之 证 明 : Ж 1 =0 或 m = 0, ЕН, ЛДЕН 1 > 0 及 
m > 0 而 讨论 之 。 将 g(x) 及 h(x) 分 解 成 


472 数 BA 性 B| 


g) = а(х — &)-- (z ё), 


A(z) = Balt — 71) © (z — ы), 
АЗ 


G) 40) = “De. (x — ED e (х — ёр) (z — 9) (xz — Ym) 


Е НЫ. 车 命 бо — То 一 1, бі‘, С я Tis Сэ Тт 分 别 篇 £, tta 


ё 及 з, а В) 8257456. NAKI 2， 可 以 推 得 对 任何 0 < j < ¿, 
0 < zU < т 中 之 о, W, 

Aba 61, Tm-w 
此 篇 整数 。 再 由 多 项 式 的 根 与 傈 数 之 天 傈 ， 

а, 一 + Ai 01-»› 


В» = + Pm Tm-ws 
HE 


a, В» _ а; Bm 
Еф 


9;-, Tm-w 
篇 整数 ， | | 

由 整除 性 十 分 自然 地 会 联想 到 代数 整数 之 因子 分 解 定 理 及 其 唯一 性 的 问题 . 

但 在 全 体 代数 整数 的 范围 内 ,讨论 因子 分 解 是 没有 意义 的 , 因 篇 一 个 整数 可 
能 表示 篇 无 限 多 个 整数 的 乘积 例如 

2 = 212. 204. 2!4..., 

ЕЛНИ ЛЕ рТ BJ В. ВТЕ ЕЛЕ EAER) 
内 的 整数 分 解 的 问题 。 | 

但 在 一 代数 数 域内 可 能 有 无 吉 多 个 单位 数 . Кв 篇 一 单位 数 , 则 任 一 整数 
可 表示 篇 | 

a=: s"! 

因此 车 RO) 内 有 无 需 多 个 单位 数 , 则 a 可 能 有 无 窗 多 个 分 解 方法 例如 在 
RC(V2) 中 (+ 2) (一 土 1 +2, ) 都 是 单位 数 ,所 以 RVZ) 中 
的 整数 就 可 能 有 和 无 咒 多 种 分 解法 。 ТН, ,我 们 引进 “结合 ”的 定义 . = 

2. 车 二 整数 a, В 仅 相 差 一 单位 因子 , 则 a 与 В АНЯ. 

题 然 有 次 之 三 性 和 质 : 1) a М a НА; 2) Жа 与 ВЕ, B Ма 


а. 


` 


Too s s © сылы J... . 
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相 和 结合; 3) 若 а 与 B ЯН, В ЖҮ НН, BU a 与 y 相知 合 . 


A 3. ЗА a, EB КО) 中 的 整数 В, у, 且 均 非 单位 数 , 使 
a == By, ' 
则 称 а ТЕ RO) 中 可 分 解 ,否则 称 篇 不 可 分 解 ， 
定理 2. 在 КОЗ) 中 任 一 代数 整数 可 以 分 解答 不 可 分 解 的 代数 整数 的 乘 
积 . 
证 : Жа 不 可 分 解 , 则 定理 坪 待 性 明 。 车 


а == By, 
їй В, у 均 非 单位 数 , 剧 得 = 


| Ма) | = | N(B) | ING) |, 
В В, у 均 非 单 位 数 , 故 自然 数 |NCB)|, INMI 篇 INO 的 其 因子 , 即 
ING) |> 108) 121, ING)|>ING)[>1. 
ВЕНА |N(a)| БЕТОНА БЕТА ЖЕШ. | 
Ё F BS [Bi ДЕВО РА УЕ, 此 乃 代 数 数论 的 一 个 重要 问题 ， 


TRUBKE R(YV 一 5) ,我们 将 订 明 在 此 域内 唯一 分 解 的 性 筑 不 成 
J. 


Я 一 5 三 3 (mod'4)， 故 此 域内 之 整数 都 是 次 之 形式 : 
а= a + ЬУ —5, 
其 中 а, Б 都 是 有 理 整数 ， RIERA, 2,3, 1 k 5 都 不 可 分 解 , 且 
2,3 不 能 与 1 + —5, 1 一 V 一 5 НА ЖЕН 
6=2-3= (1 + V—5) G—V—s5), 


可 知 在 RC Z5) 中 唯一 分 解 定理 不 能 成 立 ， 


因 
| №(2) | =4, | NG)1=9， |NU + V/—5)| = 6, 
故 2,3 不 能 与 1 + v 一 5 1 一 二 5 相 结 合 . 
ИЖ 2 在 R(V 5) 中 可 分 解 , 命 


2=aB, |а) |>1, |М(Ву|>1, 
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BÚ а = а + 5—5, BJ |N (2)] = 4, ВХ 
i Nla) | = а + 52? = 2, 
但 此 乃 不 可 能 之 事 ， 故 在 RC(V-5) 中 2 ЖАВИ, НЧ 3, 1-5 在 
R(Y-5) 中 不 可 分 解 . 
篇 了 解决 过 一 问题 ，Kummer 氏 发 明了 理想 数 的 概念 
$6. 理想 数 . 今 确定 一 ”次 的 代数 数 域 R(9) ERER, 
ЕФ І. у о, a, A RO 内 任意 q ШК. 称 所 有 形 如 
то + t аа (О, 7,7, A RO) 中 的 整数 ) (1) 
的 整数 所 成 之 集合 篇 由 о, … , aa 演 成 的 理想 数 , 以 [a1,… ,ay] ЖУ, 
篇 简单 起 见 ， 在 今后 讨论 理想 数 的 一 般 性 摘 时 ， 常 以 德 文 大 写字 母 、%L， 允 ， 
… 来 表示 理想 数 . 
ки 2. 由 一 个 整数 а 所 演 成 之 理想 数 [о], КЕЕН. 
” 窗 有 一 个 整数 0 所 成 的 集合 , 亦 成 一 理想 数 [0]. 今 假定 以 后 所 诗 论 之 理 
想 数 , 均 非 101. 
理想 数 [1] 表示 由 R(9) 内 全 体 整 数 所 成 的 集合 , 称 需 单位 理想 数 ,以 @ 表 
之 ， 
定理 1. 理想 数 有 次 之 性 质 : 
1) жа, В 在 其 中 , 则 a + В 亦 然 ， 
2) 车 a 在 此 集合 中 ,而 7 篇 RO) 中 的 任 一 整数 , 则 wa 也 在 此 理想 数 
rR. 
证 : НН. 
HICE RRA % 中 包 有 1, HJ % 中 包 有 RO А, ВЕ 
%=[11. ` 
ФЗ. № N = la, a] Ж % = [Bi,…,B,] A RO 上 的 二 理想 
数 , 当 A 中 每 一 整数 均 在 % 中 ,而 % 中 每 一 整数 双 均 在 A 中 时 , URENA 
НЗ, ЧЕН 9 = % 
由 此 定义 立 得 : 
定理 2， 二 理想 数 = [w, … , 0.1, = [B,, --: , 有] 相等 的 必要 且 充 分 


Раа 
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之 条件 篇 | 
а= >: ĉa В,, B; = р?н о, (2) 
j=1 i=l 


其 中 1<;i<q, 1<;<r, ПК £ ЖО) 均 篇 整数 . 更 由 此 可 得 : Ж [a]= 
=[B], 则 a 与 В BHE. 

№ ap ``. а 篇 任意 q 个 有 理 整 数 , d 篇 他 们 的 最 大 公 锡 数 , 则 由 最 大 公 欧 
БИНЕ VARRE x1,… , x 使 | 

d = ají x i + e + a, х, 

所 以 在 有 理 数 域 中 [a аа] = [d], 亦 朗 在 有 理 数 域 中 , ЕЛ ЗЕНИТЕ, 

但 车 考虑 域 RCw 二 5) ， 由 上 节 最 后 之 讨论 , 可 知 理想 数 [2,1 + V5] № 
不 能 化 篇 主 总 想 数 ,所 以 有 非 主 理想 数 的 理想 数 存 在 ， 

sP Qk 4. 理想 数 


[a В, "t, Ql В,, @2 В, *,@, В, э, В,] 
移 篇 理想 数 


u = [ai， ©, aq] 及 3= [B,, -ts В,] 
的 乘积 ,以 UAB 记 之 ， | 
定理 3. 奥 8 之 乘积 奥 庄 a 及 有 之 选择 无 天, 亦 即 ,者 


A 一 [ од, МАР aq] = [01, e.ta а! | э 


| 8 = [Вь- B] = [Bi =, В), 
Bl) ， 
A-B = [a By, a В„ а Bi1,*…, а В, °, a, B,] = 

= [al В, --*, а: B£, а Bi --*, a; Bis +s о В]. 

НЯ РИВЕР ЖОН ҖЕ Е ЗЕЕ], ИН. 
易 见 对 任何 理想 数 9, 有 9-9 = 9, | | 


H Ж ЖЕ, ЛЕНА: 
1) 交换 律 1.5 = %.9; 
2) 结合 律 | (UB) EC =A (B-C). ` 


因此 可 用 踊 物 法 定义 20 Um = (ШЧ, Um) Un 及 U = AULA (m 篇 任 
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何 自然 数 ) ; ЧЁ ERSE НЕА A, 90 = O. Jt ES F АИ PEAS : 
т. = YME 
《3[ 门 严 = 92 , 
(91.9)" = 9". "и. 
E5 т 13 ДОН, РН © 使 


A= 8.6, 
则 请 之 © 可 整除 A, й BA B, CHA 1 之 因子 ， 
显然 有 : | А 


1) 3 G|%,%|9, AJ CA, 
2) #%|%, 而 ® 篇 任何 理想 数 , 则 BDA, 
3) SHEAS W, 有 
OJA, х. 
定理 4. # A, 则 % 中 任 一 整数 都 在 3 rh. | | 
证 : Ф (= %.G, 而 © = [B,, ,В,], 6 = [у-у]. ШЛ, A rh 
之 数 a ви | | x l 
ШЕ 


yr В; Үз = > (£ И п) В; 
j=l k=1 ј=1 “&=1 


之 形式 ,其 中 7, 篇 域 中 之 整数 , 故 a 在 Ө Н, ЖШ. 

ТАВНА ДН 4 之 道 亦 成 立 ,部 车 A 中 任 一 整数 都 在 D 中 时 , 卓 
必 BIA И 

由 定理 4 可 得 : 35 O, RJ = 9. 

$7. 理想 数 的 唯一 分 解 定 理 ， 

定理 1. ЎНУТ ВК Ч 一 定 能 找到 一 个 理想 数 3, 使 3 的 乘积 篇 
一 由 一 自然 数 a 演 成 的 主 理想 数 [a]. = 

证 : ”车 3 需 一 主 理想 数 如 = [а], НИХ B= la? a], aD, o, д) 
№ a ЖИ, JER a = |N (a) |, 149 | 

91.9 = [a a() ... а] = [a]. 


Ф A 非 主 理想 数 , 命 A = [ оу, ee ‚ 20], 作 多 项 式 


4 


z fw ` . 
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f(x) = a; x! + -** + ao. 
双 命 | 
g) = Вы х" +: № (m = (n — 1) l) 


f(x) g(x) = П (e) e + вад) = 
j=1 


= Crtm xt" +з 十 су, 
ЖК с ЖЕНЕ ЕЕ В 也 均 篇 RO) 中 的 整数 ， 命 
B = [Bm ,, Bo] 


及 
а = (citm s Co), 
НЕНА 
9.9% = [а]. 
因 对 所 有 0 < k < 1 + m, A 
а | cr, 


於是 由 定理 5.1, 可 得 
ala В, (0<и<р 0о<ь<ют, 


所 以 mw В, ЖЛЕ [а] 中 ， 反之 , 因 а = (сть n. ‚ co) , 故 有 有 理 整 数 ditm" 


使 


а = Сат ditm T ЬЕ co до. 
ка 
Ck = a, В, (0 < x < ! + т), 
| Tal | 
故 有 


其 中 庄 7 此 篇 ROO) 中 的 整数 ,所 以 a 在 AS 中 。 因此 
| 9.93 = [а]. 
定理 2. 91.69.9, НИХ ® = 9. 
y: WSR HARK а, 使 
A-B = [4]. 
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於是 有 
[4]:6 = [а]-®, 


此 等 式 之 意义 篇 由 & 中 各 数 乘 以 а 后 所 得 之 集合 与 由 ® 中 各 数 乘 以 a 后 所 得 
之 集合 相同 ,所 以 得 到 


| б = Ф. 
定理 3. SARR 5 中 每 一 元 素 均 在 另 一 理想 数 % 中 时 , 则 必 
af | G. 
#: ЖЗ Ба & 
| Г. = [а], 


HE 8.6 中 每 一 元 素 均 在 A-B = [а] 中 , 故 可 命 - 
в.б = [аү\, б, aYal 一 [a] у [Ys `" s Yal= 


= 3-9. [Yos Үз] 5 
而 得 


© = 9. [Yi `" Ya] 5 
жни. 


由 本 定理 及 定理 6.4 可 知 313 的 必要 且 充 分 之 条件 篇 % 中 每 一 元 案 均 在 

3 中 。 — 

今 往 讨 论 理 想 数 的 分 解 及 其 唯一 性 的 问题 ， 
Tl ARREA HKF, BET S 及 其 本 身 以 外 别 无 其 他 因子 

者 称 篇 素 理想 数 。 通常 以 Ф ERRARE. | 
ВЕЛЕНО: [р] ЖЕНЕ, НЕ р 篇 普通 的 有 理 素 数 ， 
定理 4. ER EREK A= [a,, ,my]，%3 = [Bi,… Bl ВТЕ 

理想 数 了 具有 次 之 性 质 : 

1) DA, D|B; 
2) 车 另 有 一 理想 数 d 2,19, 9,|%, ду D |9. 

EEA, D 中 任何 一 数 都 能 写成 a + В 的 形式 , a 在 % 中 , B #. % 中. 
we: D = [ac , ag, В, ,В,] 即 有 上 述 诸 性 质 . | 
ERA DA D|B. ХЕ 9, |9, ®,|®, ДІ 9, 包 有 д 95, i 

亦 包 有 3, 所 以 有 9,19. 
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ERJ 之 唯一 性 ， 车 9' 也 具有 1), 2) ЕЙ, А 
|9, DIY, 
Вр © 中 各 数 均 在 D 中 ,而 9' 中 各 数 也 均 在 9 中 ,所 以 
%' = $, 
又 因 D = [an , azs В, Br) 中 任何 一 数 都 能 写成 
та + - +7. а. АВ +f, В, 
МР. бф a= ma +1, B= lB, + +B, Ма ун, В — 
在 B 中 ,因此 9 中 任 一 元 素 都 能 表 成 +В 的 形式 ， 
=“ &2. 定理 4 中 的 9 RANS 的 最 大 公 因 了 于 ,以 9 = (И, 8) iZ, 
更 可 定义 Us Mw 9%ы) = (U e s 9-1), Am), Ж (QI, 3) = ©, ВЈ 
%, 9 BER. 
Эй: $ (1,5) = 9， 则 对 任何 理想 数 G, 有 
(AC, BC) = DE. 
定理 5， 若 篇 一 来 理想 数 , 且 PAB, PEA H PIS. 
#: М PHA 所 以 
($, 20 = 9, 
HE | 
(PB, AUB) = B, 
双 因 PIAS, A PIL. 
定理 6. 任何 理想 数 都 戏 能 有 有 限 个 不 同 的 因子 ， 
2: ВЫ Я 有 理想 数 9 及 自然 数 a, 使 
| A-B = [а], 
Ж % 中 含有 a, В % 之 任何 因子 亦 含有 а, KEREN ЛИЕ ЕА Ë АШ 
的 理想 数 , 征 可 能 有 有 限 个 , 则 定理 明 疾 ， | 
设 9 = [ay … ,an] 篇 一 含有 а 的 理想 数 ， R о, ,ws 5 RO) 
НЕ НВ a 能 表 成 下 烈 形式 : 
w=g o + Hgo (i<m), 
Н z ШЕШ. 再 合 


-——— a m a a a . сүз о кошш -—- 
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gi = a q; + fir (О< ги <a), 


В; = S an Wks Yi = Sira Wks 
4=1 k=l 
PEFR 
a; = aB; + v; . 
又 因 а 在 9Л 中 ,所 以 
M = [abi + ү, dBm + Ym, a) = 
= [Yo ``, Ym, a]. 

МЕНА ЯН 7Y1,… , Y... KEA а 的 理想 数 , 窒 可 能 篇 有 限 个 . 

定 т (理想 数 之 基本 定理 ) ， 任 一 不 同 从 O 的 理想 数 % TAMAR 
理想 数 的 乘积 , 且 壤 不 讨 其 排 烈 之 欢 序 , 则 分 解法 唯一 . 

Ж: ” 因 篇 任何 理想 数 算 可 能 有 有 限 多 个 不 同 的 因子 , 故 可 对 % 的 因子 个 数 
РЕ. 

НН НЕЕ. Ж 9 ВНЖ, НЕЕ, ЕЖА, Ш 

= (3-9, 6-29), 

则 因 B, © МАЗЬ A МЗ ВЕНЫ: ЛЕНЫ. 

НЕЕ. 假定 

A = $, $) --. $, = $1 $2 Pas ` m 21, 121. (1) 
№: ERAK, RU ! = m = 1. ЕН. 者 A 非 素 理想 数 ， 则 > 1, 
т>1. М 
$1 | Pi Pas 
故 必 有 一 % (1 < ;< m) № 9, = 95. 不 失 普通 性 地 可 以 假定 у= 1. ЖЕ 
$2 == $2 --* Зв, 


BARRARE, ЖЕМЕ. 


а © 的 理想 数 表 篇 
Фи 9322 .. g” 


的 形式 , 其 中 诸 $ 各 各 不 同 , a BARK ERER Ф о, NEES 
法 是 唯一 的 . 


T о 


ЗЯ + ` 
et 
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ЖЕ 1. {ЕС ЩН ARSL, 必 有 一 整数 wm SE Allal B ([а], AB) =A. 


FA 2. 任何 理想 数 A РВЕ la В] 的 形式 , а, В а, Н В 可 


RA % 中 任何 整数 (ЕН 1 中 取 9, [В] 使 适合 As = [В]), 

$8. 理想 数 的 基底 ， 

设 op ,on SER RCO) 的 一 组 束 底 ,而 % 篇 RO) 上 的 任 一 理想 数 ， 因 
A PETREA w1, … он 的 傈 数 是 有 理 整 数 的 株 性 组 合 , 再 由 定理 6.1， 
故 能 将 A 看 作 w1,… он 的 一 个 生性 模 ， НАЯ, 必 有 理想 数 3 及 自 


然 数 а, 使 | 
AB = [а], 


因此 awi,…, аю» 都 在 A р, Җа л НОРЫ, БТА A 是 ol wn 
的 一 п НЕ. 由 第 14 章 第 9 季 的 讨论 ,可 知 A 必 有 底 , 且 A 的 任何 一 
和 组 基底 中 都 必须 含有 n 个 整数 ， 特别 的 ,我 们 更 可 得 到 : 
定理 1. RAUK RO 上 的 任何 一 个 理想 数 , ИШЛЕ % 中 必 能 找到 ç 18 
整数 | 
Ф] = ај 0), 
02 = 42 001 | 252 w2, 
An == а W1 十 аро 十 … + lan шз, 
其 中 а; 都 是 有 理 整 数 , 且 а> 0 KiKa), Ш 0 <a < ан GQ <; <<, 
使 a1,… , a, 成 需 A 的 标准 基底 ， | 
AX a a, Ж Bitta В, № Ч 的 二 组 基底 ,而 命 
а; = > ин В; G =1,-::, п), 
剧 其 保 数 矩阵 (и) д, ра 
A (ол, ``, а) = д (В, =, Ва), 
JR EPAR EE RAAR N ЖЕЛЕ ОНИ Ва ен д (90) в. 
TERR KRE RVD) 上 理想 数 的 标准 基底 的 形式 ， 命 1, о 4RD) 
的 整 底 ， w HERRE 4.6. 由 定理 1 可 以 找到 二 个 整数 


f, b + co 


| 
上 
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租 成 理想 数 的 标准 基底, 其 中 a, b, с 都 是 有 理 整 数 , 且 可 假定 a> 0, c> 0, 
0 么 < as， 但 必须 注意 东非 如 上 形式 的 任何 一 对 整数 ,都 能 成 篇 某 理想 数 的 基 
JS, а, b,c 何须 通 合 其 他 人 条件 方 可 ， 
ВЕ В 
aw, 06 + сю) 
都 能 表 成 
ха + уб + со) (е, у 2943883839) 
时 ，a, 6 + cw 才能 是 某 一 理想 数 的 标准 基底 ， 从 
aw = ха + у(Ь + co) 
可 得 
а = ус, ах + Ру = 0, 
所 以 必 有 cla， c|12， 命 | 


а= ст, Ёа сп. 


又 因 


с(п + w) о = c(n + o) (n + w + o”) — eln + o) (n + o”) = 
= —cN(n + o) + с(л + w) (n 十 SCo))， 
其 中 Slo) 与 N(n + o) 各 表示 数 о W n + о ИА, МА 
М(п + о) =0 (mod m) (1) 
DERE cm, с(п + w) 成 篇 某 理 想 数 标准 基底 的 充分 必要 条件。 又 由 定理 
4.6, ЭЙ, (1) RA | 
(Qati? (mod4m)， 洲 D 三 1 (mod 4); 
ш | Qn)? (mod 4т), № D=23 (њой 4) 
SB PEFR: | | 
定理 2. 整数 对 cm, сп +o) (с> 0, т> 0, 0<xn<m) RAR 
R(VD) 上 某 理 想 数 的 标准 基底 的 充分 必要 人 条件 需 (1) 式 或 (2) 式 成 立 ， 
ШЛ. 分 ob … ,on № RO) 的 一 组 整 底 ;, 则 оо (1 <; < x, 1<;< 
能 唯一 地 表 成 
хо + к,а, (z; 全 篇 有 理 整数 ) 
之 形式 乃 оц, , as 篇 某 理 想 数 的 基底 的 充分 必要 休 件 . 
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$9. БЕ. 

ЕЕ. # 9 [2], ДИН. 4 整除 a, ЖА Ча жи, 易 见 Ча 亦 
Паж Ч МЕ. | 

又 根据 第 14 章 第 9 节 的 讨论 , 可 以 定义 域 R(9) 中 的 整数 对 理想 数 六 的 


_ ARAR, АВЕ: 


TRZ Ж %|a—B, а, В № КО) 中 的 整数 , 则 谓 之 a 与 有 ARAN 
fk ILLA 
а = В (mod 8). 
根据 此 同 余 并 傈 ,可 以 将 域 R(9) 中 的 整数 进行 分 类 ,使 凡 属 於 同上 类 的 数 针 
模 A 互相 同 饼 ,而 属於 不 同类 的 整数 不 能 对 模 ЭО]. БЕЛЫХ A УЖЕ: 


FLEA МСО 表示 类 数 ,，N (2) 亦 称 篇 理想 数 A 的 距 。 由 定理 14.9.3 可 得 : 


定理 1. 命 wis `` ° + Wn 2% R(9) 的 一 和 组 整 底 而 т, ”3 G, 篇 理想 数 A 的 
任何 一 组 基底 ,车 


| я 
а; = > dí; Wj s 


j=1 


RJ N(9D ЗМ ТАО ЗАНЕ, F Bli 


NGD = |1411. 

н, МЗ: 

定理 2. @ A SEQ RO 的 基数 ， 人 (WD) К at 的 基底 的 判别 式 , 旭 
AG) = NDP А. (1) 


及 


定理 3. УНАЗЕНАВЖ [а] 的 距 Na, A 
N([a]) = | N(a) |. 
证 : № ol …… ;wn № RO) МАЕ, HU аю, ``, во, 构成 [0] ИЕ, 
由 定理 2 可 知 | 


(D (D ... ла) (1) (1)... (1) 
N([a]) = | 262 - | 
А a (9) wf, ШАР оа") оң") a, > 04") 
= |a .. м | = | N(e) |. 
故 定理 3 成 立 ， 
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定理 4. NAV) = NOD N(9), 
ж 因 A 包 有 AB, MAKEM 14.9.4 可 知 将 PRIK mod AB 分 


类 ,其 类 数 等 於 
N(UAB) 
N(A) ` 


НЕВЕ НН RRE NS), U ERAR, 
命 ' Bi,… › Puo 代表 mod 9 ВВ, 而 由 37 AA 1, 可知 必 有 整数 
a € %, 88 


([а], AB) = A. (2) 
BR aBi,… abno Е AR, BF Z k <<; k S), 恒 有 
| ОВ; ЗЕ аВ, (тоа AB). 
又 由 (2) 式 , 可 知 对 论 % 中 任何 元 素 Y， 必 有 整数 7,8 使 
ү=ђа +5, EAB. 
УЭЕ 7, VARE B АЖЕ j (1 < ; < N(3)), 使 
| 7 = B; + B, 
於是 得 到 
у = aB; + aß + 8 = 
= aB; (mod A8). 
ЖЕП A 中 任 一 元 素 必 全 aB,, … , aBn 中 之 一 模 19 Ш, RAR 
В. 因此 若 将 % 中 元 素 依 mod A 进行 分 类 , 其 类 数 也 等 於 М(8), Е 
定理 得 证 ， 
定理 5. $ ВЕН, а ЛИЛАВ P 整除 的 整数 , 则 
av)-I 三 1 (mod). 
证 : h 0, ль п» onn- ERA $ МНЕ, НИ $ + а, ВА 0, 
Олу, то, ``, @лк(т)-1 也 代表 模 P 的 剩余 类 ;因此 
aN(9)-1 дулу тур) E mi л; ту(ру-1 (mod 9), 
510. ЖАЯ. 
EL ЛА 必 整 除 一 有 理 素数 p, B p É p 中 最 小 的 有 理 


т 
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正 整 数 , 改 是 唯一 的 ， 

Ж: ”由 定理 7.1， 知 必 有 有 理 整数 а № Фа], 分 解 a = pp， 故 必 有 一 
р 使 |[p], 即 $. 

假如 有 有 理 正 整数 5,5 < p, H. 912, HJ 5 Æ pH й (p b) = 1 фи Ф 
中 ,於是 $ = [1], 此 乃 不 可 能 之 事 , 故 p $ 中 最 小 的 有 理 正 整数 ， 

将 [р] 分 解 篇 荣 理 想 数 的 乘积 如 

[Р] = 4, Ф -- 3, , 
ВИ 
Р" = N([p]) = №М($,) МС.) N). 

因此 可 知 : ЕАО ДЮ ОИ. E М) =p, 1 ВВ Ф 
之 次 数 ， 

关於 [p] 之 分 解 有 次 之 重要 定理 : 

定理 2. |p 的 必要 且 充 分 的 条件 篇 pla. = | 

ILERA Dedekind КЛЕН ЕЖЕ ЖИН ТРН. | 

今 往 考虑 在 二 次 域 RVD) 中 [p] 之 分 解 ,显然 延 有 下 列 三 种 可 能 : 

1) [p] = %; | Б ИШ 

2) [p] = P9, PEA, N(P) = N(Q) = р; 

3) [р] = 32, МС) = р. 

关於 [e] 在 二 次 域 中 分 解 的 情形 ,有 次 之 定理 : 

定理 3. 1),2),3) 的 成 立 当 且 仅 当 


人 
Шиш = — Í, + 1,0, 
(+)-- 


ШЕ A 篇 ROD) 的 基数 ,( 会) 得 Kronecker 符号 。 
证 : EPA 10] 的 素 因 子 , 而 NP) = р, HIER 
[p] 二 BQ 或 [р] = $2. 
fr ст, c(n + ш) 篇 理想 数 的 标准 基底 , 则 . 


N(%) = с т = р, 
Ш с= 1, т= р. ХИН 


486 кв ш — B 
(2 + 1)2 (mod 4р), Җ РЕ (mod 4); 
= у (тоа 4р), 当 ГР == 2,3(mod 4), 
所 以 得 到 (会 ) = 1 s o. 
反之 ,车 (5) =1 或 0， 先 考虑 ps 2 的 情形 . 
D # (2) = 1, 则 有 a pta 使 
A= а? (mod р). 
LA ра 2, МЫ (р, 2а) = 1, КЕ 
[p, a + V A]: [р a УА] = lel- [pe + VA, a — VA, 一 全 |- 


= [p] [p,a + VA, 2a, #2, 1] = [р]. 


又 


[p,a + УА] = [p, a мА], 
ЖЖ, 将 有 [ра + ZA] = [рр aV A] = [р a + VA,2a] = [1], 而 


此 力 不 可 能 之 事 , 双 [pa + ZA] Ж [pa 一 VA] 均 非 9. Ш p £ 2, Ш 


(2) = 1 时 ，[p] 般 二 个 不 同 的 来 理想 数 的 乘积 . 
2) 车 ( 今 )=0, оја, E 
[У a]: = [р УД]: [УА] = [2) |» 2, = |, 
但 人 = р 40, 4 p= 2, їй рН (2) =1, ш 
[2] = [5 УАЈ?, | 
EE p = 2, т(а)-‹, Ж) [21 篇 一 素 理 想 数 的 平方 ， 


再 考虑 p= 2 的 情形 , 因 (2) =—1, 故 必须 D 三 2,3 (mod 4) 或 D 三 1 
(плод 8). 与 前 面 一 样 ,可 诅 : 
3) 党 万 三 2 (mod 4) №, (2) = 0, 而 [2] = [2, VD]; 


4) Ж D=3 (mod 4) В, 仍 有 (2) = 0, 而 [2] = [2, 1+ D ]š; 
5) Ж РЕ! (mod 8) В, (2)= 1， 此 时 


4 
анун ВИЕ статор r ere 一 一 
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ур УР |. 


[2] = [2, 
її [ 2, УР} ж [2 二 区 有 ] ,故此 时 [2] 分 解 篇 二 个 不 同 的 素 理想 数 的 
粮 千 以 上 和 结果 ,和 序 得 定理 
由 定理 3， 可 以 看 到 Dedekind 御 别 式 定理 在 二 次 域 中 已 成 立 . 今 再 具体 的 
举 一 三 次 域 般 例 ， | 
命 a № 
f(x) = х3 — «?-—2х — 8 = 0 
的 根 ,在 $4 中 已 知 RCa) 篇 一 三 次 域 ,其 基数 坊 503, H 


l, a, B = Ż 
篇 他 的 一 组 整 底 ,而 В № 
к(у) =y + у? + 2у—8 = 0 
КИЙ. _ | . 
TER [503] Æ К(а) 上 之 分 解 。 A P.Q, КЖ Ra) 上 的 素 理 想 
Ж,А [503] 之 分 解 必 篇 下 列 五 种 情形 之 一 : 
1) [503] = PAR; @,Q,% 不 相同 ,而 N($) = N(Q) = N(R) = 503; 
2) [503] = $20; $9, Ш МО) = N(Q) = 503; 
3) [503] = 43. М(ф) = 503. 
4) [503] = $Q; N(P) = 503，N(Q) = 5032; 
5) [503] =$; N(95) = 5033. 

对 於 前 四 种 情形 ,[503] AWA EA 503 ШЗ $ WJ p S B SE iS. 命 
do, Ёо + Ёа, со + с1а + c, В 
НИЕ, bo < а, co < а, cí < by; ХА ча, в В ЗАЛЕ $ Н, 

所 以 义 有 bi1 < ар, с < а, ЖЕН 
N(Y) = ау b: с = 503, 
可 得 а, = 503, ó, = 1, с. = 1, с = 0. ЖФ ЖЕН [Г ЛА 
$ = [503, a + a, Ó + В], 
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В. 503, a+ a, b + В 5 $ 的 标准 基底 . 
因 a + a, 2+ B Е Ф 中 ,而 N = 503, ЖЖ 
М№(а + а) =0 (mod 503); 
N(b +B)= 0 (mod 503), 
IB a + a, b + B #Җ f(x 一 4) = 0, Ж g(y — Б) = 0 的 根 ,所 以 
N(a+a)=|fC— a|, N(ë + B) =|z#G@— b), 
Ж a, 5 WAS = КЕ | 
аз + а? — 2+8 =0 (mod 503); 
b — 2 + 22 +8= 0 (mod 503). 


由 此 解 得 
a = 149, 149, 204 (mod 503); 


b = 395, 395, 217 (mod 503). | 
所 以 $ 必 篇 下 列 四 者 之 一 : 
[503, 149 + а, 395 + В]; 
[503, 204 + а, 217 + В]; 
[503, 149 + а, 217 + В]; 
[503, 204 + a, 395 + В]. 
但 PÆ [503, 149 + а, 217 + В], ЖА, АІ 
а(217 + В) — 217(149 + а) + 65(503) = 
= 4 — 217.149 + 65.503 = 366 
在 $ з, HEK (366, 503) = 1, 而 得 Ф = 9. 同样 PÆ 1503, 204 + a, 
395 + В]. 但 因 
(149 + a) а = — 46(503) + 150(149 + а) + 2(395 + В), 
(149 + а) В = — 117(503) + 149(395 + В), 
(395 + В) а = — 117(503) + 395(149 + а), 
(395 + В) В = — 310(503) + 2(149 + а) + 394(395 + В), 
所 以 503, 149 + а, 395 + В 确 需 素 理 想 数 [503, 149 + а, 395 + В] 的 标准 
基底 ;同样 ，503，204 + а, 217 + В ЖЕНЕ [503, 204 + a, 217 + В] 
ВЛЕЕ ДЫК. T 


а ku. 
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[503, 149 + а, 395 + В] | [503], 


[503, 204 + a, 217 + В] | [503], 
В. | 


[503, 149 + а, 395 + В] = [503, 204 + a, 217 + В], 
故 在 [503] ВЯ ну BE BS ZF Er ЕН 2) 篇 可 能 。 又 由 计算 可 得 


[503] = [503, 149 + a, 395 十 В]2: [503, 204 + a, 217 + В]. 
开题 、 9 = V ра, о = 5 ра НН ран, Н.Я РМ: 
РЕ! (mod 3); 4% 2,3; Р4*5=1 (mod 9); а 3 51 (тоа Р). 
ж: 
1) К(9) = RG) 篇 一 三 次 域 ; 
_ 2) 1,9,3 篇 RO) 的 一 组 整 底 ; 
3) RO) 中 没有 整数 о 使 
1, w, в? 
成 篇 RO) В. 
4) ДЕ R(9) 中 分 解 下 列 理 想 数 : 


| [2], [3], (21, 14]. 
$ 11. 单位 数 ， 


关於 单位 数 有 次 之 一 般 性 的 定理 : ER R(9) 之 所 有 单位 数 中 可 以 取出 
y = ri 十 7 2 一 1 л 51, °’’, Er, 使 R(9) НЕ НН] УЧ 


pe? ... в", 1=0, + 1, + 2, ... 


之 形式 ,此 处 р 是 某 一 单位 根 之 在 RO) 中 者 . 
篇 简 单 计 ,本 书 中 仅 研 究 二 次 域 RVD). MEERA z + yo, HU 
N(x + yw) = + 1, : 
所 以 只 要 求 出 各 个 方程 所 有 的 有 理 整数 解 ,就 得 到 RO D) 中 所 有 的 单位 数 。 
x | 
№ (= + уш) = (z + yw) (z + уз’) = 


—_ 
— 


2 2 
| (+ + >) 一 2 D, # D=1 (mod 4): 
х? 一 у? р 5 = D = 2,3 (mod 4), 


| 
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(2х + у) — ур = 4 


x — у? р = 1 


ALR A ARAR, 故 当 D < 0 FF, RVD) РЕНАН ЕН, 车 以 w -> 


% RO D) 内 单位 数 之 个 数 , ВЛЕЕ А = — 3, — 4, Z. A < — 7 № 
w = 6, 4, 2. 
БАРАА: 

(2х + у)? — ур == 34 

及 
х? — ур == + 1 

均 篇 第 十 章 之 Pl 方程 ， 故 在 R(V D) 中 有 一 单位 数 7 存在 ,使 凡 КБ) 
PZERO I RI 

+7", n=0, 41,42,- 
的 形式 。 7 ВВ ROD) 的 基本 单位 数 ， 


ЭЛЕ. БОВАН у = X + YV 万 的 保 数 答 有 理 整数 , 则 X,Y 篇 


и? — и? D = N(?) 
的 最 小 正 整 数 解 。 3 X,Y 不 是 有 理 整 数 , 则 = ú 十 vy D 的 保 数 x,v ËB 
篇 上 式 的 最 小 正 整 数 解 . 
$ 12. HARM. 
Е 1. УКВ М %, НОННА [a] 及 [8] 使 


[a] == [В]%, 
ДУНАЕ” ВН] НВ. 以 A ~ 95 Нах. 
易 见 有 以 下 雍 性 质 : 
1) 9 ~ 9(; 


2) #% 9, HJ % 9; 

3) EAB, %-6, Hj % — 6. 

4) EANO, W 1 ЖЕНА, НИЯ; 
5) 9-3, 6-9, Н AG ~ BD: 


эе vy 


оё 


еле кин вл ж 


6) 3 96-86, Д] A~. 
因此 可 将 RO) 上 所 有 的 理想 数 进 行 分 类 , НУНС. 
定理 1. RO) 上 的 理想 数 类 之 个 数 有 限 ， 
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证 : 如 能 征明 : 有 一 仅 与 RO) 有 关 的 正 数 M FE, 使 每 一 类 中 有 一 理 


想 数 8 В 
N(B) < м, 
RU ДЕ SEL СЕА, за р РА— Sl E Sk ЗЕ НЕ УУМ. 
т © 25 RO) 上 任何 理想 数 ,由 前 已 知 必 有 理想 数 A, 使 


% € — 9, 
ЖВНЕ — 5 使 

% % — 9, 
日 

N(B) < м, 


REER., =E 99% ~ 96, Нм 8 — € 也 ， 
命 Ws ` s Wn 篇 R(9) 之 一 组 整 底 , 命 


м = UP] + + |o |), 
ғ= } 


© М ПЖ. 
WARE А Е 
k” < NCA) < (k + 1)”, 
在 (k + 1)” 个 整数 
жү юу б Нью» (хы = 0, 1, h) 
中 至 少 有 两 个 对 模 © АЕК, mA 
| yi @ + --* F ya Wn ZZ zi юу + E Znan (поа), 
ЮЖ 0 < ун <. 0 < z, < k, BS 0 的 整数 
а = (у 21) oí Hio + (y, 2) on 
在 М 之 中 , 因 篇 |у 一 2„| < k, ii 


п я 


ING) |= Ж ола) oo |< И S z | ot) |= М < 


s=] m=1 s=1 m21 


< M- N(9D. 


492 ж аз ŠL 3 


因 a 在 Ян, м Allal № [а] = 998, Bl 
NON N) = | N(a) | < M- №90, 


亦 即 
| N(%) < M, 
ЖЕ. | 
定理 2， 命 RO 上 理想 数 业 的 类 数 , 则 任 一 理想 数 此 适合 从 
| q ~ 9, 
% 表示 4 个 A 的 连 乘积 . 
证 : 命 
91), 90 
代表 不 同 的 理想 数 类 , АЈ 
A 9), ---,9191, 
К. W | 
Ay --- Ay — (A A) … CA A), 
КЁП 


、 W ~ 9, 
$13. 二 次 域 与 二 次 型 . 
以 А 表示 二 次 域 Кр) НЕ. 今 往 建立 R( D) 上 理想 数 类 与 以 
A БАКИ. 
命 A & RVD) Ех ER wy az AA 的 一 租 基 底 , 旦 适合 


a a, — a! оз = МО) УА, (1) 


此 成 «\, az FOR 21, ©, ЗЕЕ. 
НЕС A 作 二 次 型 


— N(ai х+озу) _ (a x+a:y) CCLY 十 027y) _ 
Р(х,у) = мар = 1 NOD 


= ах? + bxy + cy2 , 


Я «ү, о + а, 均 在 М 中 ;而 а = а) ‚6 = Май Пай — N (a) , 


~ _ (оо) 


= №5. › 00 a, b, с ВАНН. 又 F(z,y) ИНАЯ 


(оц a3—a; a2)? _ 


5? 一 = = 
4ac КЕЛЗЕ A, 
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i Е(х,у) APRA A， 且 有 有 理 整 傈 数 的 二 次 型 。 称 F(x, y) ABH 
A 的 二 次 型 . | 
当 A <0 时 ，R(v 万 ) ШЖ, a > 0, 而 Р(х,у) BEE. 
LAER, ЖАРЕ: 车 取 оу, a, SGB A 的 所 有 适合 (1) 式 的 基底 , 就 可 
得 到 所 有 和 与 F 相似 的 二 次 型 ， | 


定理 1 НИНА A КАМ ВИК ЕЛЕ = 


F(x, у) = ах? + bxy + су”, 
MAHR 9, ho; о, 90, 使 F Йй Ч. 
证 : Ай a OYA дан 


b—V A 
M = Ë 5 | 
的 基底 ， м CY җе G-a) 一 ac, ТУАН. xm 
DEOL | 
2 
15 77, В. 
_ 5(%)+5—(6-У А) _ 5ш)+ь _ 5-МА 

ди) == — d == q 2—5 5 

b—VA _ 5—У А slo)—btb+tY A _ P—A s(o) 一 5 5—У А 
2 2 Shua ° 2 2 

而 260070 ИА SREE ы а, У А RR St 的 基底 . 


车 ¿> 0, № Ч, аа а = “ТУА, Ш NON) = a， 由 此 作出 
-KA | 
(ах 十 — > (6— VA) (к +; @ + УА) у) 


- = ах? 十 bgy + су?, 


& эл = [а °=У ] эр. 
车 a < 0， 因 和 需 我 们 不 讨论 定 负 型 , 故 A > 0, М 
9 = уд 97 


及 арау, а= “ТУА ук, вуй а, а, 609 Ч 之 基底 , НАИВ: (1) 


494 数 1 38 B| 


— Alar +(e МА) у) (z +> G+ VA) у) 


— jw2 2 
一 一 信 ax” + bxy - су’, 


TFE, 

在 上 面 已 经 看 到 : 3 Е ВИ 9, MERR F 相似 的 二 次 型 亦 均 属於 A. 
但 是 ,对 於 一 个 二 次 型 F， 也 可 以 有 不 同 的 理想 数 9,9, 使 F ВИ 9, 亦 属於 
$. ТЕН 9,9 НЯ. 

ат. POAR A 与 8 СИНА, MARR В 

[а] A = [B] % № N(aB) > 0 
成 立 , RLAR A % = 48. | 

题 然 , 疾 闵 相似 用 相似 之 一 种 特殊 情形 ， 

定理 2。 相似 型 属於 狭义 相似 之 理想 数 , 且 送 之 亦 惧 ， 

Ж: 命 a, 0 及 В, В, 各 篇 A 与 3 Е, B AGB А (1) 式 ,又 命 


N(a ходу), <. N(Bıx+B2y) 
ма) 5 SG) N) 


= F ~ G, 则 有 一 组 有 理 整 数 a, b, c, d 使 ad — bc = 1, В 
F(ax + Бу, сх + dy) = G(x, у), 


F(x, у) = 


КЁП | 
„М (ао, саз) x+ (Бо +40) у) _ М(В x+ B;y) (3) 
NCU) N(B) | | 
_ В _ В; — __ ba; + да; 

Е В.» — В; 篇 G (x, 1) 0 的 二 根 ， 而 一 ао F ca, 也 能 使 G(x, 1)= 0, 
故 有 в в 

batda _ В 5 В 

ашса, — В, 或 В» 
PARKE 4 使 


aa, + са; = АВ: ®й АВ;, 


ба, + de, = АВ, 或 АВ. 
以 此 代 大 (3) 得 


М(Х) = АА = 
«за 7н, ñ BË 
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ао + саз = АВ, ba, + da, = АВ, | (4) 
R AETR ЖЕН 
(ad — bc) (а, ол — a! о) = — АВ, B; — В, BD), 
КЁП 
| МО) Уд = — NQ М3) v А, 
ERER N (Q) > 0 相 予 盾 , 故 窗 能 (4) 式 成 立 . 
由 定理 1.4 可 知 能 将 А оо Ë ,於是 
ala ол) + с(«о„) = ВВ, blaa) + 4(« а.) = В В», (5) 
因 aa, aa, 91 BB, ВВ, 篇 理想 数 [a] На [В] $ 的 基底 ,又 因 a4d — be = 1, 
所 以 ВВ ВВ, 也 是 [a] A 的 基底 ,於是 得 到 
| [a] t = [В] 8. 
x N(L)= NG) > 0, 所 以 ма B) > 0, 因此 A, 9 RRR. 
反之 车 9, $ BRRR MARS а, В 使 
[a] (= [B] B, N(aB) > 0. 
命 0, 0, 与 В;, B, F A 8 B 2 ЖЕ, Не (1) xÇ, АЈ aa, аа, ВЧ. BP, ВВ, 
篇 [2] A % [В] S 之 基底 。 所 以 有 有 理 整数 а, Б, с, d ÑA |ad 一 bc| = 1, 
使 (5) 式 成 立 ， RA М(аВ) >.0; Ш а, а, 与 B1, В, 适合 (1) R, # ad — 
— b =1. XA | 
| N(e) ND = N(B) N(B), 
所 以 (3) 式 成 立 , 亦 郎 F ~ G, TMIR, 
命 如 表示 理想 数 类 GERRA) 的 类 数 , 而 以 有 表示 钦 义 相似 意义 下 的 理 
想 数 类 的 类 数 , 假 起 他 们 所 在 域 的 基数 篇 А, ШОЛ 亦 郎 以 А ВЯ 
型 类 的 类 数 ， 
HE A~ S, 旧 必 须 Wa $ 或 者 % 一 [VA] ЗАО. 事实 上 ， 
.着 Ч 5, ДУ а, В 使 
[а] u = [8] %. 
i) Жол <0, АШИ Ма В) > 0, 故此 时 Ч =, 所 以 = А. 
i) Ж“ 入 >0， 而 基本 单位 数 7 适合 МО) = 一 1, ҢЫ 


_ 496 к в Š в 
[a] A = [В] 8 = [7 B] %, 
而 N (aB) 88 NOBD YABE HRUE W =, 而 А = h. 
ш) # 全 >0， 而 基本 哩 位 数 7 ВВ NG) = 1, ME AUSB, RRA 
能 有 Мав [VA]. 故此 了 时 ¿= 24. 
故 得 


1 


h, Ж A <0 ЕАР 0, NQ) = — 1; 
ho = 
5%, ж А> 0, Ш NQ) = +1. 


又 在 定理 11.4.4 中 换 d Ж D, 而 类 似 的 定义 e, Bu 
72, $ A >0, Ш МО) = —1; 
==] 7, #a>o0, Ш МО) =1. 
再 由 第 十 二 章 中 所 得 关於 类 数 的 结果 , 可 得 : 
定理 ko anneme, AJ 


y Š O w.< 


*0 一 Б (sin =) 9 Ф A > 0. 


ғ=1 


例 1. Æ RG) rh, А = —4, W = 4, 


ho = G= r С +) =1. 
#2. Æ R(V—3) в, А = — 3, W = 6, $k 


6 —3\ _ 
h= зоту УЛ" 
Я] 3. Æ (У —5) rh, А = — 20, W = 2, Ж 


ЕЕЕ а 


例 4. Ж ВС/-19) р, A = —19, W = 2, ДІ 
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зу 205°) 
(20) 00) 00) 606) 0657) 
Ot) 


Я 5. Æ R(V 2) rh, A = 8, s= 322, Ñ a= l+ V2 之 距 篇 
一 1， 且 其 平方 篇 s, 故 需 域 之 基本 单位 数 。 LA | 


үө T ‚олу -(5) . Зя . x _ — 
(1 + v2 ) = ЩЕ = sa 要/ ш = 9+2 ), 


K в = 1. 

$14. É. 

固定 一 个 二 次 域 КБ), HERA д, РЕЖ НО 
都 是 在 狭义 相似 意义 下 的 理想 数 类 ， 

ERL 车 二 次 型 F(x,y) 属於 理想 数 A, И F(x, у) МНО ИВ 
数 % 的 特征 系 ， УКШ poop 篇 A 的 奇 素 因 子 , ДХ 中 整数 a 之 
в (од) = 1 成 立 者 ,入 


NOD ° 
(ANON „шш, 
' — | 
1 N(a) 
3D = (О |, ag p= A =s (оа), 
М(а . 2 
«(ад = Ds Cap) 1, жоо =+ (mod8); 
6(a) e(a), К 车 L =o (mod 8) 


ЕН A 的 特 徽 系 。 
因 属 於 同一 类 的 理想 数 有 相同 的 特 徽 系 , 因此 可 以 定义 理想 数 类 的 特 微 条， 


Е ФЕ 2， 二 个 具有 相同 特征 系 的 类 称 篇 属於 同一 族 ， HEEK R D) 
上 的 理想 数 类 典 以 人 篇 刊 别 式 的 原型 类 间 就 有 一 ИХ. 
定理 1， 理想 数 AB 的 特征 条 中 各 值 , 序 篇 AS МЕНЕ ЕВЕ 


Ш. 


бо =н — w... 


48 — Ж Б іЫ B| 


И: WE aE Arh, ВА $ з, aB # 98 h. Х 
N(a) N(B) N (eB) 


— 
—  4| —v—— 


NOD NB) N(AB) ? 


МВ) _ |— Мба) _,, NO 
N (9129) NG) N(B) 
GEJ- =G- GB- сөп. 
RES xia , 2a )= LT 2^)=1, TEA 2^)=1 故 得 定理 . 
由 定理 立刻 得 到 : 
1) “二 类 乘积 的 特 微 系 朗 需 二 类 特征 系 的 乘积 ; 
2) ЗЕ (Q) ЖИД (®) 在 同一 族 中 ,类 (9) ЖЖ (S) 在 同一 族 中 , ДЇ 
ЖД (ASG) WL (A 81) 也 在 同一 族 中 . 
定 3. 称 单 位 理想 数 O РВИ, ААГ ЕЕК. 又 车 
= [a], а A— ÉRE RENI (5) 篇 类 00 Z sa, 
由 定理 7.1 可 知 任何 理想 数 类 的 逆 类 一 定 存在 。 又 
(9) (9) = (9). 
因 主 类 及 主 族 中 各 类 的 各 特 币值 都 是 1, ДАЕ RR ЛЕ 主 族 
中 , 主 族 中 任何 一 类 的 逆 类 示 在 主 族 中 ,* 
定理 2. 每 一 族 中 的 类 数 相 等 . | 
证 : 用 3 表示 主 族 , 而 用 UAY з 3 中 各 类 与 (9) 的 乘积 类 的 策 合 。 
车 将 所 有 的 理想 数 类 分 篇 著 干 集合 : 
з, SW}, SW), … (A), (1) 
其 中 (A) 是 任何 类 之 不 在 3, 3(%), … , S{%6_1) 中 者 。 易 见 必 人 无 理想 数 糯 辣 
时 属於 (1) 中 二 个 不 同 的 集合 ， | 
由 定理 1， 可 知 (1) 中 任 一 集合 内 的 各 类 都 在 同一 族 中 . x (1) 中 不 同 的 
集合 属 评 不 同 的 族 ,所 以 (1) 中 每 一 集合 朗 需 一 族 。 又 因 SA) 中 任何 二 类 都 
不 相同 , 故 得 定理 . 


—1 (mod 4), 


"НАНЕСЕТ ЗЕ ВХ — ЗЕ, EPAIEN. 


Z 
+ 

1 

| 
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НЯ 1. Ш л >0, MAKEM G N(7) = + l 时 ， 试 求 理 想 数 
[VA] КЖ. Ес | 
| ZIRA 2. 洲 理 想 数 % МНОЮ 8 或 [V ZX] 的 特征 系 相同 ， 则 称 9 
тӘ ЖЕ КЖ. КЕННИ, 35 W ~ 3, 则 A Ф 
必 属 於 同一 族 , 且 每 一 族 中 所 含 的 类 数 相 同 ， 

$15. 欧 光 里 得 域 与 音域 ，- 

ERL 车 加 = 1， 则 该 域 称 往 单 域 . 

显然 车 域 需 单 域 , 则 其 上 之 理想 数 都 是 主 理想 数 , 故 得 : 

е 1. 凡 单 域 中 整数 之 唯一 分 解 定理 成 立 . 

有 一 种 单 域 具有 与 有 理 数 域 很 相似 之 性 质 , 称 之 篇 欧 恋 里 得 域 . 

2. 车 对 ROD) 中 任意 二 个 整数 ё, 707-5 0), 恒 有 二 整数 x 与 4 


存在 ,使 
&€=x9-+ 4, МО) | < м0) |, (1) 
ДИЗ ВЕЛО Е Fp ЗЕН ОИК ОЖ. 
亦 可 定义 如 下 : 
Е ФЕ 3. 车 对 ROD) 中 任意 一 数 5， 必 有 一 整数 к 使 


| NG —к) | <1, (2) 
H| RCO D) ЯНА. | | 


定理 2。 凡 欧 类 里 得 域 必需 单 域 ， 
证 : № ROD) ЖА, НА в BAR ROV D) 上 每 
-一 理想 数 均 乱 主 理想 数 , 便 已 足够 . 
命 6 RVD) 上 任何 一 个 理想 数 ,以 а, a, 表示 A 的 一 组 基底 ,不 失 
普 逗 性 我 们 可 以 假定 | 
о < | №) | < | N(a? |. 
由 R(VD) ЕНИН ЕЕ, АН о; 及 Ba 使 
«== @2 a, + В», | NCB) | < | N(a;) |. 
Ж В, +0, И a В, 使 
a; = ai Ba + В, | N(B) | < | М(В,) |, 


+e. фо оконное 
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A= [a, а] = [а], 
EFE, 
定理 3. НАЯ ЕР: 
Яр, R(V—2), RO -3), R(V/—7), RCTI). 
Ж: 1) # D=2,3 (mod 4). М ó = r +s D, K = x + y V D, Я) 
(2) АМЕР г, ғ 有 有 理 整数 х,у 使 
[CC 一 人 一 DG 一 7 <1. (3) 
ER r= += +, Bia (3) 可 得 
ірі <L № 1D1<3 
RE |D| 23, 上 则 В(УБ) (D < 0) НЯ. 
KHERA rs 屋 有 有 还 整 数 х, у 使 
0-16, 15-0165, 
故 对 D = -- 1, — 2, 
C-D- 1р1 <1 
HR,HA ВИП, ВИ ЖЕНЯ. 
2) # D=1 (тоа 4), ЮН 
6=++sVD, k= + ü + VD), 
故 得 
2 25) DG— Tl < 1. (4) 


1 
16 
故 党 D 三 1(mod 4) FF, Е З ВЕУ = BEKAS IE И ЫЫ RC(V 一 3),R(V 一 7),R(V 一 1l). 
反之 , 因 篇 对 任何 有 理 数 r, AARRE х,у 使 


+121 < 1, р [D| < 15. 


1 1 1 
|2—y| <>; [я у |<, 
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06—30) р у «1 < 1 


ЕЕЕ E GF, ЕН, 
前 节 已 经 算出 (4—19) ЖЖЖ 1, BEER ян НЕ, ЕД 
AFKEER Е Ў ЕТЕ. 
由 定理 12.15.4 TARAA RARR а ЛЕНИ BE 
ВАЖЕН E | 
D = — 1, — 2, — 3, — 7, — 11, — 19, — 43, — 67, — 163, 
HJ RG/D) Ж, Нл, Mk ЈЕ, Bi: D < 
<—5.109. | | 
关於 实 欧 氏 域 的 问题 ,有 次 之 定理 : 
定理 4. R(v 万 ) 当 且 仅 当 
D = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73 
ВР АШКЕ, 
ЖАЎНА НАЕ ME, KKK. 
ШЕЕ: БУГАН ОЙЛО, kS Bs: AR ВДВ ЖЇК 
ВЕНЕ. 此 问题 基本 上 是 由 Davenport 最 和 后 解决 的 ， 
$ 16. 判断 Mersenne KESER Z Lucas 休 件 . | 
” 今 先 使 定理 9.6 在 二 次 域 RVD) (D > 0) 中 更 精密 化 ,由 定理 10.3 H, 
知 可 将 至 体 有 理 素数 依 (会 ) = о, 十 1,— 1 TARER. 以 а зв (2)= 
=1 ZRK M 4 = QÑ; 以 + зна ( 今 )= 一 1 的 素数 , 则 r 本 身 在 R(/D) 
РОЗА. 由 定理 9.6 уа, q + a, ДІ 
а4-1=1 (mod9), - (1) 
ХФ r+ a, Н] 


а’ -1 三 1 (mod r). (2) 
SAER: 


定理 1. № q, r ЭЭЛЖ) 2, ж q + aÍ, E 


aeq-1= 1 (њод), (3) 


一 
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K rta, HJ 
x+ =N(a) (modr). (4) 
HRA (1), (3) 等 价 , 而 由 (4) 可 得 (2)， | 
ФЕ: ар 
А+У д 


Е a=a tb AS, 
Н a,b ЕЯ, АР р 篇 任 一 奇 素 数 , 则 由 Fermat 定理 可 得 


— AP (У A)’ 
с? == а? + БР —— - 


=a+(a+() va) (mod P). 
KE p= q, А) 


b РЕ ， 
=a+ (А+А 2 Уд) = 


at= а (mod q) э 
序 得 (3) Ж; p = r, А] 
оа (тод), 


ВИ (4) =. 
TWA р 0958088, Mersenne $t 
| M=M,=2 – 1 


B# RVA) 中 有 一 单位 数 e, WA N(e) = 一 1, А 


т тт 


WHEA. #5 A > 0, 使 


其 中 s 2% в МН. 
定理 2. м ВЕЕРА 


ro-1 三 0 (mod M). (6) 
证 : D Ж M 是 一 素数 . 由 (5) 可 知 M 是 一 +. 由 定理 1 可 知 
єМ+1 = — 1 (modM), 


ET p PT ша (в? 十 1) = 
= PT M+ уур (њой М). 
2) 假定 M 非 素 数 , 则 M 可 分 解 篇 
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M = gi grr. 
ЊУ (5) 的 关 傈 , 故 M 的 素 因 子 中 必 至 少 有 -- + 存在 。 因 М, TAn 


-1 ‚2—1. 
627 4 &? ==0 (тоа М), 


ВИЕ | 
8 =-1 (modM), (7) 
平方 之 可 得 
62? 三 1 (mod M). (8) 
пф = M 的 一 个 素 理 想 数 因子 ,而 命 ! 表 最 小 的 正 整 数 使 
e 三 1 (тоа) 


者 , 刚 由 (8) 式 可 知 中 28+1， 而 由 (7) 可 知 1 = 2241, 
# p 是 某 一 个 q 的 因子 , 则 由 定理 1 已 知 
s 1T (mod%), 
故 2?+i|g 一 1, {Н q Ж M 的 因子 ,不 能 大 从 M， 故 此 式 不 可 能 ， 
E Ф 是 某 一 个 r, 再 由 定理 1 可 知 


'+1Ж=—1 (той), 
2241 | 2G@ + 1), 


r= 20 m —1. 
因 < M, 所 以 必须 m = 1, r = M, ШМ 得 一 素数 ， 
fJ. & Aa = 5, =+ (1 + 5). 因而 得 出 
| __ 22-1 __ 2p—1 

fp-1 = (2 (1 十 5 ) ) +(> (1—У5 )) . 

ДА P 一 7, M, = 127, rm (m = 1,2,3, 4, 5, 6) 对 模 127 2. ЗЕЕ 
3, 7, 47, 48, 16, 0, 

改 127 ЖЭК. НЯНЕ АВЕ, ЖЕНЯ. IMER 
Я 687 位 数 Mosi = 2 全 一 工 是 素数 时 ， 此 定理 显 出 其 作用 , ШЕЛ ре 


长 之 计算 ， 惟 此 种 计算 已 电大 用 计算 机 可 以 算出 之 和 范畴。 在 数论 中 找 出 大 的 
Mersenne 数 是 苗 是 素数 ,一 般 即 用 此 类 方法 . 


$17. 不 定 方程 . 
代数 数论 之 重要 进展 之 一 一 一 理想 数 之 创造 乃 研究 Fermat 问题 之 产物 . 


504 数 ЕВ іН B| 


SERS ВЕЕТ Е, Jt ЧН a sr Sa tika ИНН. Gy p ЖЖ, 
p = е0, AURE RO) НЕС 

| E + 9 + (P= 0, Eneo, (1) 
则 Fermat 定理 当然 成 立 。 而 在 RO) 中 E + 2? 可 以 分 解 篇 一 次 式 , 故 问题 
ЮВА. Ш Kummer 研究 Fermat 问题 之 起 点 ,但 主要 肉 点 在 於 整数 之 唯 
一 分 解 定理 不 复 存在 ,Kummer 即 由 此 而 创造 出 理想 数论 , 演 科 至今 ,已 成 篇 数 学 
ЖН РЗ od 

ҮМ Kummer СЕЛ ЕН, ЖИЛЕ К(р) НМЕ pay yr h, 
必需 Kummer 之 一 深刻 定理 才能 解决 Fermat Е. ПЕНН: RO) 中 之 
一 个 单位 数 s 是 另 一 单位 之 р ЛЕНЫ 。 与 一 有 理 数 对 模 
(1—2)? БН. 因此 本 书 中 仅 能 洪 两 个 极 简单 的 例子 而 已 , 

TEL Æ RW- Е 

Etty =12, ЕТО. (1) 

ЖЕ: ÆR КО/-1) НИЕ ЕНЕ, ВЕНЕ ЕК, A 
ЮА ЗЕ ШЕН РЕЛЕ (6,07) = 1. 

1) 命 4 二 1 一 i, ДА нА, Ш А = — 2 与 2 = ;( — 0)? 
相 和 结合 。 НИК М) = 4, 故 ROTT) АРАВИЯ ИИС — М mod 2 
| 0, 1,5 1— i. 

由 於 0,1 一 i 是 А 之 倍数 , 故 任 一 非 4 之 倍数 之 整数 a VB ee 


e= 1 或 š (mod), 
21 | 
a=1+BE 或 а=; + ВА, 

故 有 

a 二 1 (mod), | (2) 

РЕНИ ё, 7, г 适合 (1) 式 , 则 &,7 中 必 有 一 入 1 ЗИ, Ж 

车 不 然 ,由 (2) 及 (1) 可 知 | 

2=1* (mod 45), 
由 2 = А, Ec Ат, 命 7 = Ау, 上 则 必 ¿+ y, BE 


1А2 == (mod А), 
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Вр 
у? =: (mod А»), 
FP Lh (2) 式 可 知 
| = y= — 1 (mod А). 
НБ УЖ НЕЁ Е, С 6, 7 PUAA АЕ, УНЫНИЯ, 故 不 妨 假 
Ж АЕ, Е = А0, n 2 1, À f 6， 如 此 得 出 
А" 8% = 12—17 al, 4+5 (6,72) = 1. 
2) АЕ ЕН. КМ ДЇ) 中 无 整数 б, т, 7 使 
в А" 0 = т 9, в 篇 单位 数 ， À + 07, (8,0) =1 n21. (3) 
КНН F — 2k: 第 一 步 : Ж (3) 式 有 解 , ДР n 之 2; 第 二 步 : Ж (3) 式 
对 s 有 解 , 则 对 ”一 1 BAR. 於是 得 出 矛盾 的 结果 ,而 得 定理 . 
EARR д, т, 7 使 (3) 式 成 立 , 则 必 2 + т. ҖЫ NA) = 2, # тй 
1 ЕВ, modà. MZA 
IT 一 1 十 人 /人 ， 
平方 之 得 出 
| T? = 1 + 2мА + р? А =1 + A (mod №). 
又 由 (2) 式 可 知 ` 
| 7 =1 (modA6) ， (4) 
СЕН (3) 得 | 
0 = eA” 84 ЕЕ г2 — RR (mod), 
所 以 必须 Ам, Ж 
7? = 1 +}, (5) 
r2=1-+ 222 + 5 t= 1-+ А р( + >), 
H v, i 十 v ХХ, mod 2, Ж 
G о) 0 (mod), 
因此 得 出 | 
12=1 (њой 4°). 
由 (3) 及 (4) 可 知 
e А9 == z2 — 7! == 0 (mod 2°), 


“所 以 必须 п 2 2. 


«ЕЖ д, T, 7 ДЕ e (3) 式 ; 而 n 之 2, НУ 


506 o 论 Җ B| 


s A 8% = (т — 92) G + 77). 
H (5) 式 得 
+= 1 (modà, 
另 一 方面 ,由 於 А + 7， 则 得 


12 一 (1 十 KX2 三 1 (mod2). (6) 、 

故 有 | 
т—7%=0 (mod X), т+?%=2=0 © Gmod 22. 

2$ 

2 2 

= | =) = (== вт) =1, 
ИЕ 
— 72 2 
s Д%\#-1) 54 = 一 1 (7) 


可 以 得 出 AOD 必须 整除 此 二 因子 之 一 。 不 妨 假 定 АСТ 能 整除 后 一 因子 ， 
К, НИХ 17 К; 7 朗 合 所 求 。 由 《7) 可 以 得 出 


— 72 | 2 
i a Se,- т = є. А-0 фі (At Фе, (о, Ф) = 1), 


此 不 E13 Є; 是 两 个 单位 数 ;, 故 
; 72 — 21] 一 一 4(л-—1) 4 4 
17 == ny == e> À 9 — є с*, 
é | | 
7? — 8; 5“ = є; № gp,, 
此 处 es = — 1, е = 学 也 是 二 单位 数 . 
ШЖ n> 2, А # о, шщ (2) 式 可 知 


7? = e3 (mod 4), 
由 《6) 得 
1 = Єз (mod А?) А 


ik @ 必须 是 十 1 1, 而 不 能 是 +; Ë 
64 А-0 pt == 123 ot, А + фо, (Ф, о) = 1, | 
洲 取 上 面 的 负 号 , 则 第 二 步 的 目的 已 过 , 堵 取 下 面 的 正 号 , 则 可 以 27 代 7, 仍 得 
同样 的 结论 . | | 
定理 2， 在 R(p) (p = —+ ТУЗ) нае 6,7,¢ 使 
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ё35 + 3+3=0, ТСО. | (8) 
证 : R(p) 仍 篇 一 音域, 故 可 假定 (&, 7) = 1. 
1) @ 4=1—р, }  1—р0%=—р%(1—) =— p, 而 МА) = R =3,. 
之 ; 故 若 人 + е, H 
£ =+ 1 (mod). 
АЕ HB | 
ёЗ= + 1 (mod №). (9) 
车 能 证 明 取 + 号 之 情况 前 足 , 芋 不 然 可 以 —ё 代 而 得 出 同样 结果 fr 
£ = 1 + ВА, 可 得 | | | | 
8 — 1 = (£ — 1) (€ — р) (€ — p’) = ВАСВА + 1 — р) (ВА + 1 — р) 
= ВА(ВА + А) (ВА — 22) = А В(В + 1) (В — о). 
НК B, B + 1, B — о? \ mod ERARA N(4) = 3, KEIKHLASAN 
是 À 的 倍数 , 因 之 得 到 , 潜 АНУ, BHH 7 
3541 (mod), (10) 
邻 若 At EnC, RUS 
0=£ ++ 273 + = L1+1-+1 modh’). 
各 种 变化 仅 得 +1, +3, 无 一 是 № 的 倍数 , 故 ё, л, С НИНА. 
命 之 篇 
| б = А y, п > 1, АРУ, 


Ро, (6,7) =1, Aty, n>. 
2) АЕ Яо ESE. R(p) 中 无 整数 E л, у 使 
+54" үз = 0, G@ m = 1, АФУ nl, (11) 
Ж в 是 一 单位 数 . 如 定理 1, ИННЫ: 第 一 步 : 车 (11) 式 有 解 , BH 
必 n2 2; 第 二 步 : 车 (11) 有 解 , 则 以 一 1 代 ”和 后 所 得 之 方程 也 有 解 ; 认 是 
将 得 到 矛盾 ,而 者 出 定理 : 
# (11) 有 解 , 则 由 (10) 可 知 
— є 43° уз == &3 + %=1&1-+1 (mod 17). 


- 


_ 508 数 ЕВ “说 B| 


因 篇 十 1 十 1 及 一 1 一 1 非 + 之 倍数 , 故 可 知 
— в А" уЗ =0 (mod 2), 

Вр „>22. 

设 ЕТ, ү B (11) RMR 1= o= 02 (mod 4), 

Е 7=Е- руё + р?) (mod А), 

K eP =E EP = (£ + T) (Е + РП) (ë + ро) ШИБЕ 1 2 8 
Ж. | 

ЗОКИ ET EEEL S TPT ж, (г, т) = 1, ж СЕТ _ 
-EPI y, р гы -EEPL = 一 6 (ЕТ, ETET), 类 似 地 


иян (ET) 一 及 (人 让) 一 ањ 


E+7 +o) +p 
= 1 я 


之 三 因子 中 必 有 一 篇 ja-0 的 倍数 ,不 妨 假 定 EE 能 篇 la-D 整除 (不 然 ,可 
以 ру & р?) К Т), 
£ 7 = e ÀA р, £ + ру = e, w, £ + p= в; ho, (12) 
此 不 Ep є, єз ЖМК, р, о, o 是 两 两 互 素 的 整数 , 且 扰 一 起 1 之 倍数 ， 
由 (12) 可 知 . 
0=& + + (Е + 07) + PE +H eI 
= в, ÀT? дЗ + рє, A? + р? єз оз, 
邵 得 一 形 如 
05 + в, 03 - e ROD из — 0, (2, 5) =1, ¿+ n (13) 
之 方程 ,此 不 e, є; 也 是 单位 数 ， 
由 《13) 可 知 
0 + 64 6820 (modX), 
再 由 (10) 可 知 ， | 
1-4 ==0 (тоа А), 
而 各 个 单位 + 1, + p, + p? REB в. = + 1 FERWAR, ВОИ в, = 41, 
於是 (13) AXA (11) 之 形式 ,但 n 已 换 篇 п 一 1, KENGE., 
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$18. Ж. | 

НЕВЕ B — B ЕН Y PH ЁЛ 一 100 < D< 100 的 二 次 域 的 束 
Ж, Е се n — АОС СЕ 
等 。 而 在 第 二 个 表 中 更 给 出 了 о 的 连 分 数 表示 与 域内 的 基本 单位 数 。 ВЕНЕ 
之 : | 

表 工 中 第 一 烈 的 各 数 需 D 的 数值 ;第 二 列 篇 域 RCVD) 中 的 o (о 的 定 
闵 见 定理 4.6) ;第 三 列表 示 域 的 基数 А; 第 四 烈 中 各 理想 数 代表 域 ROD) 上 
的 理想 数 类 :第 五 列 答 出 过 些 类 问 的 相互 关 傈 ; 第 六 列 中 各 二 次 型 代表 与 理想 数 
ЖЕНЕ ЖЕ НИЯ НЕЕ НН. 

жп 中 第 一 列 , 第 二 列 仍 是 D ИЕ RVD) 中 的 о; 第 三 列 中 的 各 
连 分 数 当 D БЕ Б ЖЕЛИНЕ o 的 连 分 数 表示 , 而 当 D 内 合 有 不 等 从 1 
的 平方 因子 时 , 则 是 VD 的 连 分 数 表示 ; 第 四 列 是 域 的 基数 ”和 A; 第 五 列 中 的 
x +y VD, & D 篇 无 平方 因子 数 时 ,是 R(VD) 内 的 基本 单位 数 7, 而 当 D 
内 含有 平方 因子 时 , 则 县 | 

и — у? D = +1 

KHEDE S I ŒE zt у) = — 1 ЖЖ, ДЕ + y VD М хур = —1. 


ЖЖ x, у Ш x 一 yD = +0; RANE N(x +y VD); ЕЖЕ R 


(V D) 上 的 理想 数 类 ОЕ); ЛЗ ААИ: ат 
ВАННАЯ ОСЕНИ АО 2090; РАН У ААВ. 
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—14 


—15 


— c m u + 


—25 3 


—7.2 


(1) 
(2,1+ 二 5) 
(1) 
(2, —6) 
(1) 

(1) 

(2, v —10) 
(1) 

(1) 
(2,1+V —13) 
(1) 
(3,2+Y —14) 
(2, —14) 
(3,1+%/—14) 
(1) 
(2,1+%) 
(1) 
(3,2+V —17) 
(2,1+%/17) 
(3,1+Y 一 17) 
(1) 

(1) 
(5,3+V —21) 
(з, 一 五) 
(2,1+ V —21) 


В 


| ха +y? 


2х2 + уз 
ха ху ty? 
5х + yà 
3х? + 2ху + 2y2 
ór? ty? 
3r? + 2y? 
2х2 4+ ху- у? 
10х2+ у? 
5х24-2у? 
Зхэ + xy 十 二 
13х%4- у% 
7х% +2ху + 2у% 
14х1-+- у% 
бул +4ху +3у% 
7х®%+ 12у 
5x3 + 2ry-+3y 
drit ryty? 
Зх? + Зху + 2у? 
17 + у? 
7х? +4ху + Зу? 
9х2 + 2ху + 25у 
бх? +-2ху +3у? 
502+ ryty’ 
+215? + у? 
бх? бху +-5у? 


7х2 4- Зу? 


112+ 2ху +25? 


+1, +1, +1 
—1,—1,+1 
+1,—1,—1 
—1,+1,—1 


А 


， 
` ta ИШ 
1. m- — ьн. ИРИСИ инь i ы э м алы, е 


р w 

—22 V —22 
1+ V —23 

—23 5 

—26 V —26 

—29 V 

—30 | vV —30 


1 — 
—31 SG +v-31) 


— 33 А М —33 
—34 | уи 
ди 


£ T 2 = К É 数 


= I (м) 


—25.11 (1) o 
(2, 一 22) 
一 23 D _ 
(21 MERA =) 
2 
(2 ни) 
| ° 2 
—23.13 (1) 
(5,3+ V 26) 
(3,1+ V —26) 
(2, —26) 
(3,2+ —26) 
(5,2+ v —26) 
一 22.29 (1) 
(3,2+%/—29) 
(5,4+ V —29) 
(2,1+/ =) 
(5,1+у —29) 
(3,1+ —29) 


—23.3.5 (1) 


(2, 730) . 
(g, 二 30) 
(5,v 一 30) 
—31 (1) 
(2,0) 
(2,1-+ ceo) 


—2°.3.11 (1) 


(2,1+ —33) 

(з, —33) 
(6,3+ —33) 

—2%17 O o 
(5,4+ 734) 


а J W 


二 = 型 


АЗ 22.3 + у? 
4 115% +2у2 
Ј бх? + ry ty? 
р 4ҳ24-3ху + 2y3 
/ 3х? + 25у 25у 
р 26х% + у? 
]* 7х3 +бху +5у? 
r 9x? +2ху +3? 
P 13х%1-Е2у 
д 105 +4ry +37? 
] бу? +4ry +597 
р 29x + у? 
六 1142 +4ху + 3у% 
]4 9x2 十 8ry + Бу? 
P 15r? +2ry+2y? 
P 6x? + 2ху + 5y? 
j 10r? +2ry +3у? 
AAi 30r? + у? 
АА, . 15х%1+2Уу3% 
A 1022 + Зу? 
А | бх? + 5у? 
в 8х2 + ху + y2 
Р 4х try +25? 
] 5x3? +3ry + 2y? 
АЗА? 3322 ty? 
АА: 1712 +2ху + 2y2 
Ai 115% + 3y3 
4 7х2 + бху + бу? 
J 34х% + ya 


В 10х2 4-8ху 十 592 
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特征 系统 


+1, +1 
—1,—1 
+1 
+1 
+1 
+1, +1 
—1,—1 
+1,+1 
—1,—1 
+1,+1 
—1,—1 
+1, +1 
—1,—1 
+1,+1 
—1,—1 
+1,+1 
—1,—1 
+1, +1, +1 
—1,—1,+1 
+1,—1,—1 
—1,+1,—1 
+1 
+1 
+1 
+1,+1,+1 
—1,—1,+1 
—1, +1,—1 
+1,—1,—1 
+1, +1 
—1,—1 


р | с | A x 理 想 数 | 类 = 次 型 特 微 系统 
—34 | | (2, —34) Л 1724 2y? | +1, +1 
(5,1+ A 34) ] 7X2 十 2xy 十 578 —1,—1 
—35 | Larv 5) —5.7 (1) 4% 9х? +ху+уї | +1,+1 
(52+У 5) А Зла +5ry+5y3 | —1,—1 
—37 V 37 — 2.37 | (1) Aš 37х% + y +1,+1 
| (2,1+ 二 37) A 192? +2ху +2у? —1,—1 
—38 | 4/38 —28.19 а) F° 38r? +y? +1,+1 
(3,2 ++ —38) Г 1422 +4ху +33 | —1,—1 
(7,2+ 一 38) 1° бх? + 4ху-Е7у% +1, +1 
(2, V —38) P 19x3 +2y? —1,—1 
(7,5+ V —38) J 9xa 二 10xzy 十 793 | +1,+1 
(3,1+ —38) ] 13x3 十 2xy 十 3y2 | —1,—1 
-3 [14/28 —3+43 (1) j 10r?+æy+y3 | +1,+1 
(2,1+ o) P бх? t 3ry 4-2у% —1,—1 
(3,1+ o) P 4x3 十 3xy 十 373 +1,+1 
(2,0) 7 502+ ху + 2у? —1,—1 
—41 | ия 一 22.41 “= J? 415% +y? +1, +1 
(3,2+/ —41) r 15х*+4ху +3y? | —1,—1 
(5,3 +V —41) Je 10r? +6xy + 5y? +1, +1 | 
(7,6+V —41) | P 1lx? 十 12xy 十 7y3| —1,—1 
(2,1+V Z471) Ja 21х%+2ху+2у2 | +1,+1 
(7,1+/—41) | Jš 6r? + 2ry+7y? —1,—1 
(5,2+V 一 行 ) P 9х%ї+4ху+5у% | +1,+1 
| (3,1+V —41) 7 14r? +2ху 4-3у? —1,—1 
一 42 | y —42 —3.23.7 (1) АЗ? 42х% +y? +1, +1, +1 
x (7, V —42) АА, бх%®+7у%® `|+1,—1,—1 
| (3,V —42) А, 14233  |—1,—1,+1 
| (2,7—0) А. 215% +2у1 |—1,+1,—1 
—43 та +043)  —43 (1) 1 1142 + хуу? +1 
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ж I% 
JE 想 数 | ; | 次 型 | ЖЖ 
| ПОНИ ЗОО ОО 
—46 | V —46 —28.23 (1) - j 46x? + уп +1,+1 
(5,3+ 1—46) P 112% +бху+5у? | --1,—1 
(2 =) | P 23x? +2у? +1, +1 
| (5,2+% 46) / ‚| 105% +4ху +5у? —1,—1 
—47 G+ —47 (1) Р 1242 + ху +y? +1 
(2,0) Г бх + ху +2y2 +1 
(3,2+0w) | P бх? 4-5ху 十 3y3 +1 
(3,0) J _4х%-„ху--3Зу% +1 
(2,1+ф) J 7х®++3ху + 2у2 +1 
—51 AA+ 5D 一 3.17 (1) A? 1341 + ry +y? +1, +1 
(3,1-+ сд) A 5х2 4+-Зжу +3у% —1,—1 
一 53 | 4253 —2%,53 (1) 1 53х% + уз +1, +1 
(3,2+ —53) г 19% +4ху-+ 3: | 一 1 一 1 
(9,8 +4 =53) ]* 13x3 十 16xy 十 9y2| +1,+1 
(2,1+V —53) J? 27x? +2ry+2y3 | —1,—1 
(9,1+V —53) P | 6х%+2ху+9у% | +1,+1 
(3,1++/—53) 7 18r? +2ry +351 | —1,—1 
—55 а +Ww-55)| ”一 5.11 (1) jt 14х# + ху +y? +1, +1 
(2,1+) | P 8х +3ху + 2y? —1,—1 
(5,2+%) | р 4х? +5ху + 5у? +1, +1 
(2,0) 7 ~ 7x? + ху 25у? —1,—1 
—57 4—57 — 3.22.19 (1) АЗА? 57х + у? +1, +1, +1 
| (2, 1 +v —57) AA; 29xs 十 2xy 十 2y2 | 一 1, 一 1, 十 1 
(з, у =57) А, 195% +3у1 |+1,—1,—1 
(6,3+ у —57) 4 11х2+6бху + бу? | —1,+1,—1 
一 58 | V —58 —23.29 (1) A? 58xa 十 ?2 +1, +1 
(2, —58) A 2 29у%+-2у% —1,—1 
-59 arv] —sə а) в | erate | + 
(> +) b 7xa 十 5ry 寸 393 +1 
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—65 


一 60 


一 52 


М 65 


—66 


—22.61 


—23.31 


—21.5.13 


—23.3.11 


т 想 Ж 


(з tr) 
> 2 

(1) 
(5,3+V —61) 
(5,2+ 61) 


(7,4 + —61) 


(7,3+ V —61) 
(2,1+%у/61) 
(1) 
(3,2+%/—62) 
(7,1+%/—62) 
(11,2+V 62) 
(2,762) 
(11,9+%/—62) 
(7,6+/ 62) 
(3,1+ V/—62) 
(1) 
(3,2+у —65) 
(9,4+V —65) 
(3,1+V —65) 
(11,10+V —65) 
(2,1+/-65) 
(11,1+//—65) 
{5,/—65) 
(1) 
(5,3+ V 66) 
(3, —66) 
(5,2+у 一 66) 
(7,2+ 巡 二 66) 
(11, —6в6) 


二 次 型 


5x3 十 xy 十 373 
615% +у? 
14x? + бху +-5у? 
13:2 + 4ху + 5у% 
1147 +8ху +7у? 
10r? +бху +7y2 
3141 +2ху +2у% 
62r? + у? 
22х% + Ary + Зу? 
9х2 +2ху +-7у? 
öx? +4xy ++ 11у 
31х? +2у? 


+1 
4-1, +1 
+1, +1 
+1, +1 
—1,—1 
—1,—1 
—1,—1 
+1,+1 
—1,—1 
+1, +1 
—1,—1 
+1, +1 


1321 +18ху +1134 —1,—1 


14r? +12ху + 7у? 
21r? 4+2ху +3у? 
65x3 +y? 
23х% +4ху +3у? 
9r? + 8ry + 9у% 
22x? +2ху + 3y? 
15х#-+-20ху +115? 
33х®-„2ху-++2у% 
бх? +2ху 4-11у? 
1322 +5у? 
ббх? + у? 
15x? + бху + 5у? 
22х% +3у? 
14? +4ху 十 573 
LOr? +4ху +7у? 
бх? +11у? 


+1, +1 

—1,—1 
+1, +1, 4+1 
—1,+1,—1 
+1, +1, +1 
—1, +1,—1 
+1,—1,—1 
—1,—1, +1 
+1,—1,—1 
—1,—1, +1 
+1,+1,+1 
—1,+1,—1 
+1, +1, +1 
—1, +1,—1 
+1,—1,—1 
—1,—1,+1 


ETRE К йй в Л ЯП 


= I (8) 
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A | 理 想 数 | Жи 二 次 型 бсш А 
—66 (7,544 —66) | AJ 13х®%®+10ху-Е7у* | +1,—1,—1 
(2, /二 66) A 33r? +2у? —1,—1, +1 
1 — 
—67 |у(1+\/'-67) —67 (1) 1 1752 + ху + у? +1 
一 69 一 69 —22.3.23 (1) 1 69x3 +y? +1, +1, +1 
(7,6+ V —69) J 15xs 二 IT2xy 十 7y2 | +1,—1,—1 
(6,3+у —69) Р 13r? +6xy + бу® | +1, +1, +1 
(7,1+ V 69) 7 10xz3 十 2xy 士 ?72 | +1,—1,—1 
(5,1+у —69) AP 14xa 十 2xy 十 5y2 | —1,—1, +1 
(3, —69) AP 2353 +3уї  |-1,+1,-—1 
` (5,4+V —69) AJ 17х* +8ху +5у% | —1,—1,+1 
(2,1+-у/ 69) А 352% +2лу--2у | —1, +1, —1 
—70 | М—70 | 28.5.7. (1) DA 70х%+у1 |+1,+1,+1 
(7, —70) АА, 1048472 |—1,—1,+1 
(5, —70) Ах 14х24+5у? +1,—1,—1 
| (2,% —70) А 352 +-2у? —1,+1,—1 
1 — 
—71 2 (1 十 w -71) —71 (1) F 7151 4- уз +1 
(ax 7) р 102? +3ху + 2у? +1 
(5 v =) x р 6r3 4 7ry +5у% +1 
(==) А 8х® + 5ху--Зу* +1 
(Ул) P бл try +3y? +1 
(5, sxi) P 4х2 +3ху +5y3 +1 
HY) 7 9r? 4+- ху +2yŠ +1 
—73 | VB —23.73 (1) ]* 7352 +y? +1,+1 
(7,5++/ —73) J 14x34-10xy+7y*| —1,—1 
(2,1+ —73) р 374% -22у+2у% | +1,+1 
(7,2+ V —73) J 11х%+4ху+7% | —1,—1 
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= I G) ` 
р | w | А инк | 类 | к ш | ажи 
| | | 
—74 | V —74 | —23.37 | (2) | j 74r? + у? +1, +1 
(11,6+у —74) j 10x? +12ry+11y| +1, +1 
(3,1+ —74) P 25xs 十 2ry 十 3y2 | +1,+1 
(3,2+ V —74) а 26x2+4ry+3y | +1,+1 
(11,5+у/—74) J 9х%+10ху+11у#| +1,+1 
(5,4+V —74) AJ 18% +8ху+5у | —1,—1 
(6,4+V —74) AJ 15х%+-8ху+бу* | —1,—1 
(6,2+ 一 74) АЈ 1341 +4ху+6уї | —1,—1 
(5,1+% 74) 4] 15х%+2ху+5у®%| —1,—1 
(2, 74) 4 37х%--2у% —1,-1 _ 
一 77 4/97 242.7 .11 (1) j’ 77x? +y? +1, +1, +1 
(3,2+V —77) ik 271 +-4ху +3y° | —1, +1,—1 
(14,7+V 277) k 9r? + 14ху 十 1473| +1, +1, +1 
(3,1+V 277) / 26х%+2ху 十 372 | 一 +1, —1 
(6,5+у/—77) А]? 17х53+10ху-++бу* | —1,—1, +1 
(7, =77) 4]? 11xs 十 773 |+1,—1,—1 
(6,1+ /—77) А]. 13r? +2ry +6у? | —1,—1, +1 
(2,1+v 77) А 3902 4-2ху +2y* | +1,—1,—1 
—78 Y 78 —23.3.13 (1) А? Аі 782 + yà +1, +1, +1 
| | | (2, —78) АА, 395142 |—1,—1,+1 
(13, —78) 4, 6x2+13y2 +1,—1,—1 
(3,v 一 78) А 26414358  |—1,+1,—1 
一 79 La +w-79)| —79 (1) j 2052 十 xy +y? +1 
— -2 ки) 六 10х2+ху 十 278 +1 
(5,227 J° 8xz3+9+ry+5y2 +1 
УЕ) a | шш» | а 
| 人 | 11za 十 3zy +-2у% +1 
| 
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z 10%) 


пик | Җ == 


+1, +1 
—1,—1 


—82 | V 一 82 一 23,41 (1) j‘ W. 
(7,4+ —82) P 14r? +8ry +7y’ 
(2, —82) ]* 41xr2+ 2y’ -+1, +1 
(7,3+%/ 一 82) ] 13х? + бху +7? | —1,—1 
一 83 за TV-83) —83 (1) J 2152 ry у? | +1 
| 


—— .... U U 


(ху ) 


(з ув) 
? 2 


G) 
(5,V —85) 
(10,5+/—85) 
(2,1+ v =85) 
(1) 
(3,2+V —86) 
(9,2+ —86) 
(5,2 + —86) 
(17,13 +v —86) 
(2, —86) 
(17,4+у —86) 
(5,3+у —86) 
(9,7+ 一 86) 
(3,1+ 妇 一 85) 
(1) 


=) 


Jš 9ri+5+ry+3y3 +1 


/ 7х% + xy Зуй -十 1 


—85 | VC 2.5.17 АЗА? 85ха+уз | +1,+1,+1 
АА! 17 ха +5у? —1, —1, +1 
A 115% +10ху+10у3 +1, —1,—1 
A 43х%-+-2ху-+17у%* | —1, +1, —1 
—86 | v —86 — 2,43 ро 86х51 + ya +1, +1 
P 30x2 十 4xy +37? | —1,—1 
J 10x*+-4ry+ 9y8 +1, +1 
Ы 18х2 +4ху+5у —1,—1 
р 15х* +26ху+17у +1, +1 
В 4353 +2, —1,—1 
1 '6x3 + 8ху +1773 +1, +1 
P 19x7 + бху +5y° —1,—1 
p 15r3+14ry+9y3| +1, +1 
/ 292+ 2ху 十 373 —1,—1 


1 — 
—87 |5 @+\-87| -3.29 1 225 + ху +y’ +1, +1 


в 12r? -+3ху + 2у% —1,—1 


2 


(75L) 


用 4х2 + 5ху +7у% +1,+1 


2 


(a 288) 
Тес; 


2 


Jš 8х2 +3ху +3 —1,—1 


P бх? +9ху +751 +1, +1 


—- “ — ——- —————— 24 
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5 I 
р | w | a | яак | ж 二 ж 型 ”| 特 微 系统 
一 37 (2—8) ] 1152 +ху+2у | —1,—1 
—89 | V —89 一 22.89 G) pa 89х®- уй +1, +1 
(3,2+V 一 89) ра 31х%®+4ху+3у% | —1,—1 
(17,9 +V —89) рә 10x*+18ry+17y* +1, +1 
(7,3+/ —89) ° 14х%-}+6бху-Е7у% | —1,—1 
(5,4+%/ 一 89) J* 21х%+8ху+5у%* | +1,+1 
(6,1+V —89). J: 15x34 2ry+6y —1,—1 
(2,1+ 一 89) f° 45х% + 2xy 十 2y4 +1, +1 
(6,5 + —89) l 19r? +10xy+6y?| —1,—1 
(5,1+Y —89) j 18х%-_2ху+5у% | +1, +1 
(7,4+/-89) Ро | 15248ху+7уя | —1,—1 
(17,8+у 一 89) Ја 9х2 +16ху +17у | +1, +1 
(3,1+ V 289) ] 30х%#+2ху+3у# | —1,—1 
—91 1+ —91 —7,13 (1) 4% 23х% + xy + y2 +1,+1 
z | 
- (=n) 4 бхз +7ху Туз | —1,—1 
—93 —93 —23.3-31 (1) А?АЗ 93x3 +y? +1, +1, +1 
(6,3+ V —93) АА, 17 -+бху-+ бу? |—1,—1,+1 
(з, V 一 93) А, 31r*+3y’ +1,—1,—1 
| | (2,1+ —93) 4 47х® +2ху +2у? _1,+1,—1 
一 94 | V —94 一 22.47 (1) j° 94ха у? +1, +1 
(5,4+ 一 94) р 222 +8ху +5y? | —1,—1 
(7,5+%/—94) Je 17x? 4-10ху +7y? | +1, +1 
(114+ 一 94) j 10° +8ғу+11у | —1,—1 
(2,0794) k 47x? +2y? +1, +1 
— | | 
(11,7+V 一时) Р 13x*+14ry+ily’| —1,—1 
(7,2 + —94) J 14r? +4ху + 7у? | +1, +1 
(5,1+4/ —94) Г 19xa+2xy+5 | —1,—1 
—95 za 十 W-95)| —5s+19 (1) | Ы | 24х% tyty? x +1, +1 
P 1 


күзү, 
ы: Mae 
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= I (W) 


12х®%+ху-+-2у* 


6x? + ху + 4у? 


105? + Sry 十 393 


6х% + 5ху +5у? 


8r? ху + Зу1 


9х2 +-7 ху +41 


13r? +3ry +27? 


ЈА 97x3 + уз 
(7,6+w 5) | р 
(2,1+%/—97) p 
(7,1+/—97) ] 


19r? 十 12xy + 7у% 


49х% + 2ху +2у* 


14х? --2ху--7уа 
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B| 


1— ‘T+ T 一 
I+ I+ “I+ 
TI 一 TI 一 
I+ 1+ 
I+ 


ASL tt 
©+-*ст— 
zd4 工 十 zx 一 
в&- арр 
«КААС 


“+2 
sf 十 sxTTF 一 
266+ :56 — 


sf 十 sx0T 一 


№ 


YD 
(T) 


(T) 


(T) 
(01,4) 


(1) 


(1) 


(T) 
(T) 


(T) 
(T) 


SL A+Y Se zz N 
FL AT 十 SF АТА 
m+ £T 
tAZ+L 
ТТ. ,4%©+ 01 ІІ: 
ОТ ⁄ +£ 2+6 
8 А+Е 
£ АЕ АТТА 
9 ATS l'E 
о) с 
£ A+ zt’ 
€ АЪТ eÇ 


[9 Te] 
[етс] 
[5 7Z] 

[9 7 5] 


[9 ЕЕ] 


[9°£] 
ттт] 


[УЕ] 


уаз 
[IT 1] 


[ZTTj 
[Z T] 


м ERGE 


л 
HA 
(ал+) 

HA 


ол 


SI 


т 


от 


ч 


— ir- аан — ——— r FT 
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а 介 # 


第 十 六 章 К Ж Ж 


I+ 


“++, 


26 +:ХхЄ1— 


ви ;x9Z— 


22+ s+— 
sf 十 zx8Z 一 
A 
《十 sxZZ 一 
ztdS5 十 《YY 一 5 一 


gf 十 MY 十 zxYG 一 


cd46T 十 sx 一 


s4 十 zxX6T 一 


zt 十 4Y 十 zx 一 
zf 十 4YZ 一 zYCZ 一 


ztC 十 《4XZ 十 sxXZ 一 


y 


(т) 


(т) 


(р 


(1) 


(1) 


(SLA+I'Z) 


1+ 


I+ 


I+ 


I+ 


I+ 


I+ 
I+ 


m+Z 
8Z ЛЕНИЕ 
ZZ AS+9Z 


92 A+S 
LATS 


10 А9 + 
ZZA Z+ 161 


0+2 


02 AZ 十 6 


6L A6E+0LI 
ЗІЛА 
ос Є 


— 


Є1*є© 


ТАА 


КОРА 


Le 


61°С 


cl 


[5] 
[016626] 
[01*с*6] 


[016] 
(Чт 


[8T ET +] 
[8 EZ ZL t] 


[Etz] 
z [82%] 
[82 “т tç ‘т ©] 
[8] 
[8 тт] 


(ве,А+ту+ 


|< 
`> 


SLA 


(ал+) 


82 


92 
Pe 


B| 


I+ “I+ <+ 88 — I (1) 1+ 88 A9+ LE | 6T'sZ [ёт 9 9] 8$ A 8 
I+ нбб | T а) І oz+5 LE єт A+ Z€ 
Т+ 1—01 |Т 602—600 — | 
I— “T+ P [Си++ ил | F (SEAI) 
То бб 
1+ I+ I+ | 64:56 — У (т) I+ S£ A+9 /*©*© [от ‘T's] SEA SE 
I—‘I— и 
т‘ һЬ4Е+44@+хт—| F I(VEATT'E) 
І+ + «АЕ et— 
I+ “I+ А-а — eV (T) I+ +£ A9+ СЄ Lite? [от °т° °т°] +£ A ve 
І-- ‘1 一 zf8 十 《4Y 一 co 一 | | . 
It I+ | 16465418 | I (т) I+ mg+ 61 TE [62%] (кєл-+т)у2 єє 
I+ + LOL‘ L'IS] ZE 
TI 一 I 一 skTL5 十 gx 一 
I+ ‘T+ af 十 szTE 一 т. (т) 1+ IEAELTHOZST | TEZ | [OLTI ESE TTS] TEA TE 
1-1-9+| мани | | 
1+ 了 一 上 一 | кб+5хс1— 1 
ТЕ | sf08 二 ex 一 
1+ “1+ I+ | of 二 sx05 一 V (D I+ 08 AZ+1TLI sZ S* € [OT “Z 5] 0 Л oe 


| w m au (CMA ала 


к | E 2 二 


522 


ОШ) П > 


523 


1—:1— s《 录 十 zx 一 
F+ T+ | а.х I (D) I+ Lr AL+ 8y ¿ys Z [21°1°с°1°9] Lk A № 
т 1— s《9+ 十 zx 一 | | | 
I+ I+ 5©+ьх9р— I (0) I+ Эр ,\8986Е-+С ЕС | €Z. [ZITTETTZ9ZTTST9] 9A 9y 
x I+ Sk /YZ+ TIT [1141] | < | 
t+ ЎЎ A08+661 | [ZFTTT ZTCTT 9] ү} - | 
一 人 一 “| sept | — 
I+ “I+ z4《 十 zx 人 一 1 (т) I+ 57 /AVISS+Z8r£ ресс |[ZTTTETSTETT9 А Cy | — 
‚т—'1—'1+ | + x 
1—I+*I—| анас | F | (4) x 
T+ 一 下 T 一 | + x 
I+ I+ I| мч | | OO 1+ | грдг+єт L*gT°E [ZI'Z ‘9] wA | Z 
I+ ck 十 4z 十 ex0T 一 | I (р т @01+/Z Т? Іст] A+) 1» 
I+ Or ЛЕ+6Т [zr 8 9j ОР : 
ТЫ “ТЫ ‘T+ |0661 《42xZ 一 sxZ 一 | . x 
I+ “I—“*I—|Z+4z¿+z61—| W |(é£ A+LI“*Z) x 
1— 1+ I—| xf68 十 sx 一 | 
IT T+ 1+ | б+%®6Е— eV (T) I+ 6£ /AF+ SZ 81:22 [1+9] 6£ 5 6Е 


I— ‘I— : ef8£ + ^— | 


1+ “I+ 
T 一 T 一 
I+ + 
T 一 下 一 
I+ “I+ 


sf+ ,x6S— 
gs4Z 十 2262 — 


sft :285— 


sftT 十 4x 一 zx 一 


gf 十 43X 十 sxyyT 一 


1— ‘T+ 1— СЪ 4XZ 一 YXZ 一 


B| 


1+ ‘1—1 
I 一 ‘I 一 ‘T+ 
| I+ “I+ “I+ 


{Е 1+ 


I+ “一 “一 
е 

1—‘I— ‘I+ 

т ‘T+ “I— 


1+ 下 十 “I 十 


524 


wat | E ж Z 


266+ © + gzYZAZ 一 


g455 十 sx 一 


sf 十 zxG5 一 


А+ *#*+,„хєт— 


ДТ в — 


є“Є+ х/т— 


¿S+ ;x— 


gd 十 sxTS 一 


I (T) т+ 65 /^69 +055 66*52 

y | (8л) 

F (Т) I— 85 AET+ 66 6Z =e Z 

I (T) I+ ооу + ТЕТ 61° 
I+ 9S AZ+SI 

y |(%л+т'т) 

eV G) I+ SS /AZT+68 11°5°5б 
I+ с 199 +58. 

1 (1) T 一 o + £ ES 
I+ ZS A06+ 659 

V | (IAA 5 

oF (1) I+ IS Z+ 06 ГА АЭ 
T 一 0SA +Z 
I+ бу А+ 

м | mas (2998 але | | 


(р) П = 


ит] 


Сетете ететт] 


6л 


86А 


ЕТТЕ] CSA+DE 


[YI Z 2Z] 


КАКА 
[yT ZT9T ZL] 
[Z+] 

LPE етс] 


[+1°4</1 
[тт Z] 
[ZT T 9] 


SSA 


(бл +тут 


ISA 


65 


85 


ZS 
95 


SS 
147 
€S 
ё© 


ые 

7 - Ие И .. 

ыы j Ф 
T i 


` 


——  . а 
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^^ 
ч, 


1—'1— I+ 
I+ T+ “I+ 
TI 一 TI 一 
T+ 1+ 


T 一 “TI 一 
I+ 1+ 


I— I I+ 


I— 1+ T 一 
ТТ *1— 
T+ ‘T+ + 


404+ zt 一 
«+ 2*04— 
«АЛ + Ax—,;x— 


А — 


ALIF x— 

st xZ9— 

CZ+ etE— 

О ХСС 

¿499-- =х— 

£ + 299 — 
zfS 十 4xXS 十 zxZ 一 


“+ &х+ gY9T 一 
AlI t gta 
zf 十 vO— 


sf AX+ IG — 


sf65+ zX 一 


aF 


T 


I 


F 


14 
F 


14 


(22 改 5) 


(т) 


С) 


(т) 


(1) 


Tz 
DAFT? s) 


(т) 


(1) 
(T) 


I+ 


I+ 


1+ 


I+ 


I+ 


0 A0E+TSZ | «24-6 


НИ ЕС: 
89 V+ 
L9 人 /965 十 zy88y 
99 A8+S9 А5 
oZ 十 / ETS 
9A +8 
29 A8+£9 TEZ 
o5 二 AT 19 
09 AP+1€ 


[IL ZL Z'L'Z'8] 


[LTT T +] 
[өт “Р 3] 


19:2. LOT SZ LL L'TTZ S8] 


[91°8“8] 


[LTL p] 
3432 


[HETS TZ] 
[4 7 z p] 
LLL Z E'L] 


0//% 


A+) 


N 


9 л 
(9+1) 


— 


— 


02 


69 
89 


29 


99 


59 
$9 


19 
09 


` —— 


B| 


526 


I—‘I— | 46+ 44+ 56@2—| G |6402“) 
I 一 ‘I 一 zs46Z 十 zx 一 | 
I+ “I+ z《 十 zxY6/ 一 el (т) I+ 62 /%6+ 08 ТАСА [9IT LT 89] 6¿ ^ 6L 
I—“I— “I+ | 6£+xZ— | | 
I+ I—“I—| &&+х6— | V | (8/,4*г) x 
I— I+ | 48/+5Х— \ 
Т+ +4 | f+er8/— 34 (1) I+ 82 人 9 十 85 ЄТ. [өтет “т 8] 8; A 8/ x 
I— ‘I— AGL AX— ,x— А 
ра | абба | 1 | @ I+ m+ 11-2 71%] (МАТ) £ LL ШЕ 
I+ 9L /v0£99 + 66/15 [9TTZTTSYSTTZT8] 9L | 
I+ S¿ ЛЕ+92 [9I TTT 3j SZ | 
т-1— | sztarle— | V | AT) x 
T+ ‘T+ sd 十 sxyZ 一 14 (T) 1— УА ¿€+ Z [9TTTTT 9] +Z A bZ | 
I+ sf 十 MY 十 sx8T 一 | I (т) I— 005Z 十 gy6 54 [LTSZTTZSTY] (@A+D+ 5 
I+ ZLAT+LI [91 “Z 8] ZL | 
1—1 eTLT а | 
I+ “I+ sc《 十 sxzTZ 一 1 (т) I+ ЛЕ ОВРЕ | Ме | [9T Z ZTL TZS] ILA 14 | . 
I+ Я ой ПОС 512— | | 
ТЕ | 42+ :62— 4 | (0/ Az) | 04 
зы x ш ж = | w | ж Bv ü (ам) а + х 


G H Æ 
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1 下 一 下 十 
I+ 一 所 一 
1— 1+ — 
T 十 “ 工 十 “十 
TI 一 T 一 
I+ “I+ 
1— 1— 
T+ I+ 


1— “TI 一 
I+ + 
I—“I— 
T+ “T+ 
1— TI 一 
T+ 下 十 


1+ *т+ 
TI 一 一 
I+ “I+ 


sfgy 十 4Y7Z 一 2YZ 一 


ихсар У BAHIZ) 
e 


zfL8 十 sx 一 
^+ ,xX/9— 
gz498 十 zx 一 
gf 十 gz98 一 
6С АХС TE— 


zf 十 47 十 zxYTZ 一 


268+ :7— 
86+ 288— 
АЕ бар+ 2192 — 
Altri — 
аел уудаа 


cf 十 zxZ8S 一 


ad9Z 十 4XZ 一 zf 一 
sdE 十 《YXZ 二 zx9Z 一 
zfdGZ 十 《3 一 sxE 一 


eV (1) 

1 (T) 

r ee) 
57 (T) 

I (T) 

{ |(z8 А+) 
и | Сл) 

5 |(гвл+т'є) 
vl (D 


1 (6 A+1'6) 


1+ 


I+ 


I+ 


I+ 


48 AS+8Z _ |605 
98 AZZIT+ 60901 
m+ [1-5 
#8 A9+SS 
58 /^6-+28 88.2 
Z8A+6 | трет 
08 +6 
Ah 


[816] 


Ephes? [81°Є*1°т“т°в“тёт“т“є“в1 


[6“<] 
[8I 9 6] 


[81661 


[81 °6] 
[91 工 9] 


вл 
98 A 


(в л+т)т 


єз А 


¿8 A 


L8 


#8 


$8 


©8 
08 


= 


е — м. м2 


B| 


528 


| 1+ 66A+OL | [81“T“6] 
. | I+ 86 A0I+66 | | [811816] 
I+ A+ 6х4 хе — | (D 1— оо8єт1+ SEOS 16 LEZ ZT HELZ Z'S] (вл+т)= 
I+ 96 AS+ 6 [87°1°Є'1°6] 
Т ‘T+ ‘T |а 0—59 — 
I+ ‘1— ‘IT— |se HAZ (56 八 +TZ) 
1—1 I+] 5S6+sx 一 | 
IT'I+ T+] “+ ь>св— (1) I+ . S6 ^b +6E 61°©°%© [т *т“*т°6] 56 人 
TI 一 上 一 “| sy6+ax 一 | тетт 
I+ “I+ gs 人 十 szy6 一 (т) I+ Y6/Ay90TZZ 十 56ZSyIZ| /ps Z |6°1°8°1°5°1°1°&°2°Т1“°6] Y6 人 
т—*т— | „268—5 | 
тъ | белег (D I+ ofg 十 ET р [6“Е*6] (56 ^+) 
I+ 26 人 0ZT 二 TSTT [8IL EZ YY ZTT 6] 
E+ 1— 'I— |z4Sy 十 4xZ 一 zxzZ 一 
I— ‘IT— ‘T+ |424 “%@+ 56р — (16 A+ 1“Z) 
т 1+ = | 96+ 
I+ ‘T+ 1+ |  4&+516— (T) I+ I6AAS9T+TYLSET [ЕТ | [81°'1°1°6°1°6°1°1°6] 16 Л 
т+ 06 02+ 61 [81°2°61 
T+ | балас (D - | 990+ 68 LHET TYS] (GA+DE 
| I+ 88 AIZ +161 [81°@*т°т°1.2“6] 
ОД 
жун | 配水 二 | № | 5 w = (a A+ а А+ х v ме эё ш Gç W o 


=. КЕИ 4 


r 
` 
a. rT  . ._ . 


# т + = 
ини 


$1. 超越 数 之 存在 定理 . 


— АВС ДНЕ. 一 组 实数 称 篇 一 个 点 集 ， 例如 : |} 


п=1,2,.. ВЕК, БОНО ВЕК. ИЛЫ а,Ь ОВС НЕЕ, 
ФЕ 1. ИЕН Ай НЕНИЯ, 则 此 二 点 集 


ИН. UZE% 及 B 中 , К 4 СЕ, В 中 有 唯一 点 与 之 对 


№, ВИЛ. 同 需 之 天保 有 次 之 三 性 里 : G) А ПЕ; G) FARB 
ШЖ, B ЖМЖ; Gü) ял 与 B,B 与 C 同 需 , 则 4 与 C FUE. 

йз. 12) = 1,2,3,… 所 成 之 点 焦 奥 自然数 集 同 宕 

Я 2. ЖАК 0 <, <1 之 实数 * 所 成 之 集 奥 般 合 於 1<у<с2 之 实数 
у ВТЕ ЖП. | | 

#2. ЛАН И ЕУЕН УШИН. 无 限 可 数 集 与 有 限 集 
ERRIRE. 

放 自 然 数 集 是 可 数 集 ，{ 人 ,a 二 1, 2,3, … ETRA, RETRA. 

定理 1。 可 数 个 可 数 集 之 禄 集 仍 篇 可 数 集 . 

Й: 命 MoMo 篇 可 数 个 可 数 集 。 更 合 


MRE 


у) G з 914 "°° 


/ L 


*#4#waeqaat aqa... 
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ЖЫ) БЕЛП: 
011, 012, 021, 013, 02, CESP C14 ， ... 


ОЕШ, 

定理 2。 有理 数 集 是 可 数 集 ， | 

证 : 由 定理 1 Ип, ДИЕВ: 0 #11 之 间 的 有 理 数 成 一 可 数 集 序 足 ， 
МОм ВОВ ЖУК, 再 依 分 子 之 大 小 排列 之 ， 则 得 


2 1 Í` l 2 1 3 2 í ... 
1° 1 4 › gÊ? ` 5 


- KEH, 


定理 3. (0,1) ZHR RRR ERATE. 
W ЖЖ, ДПА (0,1) LHR RR EHER 


Qi, 05, @3, °° 


之 形 。 АЛЕНЕ, НИТ. 


i Qi = 0. вл diz ` dint, О< а, < 9 
作 一 数 
B = 0.6, bre bae, 
此 感 | 
4н + 1, Ж О«ан&<5; 
| Ж б<&а4<9. 


В Ж (0,1) =Й ЖК, BERME И Ж 
D-FE. СЕНЕ: 在 小 数 表 示 法 中 
0.12 = 0.11999 … ， 

而 现在 В 之 小 数 中 9 及 0 ЖН.) 

HAL 求 出 定理 2 之 征明 中 (4,5) = 1) 之 地 位 ， 

WU 2. 蓄 明 可 数 集 之 分 集 需 可 数 集 ， = 

前 章 已 定义 : 一 代数 数 Е 乃 适合 方程 

а" ai 871 a mO 

之 根 ,此 处 an mw-b …， oo 是 有 理 整 数 . 车 此 式 不 可 分 解 , B а, 0, ИШЕ E 
EA п 次 的 代数 数 。 Жо = 1, ШШЕ £ RA п 次 的 代数 整数 . 

定理 4. 庄 代 数 数 所 成 之 集 是 可 数 的 ， 
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№ Ф | 
N =n + |a| t| anil + [0]. 
显然 N 22. 对 同一 N， 仅 有 有 限 个 多 项 式 , 每 一 个 多 项 式 的 根 数 也 有 限 ， 
故 有 同一 N 的 代数 数 是 有 限 的 . 此 诸 代 数 数 所 成 之 集 以 Ew RZ. 今 列 出 
E, E3, , Ey, | 
命 En Ж Es 中 之 数 而 不 在 8,,… , En- 之 中 者 所 成 之 集 。 如 此 , 则 得 


ғ f 
Е,, E30", Eys" 


篇 可 数 个 有 限 集 。 由 定理 1 可 知 其 煽 集 需 可 数 集 。 定理 已 明 ， 

ЖЗ. 非 代数 数 之 数 称 坊 超越 数 ， 

定理 5. 有 超越 数 存在 ， 

证 : ”由 定理 REE 2， 已 知 所 有 的 实数 成 一 不 可 数 集 ,而 实 代数 数 乃 一 
可 数 集 , 故 得 定理 . | 

$ 2. Liouville 定理 及 超越 数 例 子 . . 

定理 1 (Liouville), 任 一 » 次 实 代 数 数 不 能 有 ”级 以 上 之 有 理 渐 近 分 数 ， 
Вг E— п Е, ДНЕ о> 0 及 4 > 0, 不等式 


6-54 о 
之 有 理 整 数 解 (р, 4) 的 对 数 有 限 . 
证 : 设 《 适合 从 
КЕ) = а, 6" + an1 Ё ау = 0. 
显然 有 一 数 М =M) НЕЕ уж £ —1 < y < £ + 1 PEMER 


| 六 (| <M. | 
若 有 有 理 数 Р. (q > 0) ЖЕ, Ни ё-1<2<е+1 及 ] (2), 
如 是 显然 有 | 
PN) а p" tari Р" g++…+ao 9 | 1 
ДӨ)! : q” = 4" 3 
x 


(== (2) - ке = (2 -fcn， 


53 _ pa 
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жт Ж C е Уй. Ж 
(2. 
рога 


故 对 任 一 e> 0 及 4 > 0, (1) 式 的 有 理 整数 解 (р, а) 的 对 数 有 限 ， 
今 修 出 二 个 作 超越 数 之 方法 : 


定理 2, 
1 1 1 
E = To t Tor T oF T 
及 | 
| 1 1 1 
$= 40 + qon Ро T 
肯 篇 超越 数 ， 
证 : 1) 命 
ll -1 _ P = 10” 
= t Tg 6 10 
Я 
Р _ 1 
0<ё&—- == лени + "< 
= 2 2 
< үрөт T gaT? 
此 ”可 以 任意 , 故 由 和 定理 1 м $ ХК, 
2) Ф 
l 1 1 
$ 10 t я + ggr ЖО = 0 ap az as], 


又 命 р„/ 4 篇 其 第 п 个 渐 近 值 , 则 
1 1 1 


Яа lnti anti 95 danti 


— Р". 
£ — 


现在 nti 一 10+! 5 В. 


д < а +1, а = а, + тл <ы+1_ GD, 


故 
dn < (a +1) (а;-+Е1) * (a,+ 1) < 


ЕН ЖЖ лш а й 233 


CEEDED EEDE 


< 2 ajaz аң = 2. 10L tte +a < 102! = 42 , 


因此 
— P, l 1 ll 
Ё dn < 4+1 — ntl < д" < in 5 


如 1), Нм E DERE. 
ЖА. 作出 一 不 可 数 集 ,其 中 每 一 数 都 是 超越 数 ， 
提示 P а 和 a< as <. ARA Н ФАА, АЈ 
1 1 1 


10979 7 урэ 


101° 108° т 


是 一 超越 数 ， 

$3, 代数 数 的 有 理 通 近 定理 . 

本 季 之 目的 在 於 将 定理 2.1 更 精密 化 ， 命 x BEDES, 使 对 任 与 之 n 
(> 2) 次 代数 数 a, 当 v > K 时, 不等式 


ани hq. ШЖ 21 ВМ к<. The ЙТ к< 
< а + 1. Siegel НН к< min (ғ + =): Dyson НД к< 2л. 
1<4 її 


让 到 最近 (1955 年 ) ЊБ Roh 所 解决 ， ФЕН к <2. 此 粘 果 篇 至 
善 者 , 因 需 对 任 一 无 理 数 a 常 有 无 限 对 (2, q) 使 | 
Еа 
. 4 | 

定理 1 (Ro). фа 需 任 一 非 有 理 数 之 代数 数 。 若 有 无 限 多 对 有 理 束 
Ж (4, Ф) 使 О 


< 
q 


АУ x < 2. 
ХН ЖЕНИ ШУЛЕН ЖЕ, 初学 者 可 以 从 略 ， 
1. 我 们 先 述 次 之 庄 引 ， 
511. y 
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‚ 411 4 С 
411 **° ajm | іт 1 
— | *wxs.w<*......... Е = = 
D = 0 ? Ami Gmm Ст 0 , 
а а 
1 Amm bi e bm c 


则 方程 组 
За не G= l, m) 
А=1 

之 解 Yis **’, Ут 8656 


> by = е, 


i=l 
тана, E. 
ERL Aefa) 是 п 个 具有 有 理 傈 数 的 多 项 式 ， 车 有 一 租 不 
АДФ cos cm, 使 


3 с (x<) = 0, 


A= 1 
则 此 m 个 多 项 式 称 篇 互 依 ,不 然 ,旧称 篇 非 互 依 或 独立 . 
B| 2. 车 行列 式 


Е = 


Б 0, BJ у, (к), ++, (к) 互 依 , R °С) № h(x) Z к жа. 行 
ЯЗ; Е A fi,…, fm < Wronskian. 

Ж: m= 1 时 定理 显然 成 立 ， 今 於 m HITRE. 假定 定理 对 m-l 
ВАХ. 洪 Aa) ces fw-1(%) НИ, H| 有 (x),…, fm(x) WREAK. 故 可 假 
Ж fi). l, fm-~1(*) ЗЕЕ. НИНЕ, 可知 

D = | f)? (a) | (к= 0,:--, m — 2; À = 1,--*, m — 1) 


FAA 0. 故 必 存在 一 区 间 a 之 “<b, 使 得 D 在 其 中 恒 不 篇 0 нв] 1, 
E, XF 7 


m-i 


К? («) уд = {© (z) (к = 0, ** °, m — 2) (1) 


А=1 


< Bb er 


— О] 


Ф... 
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EO б)» = O. К 
微分 (1) 式 , 可 得 | 
ayaq Фи G= m. 

再 由 (1) 及 (2)， 可 知 
Ew = (к= 0,:--, т —2). 
Я D а<х<Ь PERA 0, 故 得 | 


y= = уу = 0. 


BI 
y, = Cis (А = 1,-:-:, m — 1), 


Hik, с, 是 常数 ， 又 因 у, 是 x 之 有 理 丽 数 , ЖЕШИН, 故 cx 篇 有 理 
ж. в а) 可 知 


sm 1 
> сд fix) = fs (z) 


Жа<х<ь 中 成 立 ， 因 f(x) 是 多 项 式 ,故此 式 恒 成 立 。 За ВЕЗА. 
йшй | | 


1 [9 \.. [9 ү 
АРА з) i =; (9) 


КИ: Л 十 … 十 fp 篇 А = №, 我 们 现 将 Wronskian 推广 到 多 个 悉数 的 多 项 式 


之 情况 ， 


ж &2. п 
Polri, T хь) ‚ =“, Q, (x, +, х) 
篇 p ЛЙ x1,…, xp LERA, Ao Ab …， Ari 篇 1 个 形 如 (3) 之 微分 
还 算 , 其 各 之 障 分 别 至 多 篇 0, 1,…, 1 一 1， 则 行 烈 式 
Сл, s £p) = | An Polais t,tp) | (a, = 0, --: 1 — 1) 
#845 Po,…, Pi-1 之 广义 Wronskian. 


536 к в s= B| 


显而易见 ,车 p > 1, 1 > 1, ШШЕ 3% Wronskian ЖА LEERE 
ЖТА ЕЕЕ ЕЕ, 
5] 3. 8 Po(x1 хр), с, Фа (в, сс, ж) № 1 ИЕ Z ВН, 
НЕНЕН Е, НЕ Wronskian ЕН, 2229-0886 0. 
#: АБЫ ЕКА Фо, ``, Pi РАК x1,…,wp 的 
所 有 指数 。 АП 1 个 多 项 式 


Ф,(2, #, г, - РС?) (v = 0, ---, 1 — 1) (4) 
ARREU. ш 
k-11 А-1 р р 
Ф„(«„ =) = >з У, 60 GRAP күсе, 
$1=0 ‘p=0 š 


= (4) БЕЕН , HI. TF 425 FB ЕК CO, `'', CI—1 使 


I— k—1 


1 k—1 
с, Š .. 之 БО) (о, Sp) Ранар (у, (5) 

v=0 71=0 

因 每 一 整数 只 И 

51 + 9 + + + А015, (0 < s, < Z — 1, {== 1, p), 

жш (5) ВИ | 
1-1 ` 
> с, Ф„(®, +, wp) 三 0， 


此 和 与 假设 相 首 。 由 引 理 2,11 个 多 项 式 (4) 之 Wronskian 


W(#) = = 1E] Фь(а, 25, +, # Ту | C v = 0, m 1) (6) 
ЖЕ 0. 但 | 
а _ 9 9 = 1-4 © 
7 EA + ke- -1 ~ -+> . + А?- 1 pk 1 Эс, 


СЕН ЕК x1,…, xp 之 多 项 式 ， 然 后 将 所 得 结果 中 之 хр, с, кр 分 
而 以 f, z, "°... рт) ЖА). 显而易见 


Є J = hO AD ++ AO, 


ОН, r ЖЖ A K Р, А‘, `". A ВОР 38 д НЕ Е, OPS 
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Кб) WUA 上 之 有 理 傈 数 多 项 式 . MERA (6). 显而易见 ， 我 们 可 将 所 得 行 
AARE | 
WCE) = gi G) (2, e, РГ) 十 十 入 (人 GO Ca, e, PCH) 

之 形式 , 於 此 ， GO), ..., GO 篇 Фо, ,1-1 的 某 些 广义 Wronskian, g1(2),…, g, (2) 
篇 上 之 多 项 式 . 因 #0) KEA 0, 故 必 有 一 GO (e, =, #77) 不 恒 篇 0, 因 
而 更 有 GO (esep) DEA 0, ПЕЛ 5]88 BE, Ba. 

514. 8 pp 之 2，R(%1,…,%p) 篇 具 整 傈 数 之 多 项 式 , HTAA 0. 又 说 
R М x; 之 次 数 篇 riq = 1,5, р). 旧 存 在 一 /7: 

1</1<7, +1 (7) 

及 关於 p 一 1 个 炙 数 #4,…, крс. DER 人 6, …, дл (其 各 之 障 分 别 至 
多 篇 0,…，! 一 1) ,使 得 


1 ô N 
А» Әх, 


к |, (и, v = 0, ·-.,1 — 1) (8) 


G) Feret) = 


НЕ, ВНЖ 0; 

(4) F(z1,…, xp) TER | 

F(x1, s g) == Обро) (р), (9) 

ЖИ, U K V 具有 整 保 数 ，U Ж w 之 次 数 至 多 篇 InG = 1,56, р 1), V 
aq 25 Ир. 

w: 将 R Ж 

К(&*,,+-,х„) = Polep) фоб, r tp) He Ф169) Piili "9 1) 
ZERI, Ф, 及 p ИННЫ, P EZA r Ж, p ИЖ x, ж 
多 篇 г; 次 (I 二 1,…, p 一 1)。 此 项 表 法 显然 是 可 能 的 ,例如 1—1 =з, p,(z,)= ` 
= жр 就 能 使 之 成 立 。 和 从 所 有 进 种 玫 法 中 ,我 们 选取 一 个 表 法 ,其 I Же. 
В НЕА | 
Фобк,), --*, Pi-1(xp) 
AREI, E RA | 
Pi-1 = do Po +++ 41-2 Pi~2 


(do,…, di- RAAR) , 则 
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К = Polpo + do 41-1) + --* + Ф-›(ф-› + 91-241-1), 
而 1 非 篇 最 小 者 。 AM, 
dolei e о) a = фл 5 ос) 

НЕЕ, В 1<=< ¿< v, + 1. 

Ar И (ж) Ж Фоа), s i-1(xp) 之 Wionskian， 由 引 2, W ЖЕ 
0 СНВ. 由 引 3， 存 在 

КЄ ө, к), ө, 41-101, ө, Yo-1) 
之 一 不 恒 篇 0 的 广义 Wronskian GC, t, £p-1)s 
Са, 5", #1) == | А, фб, т р) ,v= 0,.…,1—1), 

於 此 Ao,…, А-у 篇 形 如 (3) 之 微分 过 算 ( 以 p — 1 Кр, НАЯ 
多 篇 0,…,1 一 1. 将 行列 式 W, G АТН, ВИ 


GW = 


с, 1/ 
А (20у poe) Ф s) |= 
в=0 


= t/y = 0, =] — 
-|a (a| areon. 


ШЖ, Fle “Kp) = W(x) Gtp 0, ку-1) 已 ,经 窟 成 (9) 的 形式 . 
“АЕ НН G): | | 


因 R ИВО, 改 F(x1,…, кр) 之 保 数 显然 篇 整数 ; 又 因 Шол, з, 


*p-1)，V(xp) EDEA 0, Ж F RREA 0, ШИ О. 

RA Gi): | 

因 

| Flens жь) = W(xp) СО, +, xp- | | 

ЖЕНА, 而 WW 及 G 此 篇 有 理 保 数 多 项 式 , 故 必 存在 一 有 理 数 
g 使 Uw, Xp-1) = Сбх, ә) 及 ГР» = g"! Иа, 篇 整 保 数 多 
HA. 《此 力 是 而 易 见 者 ,例如 可 取 g~ 篇 一 分 数 , 它 使 得 g-! W(xp) ВЕ 
НА. НИВА 1 之 公 因 子 者 ).。 再 , 因 W 5-1 阶 行 列 式 ,其 
元 素 篇 一 次 数 至 多 篇 r 之 多 项 式 , 故 V ЖАЛ h, Ж. И, U 关於 x; 至 
多 篇 lr; 次 (j= 二 1,…,p — 1). В (и). 


第 十 七 章 Кк жя Sk 539 


B| 5. № R 满足 引 4 НЕ, КОЮЫ ЕСЕНЕН < B. 则 
(8) 中 之 F ЕН 
< (( + 1) 6 + DY Важ, 
Й: ERA G+ 1)- (rp +1) 项 之 多 项 式 ,其 各 形 如 


si ... Ур 
алар) р, 


ЖЫШ, lan =, |< В. (8) КАРА А (t1) (+1)! 个 行 


_ HALM, ИАС 


1 ð Ú £ 3 
йз э(е) хт х)? ; 
Ж, яә зр 依照 原 行列 式 按 行 或 按 列 展开 而 依 蕉 p 或 v. 
但 


1 Ə ү, р 
—A — 1 ... Р == 81 ... tp њр. 
A. ӧну) “u US Ax? z, ts, fy sp, 


而 傈 数 4 或 需 0, 或 等 从 、 


-\ #1 їр 


ИСТ СВЕ АННА ВМ 
< (В 271+ troy . 


因 一 行 烈 式 共 有 И H ТБК ВН (1). (ze 1), ВЕ ЗНД. 
2. Ф P(x1,…, xp) ARER 0 之 多 项 式 。 Ша, ay MERER, 
AB те,» RAEE ER. 
аз. = 


© со | | j j 
P(ai 十 yj ***, Op + Yp) = >` t. >, с(1ь +, Íp) yr ... у”, 


‚ ДИ 
0= mi (++) 
j р > 0 ri Tp 
c(i" р) = 0 


称 篇 Р 在 点 (аз, ар) 关於 a Fp 之 指标 ,写作 index Р. 


ПП. 
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HEZ, 多 项 式 Р 在 一 点 (ал, `... ар) 关於 Г], `s ТР 之 指标 ， љ 39 
TL. 十 … + JE В 
1 Tp 
д NH Ə 
С) -- (5; 
Z 68 PE ВХ Ji, fp 所 取 之 最 小 数值 ， 


HAS 0 之 0, 而 0 = 0 iR Plas ap) +0 Е. 
516. #2 2 0,:::, kp 2 0, 叉 设 


ð Е! ð y ... 
дк; ) Әх, P (x, 5 хь) 


Жі 0, 则 其 在 (од, ap) PIA Tiss Гр PELDA 


y PCa, * "5 2) = 0 


> _— Аа. k 
fi fp 


此 可 由 0 之 定义 立刻 得 出 。 下 之 引 理 亦 傈 显而易见 者 : 
51 1. 8 P(xi，…… Ze); О (1, с, р) ЖА, ВАН 0， 又 设 所 有 之 
指标 此 是 在 同一 点 (a1,…, ар) 关於 同一 组 数 r re 而 做 成 者 。 则 有 
index(P + О) > min(index P, index О), . (10) 
index РО = index P + index Q. | (11) 


ВЖ P 篇 x1,…, xp-1 之 一 多 项 式 ，9 B x, 之 一 多 项 式 , 而 P 之 指标 傈 在 


(ans ap-1) ЖЖ ту, рор TEB, Q 之 指标 保 在 a, 关於 r, 作成 , 则 (11) 
式 仍 成 立 ， | 

BZ 71,…, rm 与 B 2 1 篇 一 租 答 定 之 正 整 数 ，R(x1,…, xm) 篇 满足 下 列 休 
件 之 多 项 式 : 

(a) К АВЕ, НЕЮ 0; 

(b) R ИЖ x; 至 多 篇 r R, у=1,5з,т; 

(с) К 之 傈 数 之 契 对 值 < В. 
所 有 如 是 之 R 成 篇 一 和 集 , 记 作 

Rm 一 „(ВУ 71, m). 


ах Air's Qm Ж-Н ІЕЕ, SIP hm 篇 一 租 整 数 ， (hi, qi) =1, =le, т. 
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в 0(R) 表示 R (CL. 如 ) муз, 之 指标 。 Ж 
. 0,,(B; 9, `9»; #7) = и. b. OCR) , (12) 
Е Кю 

Ёр OCR) SH %, 中 所 有 之 R 及 分 别 与 q1,…, q Í 互 素 之 所 有 整数 hishma 所 
取 之 上 界 ， | 

在 下 面 ,我 们 的 主要 目的 即 在 其 种 条 件 下 估计 此 ӨВ; 42, …, qm; ть ra) 
之 值 。 我 们 要 注意 (12) 中 71,…, rm 之 双重 意义， 

在 估计 Өһ(В; q1…, qm; ?1,…, rm) 时 ,我 们 用 的 是 是 和 纳 法 。 下 述 的 引 理 序 
БЕНИ ИЛЕШ ЕВ. 

5| 8. № 0<6<1, р22, rb r, АТИ 


„> 10 ё7\, ri- fr; > 81, 1 = 2, ‚р (13) 
| 之 一 租 正 整 数 ， dis’ dp 篇 任意 一 组 正 整 数 ， А!) 
| 0,(B; 4, ---, Чрз ros Tp) < 2 max (@ + @1⁄2 + 617), (14) 
Тек +1 
於 此 | 
Ф = @,(M; qp; lro) + 9,-,(M; 4°, 4-13 Do 18-1), (15) 


M = (r + DPH B! 2pm | 
证 : 对 9(B; roor) 中 之 任 一 多 项 式 R(x1,…, xp)， 由 引 4, 知 存在 一 
l: 1<1<r,+ 1 及 一 多 项 式 Feroe) 具有 引 4 HER G) 及 Gi). 由 
В| 5, F ЕЕЕ ЕНШ | 
< (+) G, лв arer <M. 

因 | 

Е = U(X, tp-1) V (£p) 
中 之 U,V ВАЗЕ, U УИ < M. 
O Upeo) ИЖ z 之 次 数 至 多 篇 In G= р D. HES, 
.U(X1,…, 8-1) ВЖЕ 
Rp-ı(M; lri 171) 。 


BZ, Ule тул) (2, еш) 关於 ro, lrp ВОЕН 


I! 
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Ө,- 1(M; Ч 1, `**› 9р-15 lri, 5, 1-1). 
由 定义 3, U 在 此 点 关於 r1,…, гр 之 指标 


= /Ө,.,(М; q 9-0 эзе, lrp-1); 
同 理 ，V (xp) В RM; И), 其 在 -从 „ ТЫ rp 之 指标 
< I8,(M; дь; lr). 


由 引 7, F = UV ЖЕ (Fh, >) 关於 ru rs ЭННИ U 及 НН 


和 , 故 
index Ё<1@Ф, | (16) 


Фея (15). 
下 面 我 们 将 根据 (8), 设法 求 出 F 之 指标 的 一 下 界 , 而 且 是 以 R 之 指标 0 表 
出 者 。 由 是 ,将 所 得 结果 与 (16) АНЖУ, ЕП ЕЕН RASA KH, 
设 关 於 wi, xp-1 КРАЕ | | 


1 (2 (人 Š у 
А = TUELLE TETE (=) | Dxp-1 


之 阶 w =i ++ ip- Sl 1. 者 多 项 式 


a-t- 9 2) К(х|, ·- ” `", жу) 


RIER 0, НИЯ 6, 其 在 (Geo че) л, 之 指标 


і tp— p w b 
> 0 — — —.. — —-—L що ——. 


71 75-1 Tp 75-1 fp 


但 因 Srt 1, йн (13), В w/ro-1 < O — 1)/r,-i S rolf- < 8, 由 


是 可 知 此 指标 
。 之 max(0,0 — v/f) — 8. 
将 (8) КНАРИК, ВИЧЕ F АЖ Нл, НУ 
一 般 项 形 如 


E a Do) (елу СӘ) 


© 
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ЧЕ, Аз?» А-1 篇 关於 9157779 Яр-1 И HEREZA і 一 1. Н В| | 


7(11), 如 是 之 项 (车 不 情 篇 0) 之 指标 必 


1-1 
= У max (0,0 — р/ғ,) — lô. 


~ у=0 

H (10), 
1-1 

index F 之 > max (0,0 — v/r,) — 18. 
v=0 | 


车 л, < 10， 则 引 理 显然 成 立 . 
车 10 < 0r, < 1, ДЇ) 


SI шах (0,0 —v/r) =! 5 (0—0) > 


у=0 О<» дг „ | 


= УД 之 1, Bi 


1-1 1-1 
>, max (0,0 — р/т) = У) (0 — v/r,) > > 9. 
у= ` v=0 


2,15 | 
index F > min( +10,4 r P) — 18. 
将 此 与 (16) AERE, ENS | 
ийа (210,26 <O +3). 
车 0 和 208+6)， 则 引 理 已 明 ， 车 0>2(0+8), EJ 


< 9+8 < б, +1) (O+). 


H (13), r, + 1 < £ r 故 由 上 式 序 得 
0 < 2(Ф + 8)! < 2(ф'? 十 ё'?) . 


FA LKIREE HR. 


引 9. № m 篇 正 整数 ， 
0< 8 <m}, 
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(1 


{ 


. 
w uka asahan nra Ни „Ала ты у лш ЧНЫ Ч диал. лалы, am Va. ална, А Шш. һа! Суй + пеши ин “Жо = о уала 


一 一 


544 и в жоо Bi 


Хай ләсе, 及 41775 4m МЯСЕ ЛЕВИ 
r > 10971, т; > 4871, 1=2, т 
ор qı > 57! т(2т + 1), 
г; log q; Z rı log qi, ] = 2," m 
RI 
Ө„(#її; qu, Gm3 ть Лы) < 10"809”, 
证 : RPE m 上 施行 中 和 纳 法 来 发 明 本 引 理 . 
当 m = 1, h 0 ZER, SAR R(x1) 可 篇 (x1 hla)” ва. 


(#1, 41) = 1, НОЕ 1.13.2, 


R(x1) = (ху — А1): О), 


(18) 
(19) 
(20) 
(21) 


因 


Ў ош 篇 一 整 保 数 多 项 式 。 м R(x1) 之 最 高 项 之 保 数 必需 qf 2 38 


Ий. 由 是 序 得 
4% ф". 


ВП <a < 故 引 理 半 mm = 1 RA. 


RER mw = p 一 1 (p 2 2) 成 立 。 Ш в 一 也 成 立 ， 


Ки. 8 中 之 M 及 Ф(ТЕЖ 9 之 条 件 强 於 引 8 ZRH). 
В I< y,+1 < r, +1 < 2", 故 得 


M = (т + 1)112#'з qi < (м + 1)P 12 фт) < 
< (22t Dr gy < (ег +1), 02"). 
由 (19) (Ж т = р), 我 们 有 2р + 1 < 8p log а, RAER, ВИ 


М < аз”, 


кк, 
| $; = 8(1 +27). 
由 是 序 得 | 


Ө,(М; qo; r) < Ө 164" mn; dps lr) Р 


0,-,(M; dis `" фр-1› lri, ©, 1-1) < 


(22) 


(23) 
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< 9,-1(а fra › Ч1› ``" 9р-1> lfi, “ее, 1-1) . (24) 
EEA m = 1 LÆRI k (23) ЭН 
< 108!?. (25) 


今 运 用 又 和 纳 法 之 假定 来 估计 (24) СН. 将 (24) иная (21) ZZ 


ЖЕН, 所 不 同 者 篇 6 之 位 置换 篇 6, r 之 位 置换 於 Di 因 ó, > ô, KERI 
理 之 假设 中 , 除 (17) IRERE. 然 谷 证明 与 (17) 相关 之 不 等 式 , ЖЕШ 
BB ° | 

Ó1 < (р — 1)-', 


故 得 | 
Ө,-1(дү* "а; do s 4-13 Ir іл) < 1021 69207 | (25) 
8 (15), (25) Ж (26), ВСЯ ó, <28 Б p> 2) 
Ф < 10 82 + 10?-! 8027 < 
| < 3(102-1 802 "3, 
由 (14), Вр | 
O(g]: dn q ir 7) < 2030102718027) + з1зүуфр-1)/зуй/)# 十 диз) < 


3 31⁄2 1 ' 
<2 (ir t зөт + ит ив" < 
< 10? 892? ， | 

~ 
A ISH m = р IRA. ЛОВА. 
3. 下 面 ,我 们 将 广 明 一 简单 之 引 理 ， 


引 10. № rr re ЕЖЕЛИ, À > 0. 则 不 定 方 程 
站 + 二 自生 于 (一 及， 0 < ;, ль, 0 < jm < +, (27) 


之 解答 之 组 数 | | 
| < 2m1⁄2 -IC + 1) --: (z, + 1). 


证 : R Е ЕЛЕНА 5 8. 


只 须 注 意 由 (17) (бай m = р) ó < p”! ЖЩ (22) 61 = (1 + р!) 立 可 得 出 . 


546 ош ош о ошо о 


ВН т = 1 时 显然 成 立 ， 仿 假定 引 理 对 m 一 1 成 立 。 显而易见 , 我 
们 可 以 假定 4 > 2m“”。 滋 於 一 固定 之 jm 取 SASIR jm/rm, ВШ А> 
> 2т > 1, 0 < у, < r,,, К И > 0, 由 是 (27) 可 写成 


JL L... p m= gL m — 1-2), Оззи, =l, ml. 
71 7m 一 1 2 | 


ВЕ Е, (27) 之 解数 
< > 2(т — 1) Q — 1 + 2//#)7* (эз + D (1+ 1). 


ñ AKaQHH5|SH, R ШЕННЕ ЕН ТЕЗ К r 与 m 以 及 任何 * > 2m”, 有 


> Q — 1 + 2;/r)”1 < А-н — 1) 1⁄2 mi2(r + 1) 


: і=0 
- ВЯ. . 
车 + ЖИ, i= r+ k, UERS 


1/2 ғ/2 
之 (А+ 26/0) = А-1 >, 240% — 482/02) < 
А=1 


+ 
r/2 
<4-! + У 21(2—1) 1 < 
k=1 


<Ç +) а А), 

因 1— 22 > 1-— m > а, нао арЕ, pai. 

车 + 入 奇数 上 之 结果 同样 得 到 苯 明 . 

4. 在 结束 定理 1 的 做 明之 前 ,我 们 向 须 蕉 明 下 引 ( 引 1). 实际 上 ,在 定 
理 1 之 最 后 芒 明 中 , 仅 有 此 引发 生 作 用 ,前 面 所 述 族 引 秋 傈 篇 引 11 ZRA 
ШЖ. 在 陈述 引 11 之 前 ,我们 先 注意 ,者 定理 1 ЗЕ НН 
般 代数 数 亦 成 立 。 事实 上 ,发 a 坊 一 代数 数 ,但 非 代数 整数 ,对 此 w к> 2 
使 


1 - 
la 71 <, (y > 0) 


有 无限 多 对 整数 解 *, у). 易 知 存在 一 自然 数 4, 使 qa 篇 一 代数 整数 ， 由 是 


| 
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qx | _ q 
«915 


y 


РМ 
qa — у |< 
НЗ ЗИ. НЕ у КЕ, БАНЯ 


| qa- 2 | <—— 
y y 


2.102) 
КБА EDRR (x у). 而 由 定理 1， 此 篇 不 可 能 者 
РИО, a 篇 一 代数 整数 ,其 所 满足 之 方程 篇 
х) = x" + арх" + + an， 
式 中 а 篇 不 同时 篇 0 之 整数 ， 合 
А = max(| а |, i = 1,5-5, т). 
“我 们 又 选取 m, 8, а bu s qms hm то, re 满足 下 列 条 件 : 
0 <8 <m; 
107 4920" + 2(1 + 38) пт! < 5 т; 


Ta > 1087%, 1/7 > 071, 1=2, mi 


8° log qı > 2m + 1 + 2m log (1 + 4) + 2тю (1 + lal); 


r; log q; > rı log 41. | 
注意 : Б] 9 ЕН. = 


定义 А, у, 7, В, 如 
À = 4(1 + 38) пт!?; 


7 = 10” э” ; 


B, = [a] . 
H (31), (35),(36) 及 (37) 可 知 
7 < ү. 


注意 : 71 > 10, H (33), q" > г?"+1, 改 В, ЗЕ у ЭЛ =] ат" < В1. 
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(28) 


(29) 


(30) 
(31) 


(33) 
(34) 


(35) 
(36) 
(37) 
(38) 


(39) 


B| 11. Bx (30) — (34) 上 售 成 立 ， 又 设 整数 йуу, Bm 4-1) St qis 5 dm 五 
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Ж. 则 存在 整 傈 数 多 项 式 0 (x1,…, xw)， HEH x; 之 次 数 至 多 篇 G= 1, 
т), 使 得 | 

G ОЖ (a,…,a) ШК т, 之 指标 至 少 篇 y — 7; 

G) О(А/а,›#ы/ды) Æ 0; 

Gü) RE 25,7, 篇 任意 非 负 整数 , 则 半 


= 1 ef 9 ү" 
Ог. --. im Cis "``, Xm) 7 Р TE Є ) (S) | о, 


| Qi (о, о) | < В". (40) 
证 : ЗИ ТОЛЕШ 


我 们 有 


r 


71 kj | 
И (21, t, Em) = 2. ' 2, с(х\, `. 5т) кү: к (41) Н 


之 多 项 式 И/ (хз кн), У, {Ж сб, sm) 分 别 互相 无 关 地 取 过 所 有 满 
ERE f 


| 0 < ¿(sp "+", Sm) < B, (42) 
之 整数 ， 如 是 之 多 项 式 之 数目 显然 等 於 | 
N = (B, + 1)", (43) 
HU, | 
r = (+1) "`. (rm +1). (44) 


对 於 每 一 如 是 之 W, IK KEN г 
109 үү Y= 
到 GÈ) S) W, 
其 jooo jm WERE 


Ок, 0S ja <, H H «у (45) 
1 m 


ж, 由 引 10 Ж (36), ШЕЛЫШШУИН D 满足 天 保 
р < 2т1? 1-1, | (46) 
3⁄4 A 8k ЖИР РЕ SEK A YAY | 


Wi jm СА Te x) э 


x ` 


A -ERREA 549 
А f(x) BRE, IMASE TERALIE 
| Т; i 8 W; x) А 


上 式 显 然 篇 一 整 保 数 多 项 式 ,其 次 数 至 多 篇 ”一 1. 
我 们 现 来 估计 任何 过 种 余 式 的 傈 数 之 大 小 。 显而易见 ,多 项 式 0, „(а 


< Arte + гы B, < 2771 В, < Ві? , 


ЖИН (33), mr log 2 < + P r log qr Ж аон DEMIA z, 此 多 项 式 中 
ЖА НАВО. 因此 多 项 式 至 多 有 r 项 , 故 由 上 式 ，Wi.…,i (*,…,%) 之 傈 
数 的 绝对 值 < тв. 但 
r = (r + 1) (z, + < C 2З <В], 
故 rBit° < В+, 
Bz 


| Wi ,jm (%, x) = w, X 十 Wl жет 十 … + 00 ° 
THA f(x) ВЕК. 在 第 一 次 除 时 (假定 s >n), ЖЕЛЕ weile), 
结果 得 出 一 新 多 项 式 ,其 傈 数 或 形 如 Wy — Hyp Ws 或 形 如 др. 磷 此 新 多 项 式 之 


НИНЕ 和 ОА) BH, HAFST ИНЕТ, 每 进行 一 次 , 所 得 新 
多 项 式 之 保 数 的 移 对 值 之 上 界 即 引进 一 (1+4) 之 因子 。 ЈНА ЕЗЙ ЕБ ЕШ 
#— п + 1 ХДЕ ERIN Ti... (W; =) ЖЖ ШИШ 
i < (1 + AJH BHP 
由 +< >, + з + r < mr, 及 (33), ЩИ ЕК 
< (1 + A)” В!# < pis (47) 
因 对 认 一 个 W, ДЈ T... (W; z), 其 中 所 合 多 项 式 的 数 
BES D. 同时 ,每 一 多 项 式 至 多 有 п 个 保 数 ， 故 由 (47), 如 是 之 租 至 多 有 
(1 + 2 81*3°)"Р 
个 各 不 相同 。 但 由 (46) Z (35), 
| l 


(+ 36) nD < 2(1 + 38) nm? A! r = 5" 
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故 不 同 之 组 的 数目 
< (十 2B1+3 < (2+ 28,)"? < (1 +BY. 
由 《43)， 我 个 可 以 看 出 ;必然 存在 两 个 形 如 (41) 之 不 同 之 多 项 式 И’ 及 W”, 
使 得 | 
Wi (z, ..., х) T Wi (z, °`, х) 
С 此 即 谓 所 有 和 与 (45) 相应 之 遵 数 | 


и, Gs =) 


| 当 x, = з = xwm = a 时 篇 0. 因而 W* 在 (a…,a) ШЖ mm 之 指标 
РЖ у. И" СИНА, НН 0, ЖЕНЕВ В,. 
我 们 现在 求 过 用 引 9. W* 显然 满足 Rw(B1; 71,…, tm) L ЗЕ НИНЕ (а), 
(b), (с), ЖЖ „(ЧТ ros ra). ЕН (37) ABI 9, W* ЖЕ (hldi, halau) 
关於 rostm 之 指标 < 7. 故 必 存在 一 组 kv Rw 满足 人 条件 


А. +: -+ Že <y, 


使 得 i 


ki о 
oened ri G 


在 点 (01/417, hm/4m) ЖЖ 0, ШВ Gi). G) 可 由 引 6 及 上 式 立 刻 得 出 . 
\ 因 W* L RRRA <В, К О {ЖЮ ШИЕ 


< Itet w В, < 271 В, < BIT . 


因而 | 
| 02, "+ РАС "^”, 7) 
之 傈 数 的 稻 针 值 < 27 Bit? < Bl+3。 注意 (33)， 由 此 部 得 


| О; ‚ө, (a, юз, a) | < Ві+?? (1 十 la b "1+" + < 
1 т 


1+34 
< BH, 


ивр Gü). В, Л B| BB BDEL BB 


i 
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5. 定理 1 之 证 明 : ”我 们 假定 有 一 к> 2 使 得 不 等 式 
1 
7 
有 无 限 多 组 整数 解 (4, 4). 因 а 非 有 理 数 , 故 可 假定 其 中 有 和 无 限 多 组 解 满足 天 
傈 (2,4 =1. ЕЖА, НЕ q WREAK, a 将 与 某 一 固定 之 有 理 数 无 限 
Нет, вена. | 

RPTE m, 使 пи? > 42， 及 


“一 二 |< (2 > 0) | (48) 


2 т ` 
Hdmi < К, (49) 


М « > 2, 故此 篇 可 能 ，。 再 取 ó > 0 其 小 ,使 
т — 4(1 + 36) пт!? —29>0, 


因由 (37), 7 № 6 Жр 0， 故 此 篇 可 能 В (31). 更 取 ó 甚 小 , в 


WEER, RWE (30)， 且 满足 


2m(1+48) 
т—4(1-+Е38)пт!'%—2) 


由 〈49)， 此 乃 可 能 者 ， 由 у 与 7 之 定义 ((36) Ж (37))， 上 式 可 写成 
(1-Е48) | 
7—7 
ЕВЕ m 与 8 之 和 后, 我们 先 来 选取 (48) 之 一 租 解 (j, а), 使 得 
(his 41) =1, E g; 其 大 ,满足 人 条件 (33). 然后 再 哆 取 另外 的 解 (kas PPG 
С (ы, ды), (hb qD) = 1 G = 2,---, т), 使 得 I 


<к, (50) 


<к. | (51) 


_logq; — 2 2... 
log qj-1 > 8 (; т 2, 5 m) ° (52) 
НЕ 715 使 | 
| 10 log 4m | 
然后 定义 г, ral 
7110р 41 < y. 71108 41 ВИ ... 


& (34) RI. 由 上 式 及 (53), 


552 ўї 论 说 В| 


p> 2019891 > 108-1, 


log 4 

又 由 (54) Ж (53), 

_7ilog 4; log 4! log qm 1 

71108 41 <1 7110891 1 71108 qi <1+ 10 б. (55) 
故 由 .(54) Ж (52), ВИЗ. 

_ 71-1. _ 089; _ 9; G+ 十 一 - > 8-1. 
г) ор 4;-1 

由 是 (32) 成 立 。 


Я Q ЕЕ, Ж х; 至 多 篇 r; 次 (j = l;e, m), 疏 由 (55), 序 得 


9 h 2) >а e qe > дт", (56) 
为 一 方面 ,我 们 有 
Ng = - 


由 引 11, ния 
7 in 
НН <y 
之 项 此 篇 0. ИНН, Н (54), RPA 
| Ai — y ... hm —- m | 1 ___ a 
Є “ \ m a) < (qp... qm)" Ti 
H 5| 11 < Gi), Е 
hi ... te) | 1+38 =r (Y—) к 
É: 941 ° фы < rB, 4 < 
< pt GT < 


< д Sr rn) к . 


将 此 和 与 (56) 此 较 , 即 得 


- T] [ -一 аа 
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— mrn(l+d) < 4 + 40) ón — (y — 7) к, 
Вр т(1+5) +501 +45) т(1+45) 
K < 一 一 一 一 一 < 一 一 一 一 
ү 一 7 7 一 7 
此 与 (51) ЖНЖ, 定理 1 ВВ. 
$4. Roth 定理 之 应 用 . 
定 理 1. PX п 之 3， 


, 


Ка, у) = box” + Ту + + у" 
РЖ НН. хш 


Еву = У ву 
r+í+<n—3 


ИЖЕ s 一 3 之 有 理 保 数 多 项 式 。 则 不 定 方程 — 
| f(x,y) = (х,у) ` Q) 
有 至 多 有 有 限 对 整数 解 (x, у). 
W: ЭЛ8 
|*#|<!y] 
之 情形 (对 el > [у | Е, ЖЖ). x= 0 之 解 至 多 篇 1, Ко 
我 们 仅 限 於 讨论 у> 0 LAE O ay, an 篇 方程 
f(x,1)=0 
Zik, G= тах (| g, |). Wh (1), ВИ 
| bole — ar y) (е — aa y) | < GG + 2y + + (a — 2) y” 2) < 
«пі G у"-3. (2) 
故 必 有 一 v 使 
| x — a, y | су" 
(а 及 以 下 之 cs: cs ЖЕЗ). 
因 当 u= v, у 大 认 一 适当 大 之 c, В, 


: . 3 | 
[а ау | = | (z, – a)y + («—@у)|>‹зу—г‹ду "> му, (3) 


‘АНН (2) № (3), ВИА 
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由 定理 3.1， 此 不 等 式 仅 有 有 限 多 和 组 解 ; ж y < c, ЛВ. ЖЕУ 
ЖН. 
定理 2 (Thu). W 
дб, у) = Бух” + byxz""ly + У" 
К-Ж ХАЖИ НАЖ 78-4, а БЫ ЖИЛИК, Д] 


(х,у) = а 
BAARS EENH. 
O жс ”此 乃 上 定理 之 一 特别 情形 . | 
定理 3 (Те). 上 定理 中 如 已 假定 a= 0, 则 可 不 必 假 定 g(x, у) 篇 不 可 
化 ,但 须 假 定 g(z, у) К. n 方 及 二 次 式 之 也 方 . 
Ж: E g(z) = g(z, 1) ЖИ, НИЯ. 车 g(z) 篇 一 m 3) 次 不 
可 化 多 项 式 h(x) СЖ, | 
g(2) = (АС), 
则 问题 一 盘 而 乱 解 方程 a(S) = =”, 35 or” 是 一 有 理 整 数 ， 则 问题 化 入 
定理 2 之 情形 。 3 ат" 非 有 理 整 数 , 则 此 方程 显然 然 解 。 今 假定 
g(z) = gi(z) е›(=), 


102) S g,(z) 分 别 篇 + ХЕ; КЕКЕК, Н-НИН РУР. 如 是 ,所 
言论 之 问题 一 释 而 乱 求 解 


+ х. = £ х. = = 
y Р y dl, y £2 7 4), а = 4 43. 


B, а, И) 81, d> (7123 539. 者 有 一 解 у == 0, + 1, Я 


| У’ gi1(2) = a, у’ g2(z) = а; 
ВАА, В] 
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a; (e (z))' = al (g,.(2))'. 
但 g (z) я 8.02) ЖАНР, X g,(z) 5 + аз, ва (=) F Ва, 故此 式 不 可 能 成 
Ш. у= 07 土 1 СЕРАЯ, Ж. А 
МНЕ: ”定理 中 25 0 ЕЕ, A s — у = 0 УЖЕ. x 
(sz + ту)” = а", (2 — у) = ЖЕ НИВЕА ГОР. 
55. Thue 定理 之 应 用 . | 
定理 1 (Landau-Ostrowski-Thue), п > 3, b — 4ас з 0, a = 0, 2 0. 
则 不 定 方程 | 
ау? + Бу + с = dx" | (1) 
仅 有 有 限 个 解 . 
证 : H (1) 可 知 О 
| (2ay +b)? — (02—4ac) = 4а4х". 
* 
y? — (02—4ас) = 4айх" 
仅 有 有 限 个 解 ， 则 原 式 亦 然 ， 因 之 , 在 今后 之 讨论 中 ,不妨 假定 a = 1, b= 0, 
ВИЕ ЕЕ n >3, k= 0, 1 天 0 上 时， 
- у#— == ж" (2) | 
(7775 ЕА. 
1) Е k 篇 平方 数 m°, ДМ 
(у—т) От) = 15". 
Жаном. у= т. “S x 0, Њуз т. LA p+ 2m, АЈ 
pp 不 能 同时 篇 у + m М у 一 т 的 素 因 子 .。 ВЕЛЕ y + т H у— т ЖЖ 
下 形式 : | 
ут = + po pi = дт, 0<їл<]л—1, 


y— m = + pi! `": рўи" = t, О<95< п — 1, 


其 中 рг, pi Ж 2ml 的 素 因子 ,因此 4 与 : EBRAR RZE. 
ЯНК q 关 0, z£ 0, f(z) = да" 一 + 无 重 根 ， 故 能 适合 定理 4.3 的 
条 件 .因此 不 定 方程 
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q в" — 10" = 2т 
ПЕ ВВ IR ЯН ЭЕ ЖОЕ. 定理 得 证 ， 
2) № А РУ, fir 


[ү > 0; 
9 = о 
ГУТ, Rk<o0. 
«КЕЗЕ (2) АЕ x > 0 СЯ, ПЕН 

| y К = 1х", x > 0 


(3) 


的 解 。 命 *,y № (3) 的 任何 一 组 解 . 划 由 定理 6.10.5 可 知 有 整数 r 及 g, 使 


2-7 <> 0 < 了 < 去 wz 

命 | 

ду — rx = 5, 
则 有 

|| < У 
É 

$ЕЁ ау (modx). 

又 命 


2_ „2 n 
t = (一 一 4 k ) А 
x 


АЈЫ k ЗЕРО, й * 天 0: X (6) Ж (3) HJ n: 


$ — g? А = q° (у2— А) = q? | x” s 0 (mod x), 


сг 篇 一 整数 ， 又 因 


а (У < (EY ажар, 


КРАЖА n 及 k, ЖШ ¿ 下 能 取 有 限 个 非 雾 之 值 ， 
再 命 


В = C= 0+9, € =;- 29, 


ДА), 


i(y+9) = B =”. 
897 


(4) 


(5) 
(6) 


(7) 
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(s—q 9)" = (а(у—9)—тх)" = (4 十 4 9) (у—9) + I "а", 


故 得 
x” B = (s—q 9)" (у+9) = (41+ A429) (у2—А) + (—1)” rr" (y+9) = 
= (A:-++- A; 9) Ix" + (As+ А49) =" = (As+Ae 9) x", ` 
КЁ и 
f В = А; + 459, | (8) 
其 中 41, А», № EAS х,у AB003694. 
因 
Iyl HISI < V НИ" + УПА] <<”? TR+ + VED 
|s|+2|9| < Vx + Vx V ]k|= Vx (1+У 181), 
故 得 
а. 4,9 = CFD OED) < 
< (1+ 1500” (VIRI + + vial). 
HEM | 
А; = (4+4, 9) + (45-489) 
K 


As = 55 ((45+.49) — (4—4, 9)), 


TABASE n, Б, 1, 整数 4;, 4。 ТЕЛЕНД ЕНЕ Вр В 之 个 数 有 
限 。 ХЕ г ЗАНВЧЕНЕА ,РРЗНАЖЗЕНО п, А, 1, WB ASBAB (7). 
由 (7) 式 得 | Е 
t (y+9) = (As+As 9) (+9 Э)", 
t (y—9) = (45—49) (5—9 9)". 


K 
mE | 

‚ 2 = (4s+A 9) 6499)" — (4—4, 9) 6-91. (9) 
Ш mE O), As 45 В, ЖЕНЯ ЕАН ВЕН 43 PENRE 
数 多 项 式 g(s, q), 则 (9) АМЕР ТЕНИЙ. (a) ,於是 再 由 7) 式 , 可知 


ЖЕЛЕ ЛУ BB А Та) Аб у, 因 之 (2) 式 也 诠 能 有 有 限 组 整数 解 (x, у), DEERE., 
ЭКЕНИН g(s, 9) 适合 定理 4.3 НИНЕ МЕНЕ 


ОЙ = 


_ 558 п ова Š si 


Ке) = È 5+4 9) (z+-9)” — (43—459) (一 9 


RERE. 但 此 需 显 然 之 事 , AETA, R 
| I) = 0, f(s)=0 
有 公共 解 “ = zo B| zo 必 适 合 
аа (атэ) “Сату > 
因 得 F = 1， 此 不 可 能 。 故 得 定理 . 
BAL ”篇 一 奇数 > 1. 依次 排列 自然 数 之 平方 及 = ХХ: 
1 = x; < z, < zs < +. | 


设 明 


Zy — Бу — ÇO , 
AA 2. {у <&> = min (—[E], [$] + 1 — 8) ,BlJ 
lim x%2 <x" D = оо, 


х- <0 


х ЭЕ 5@ 


56. е 之 超越 性 . 


前 已 全 明 超越 数 之 存在 性 , 且 实 数 中 沦 乎 全 部 是 超越 数 ， 盖 代数 数 俩 仅 一 可 


ШЕН. 仿 转 而 发 间 :， 某 -定数 是 否 篇 超越 数 ， 如 <，x，sin 1 等 是 否 篇 超越 
а аА 
越 性 。 但 迄今 篇 止 数学 家 仍 扰 人 能 证 朋 е + п 篇 超越 数 或 否 。 又 如 Euler 常 
"ë 

y = lim € +3 +e +i logn) 


Е ВАНО ЯВА 0 ЕЛИ, Pae, ARABERA у Amme 
B. WDAZ Ж Hiber 第 七 问题 之 一 部 分 ,其 另 一 部 分 将 篇 $$8 一 10 НЕЕ 
БА, 

定理 1. е 非 有 理 数 ， 

证 : ВЕН e! HARREM. {у 


| el = с, * р», 


此 不 
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z, (—1)* _ = (CI!) 
= 2 ` k! 3 ” <, kI 
ВЯ, 
at ПИН ТОЕ И 
0 < (DH pa тур O GEDI T < Gt 
因 得 
0 <n! oa (=) < т <1, 
Ёр 
пе = n! ë, + n! р„(—1)"+ї 
决 不 是 一 整数 ， 
定理 2. 命 
JG) = Ханх", 
F(x) = 000), FO e — FE) = 0(«), 
4=0 | 
则 
LOGI «е! > jam] jel". 
т = 0 
证 有 恒等式 | 
z | 
FG) = > 2,» (тойу * R = 
нон ИЧ 
=> 2 aky] ú 2. >. kI х“ 
特别 ,有 | 
FQ) = 之 ви т 1. ' - ` 
об |£ = š: а Sla _ 
m=0 k=0 k m=0 k=0 k! 
= | San > mi к^ 
m=0 Б= +1 k! 
<È |а, | 5 ат) != 
R= m+] | 
= -> janl lel D EL < as [| ||”. 
1=] т=0 
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定理 3 (Hermite), е 是 超越 数 ， 
证 : 假定 еже? Р(х), Ш 


Р(х) = DS, gr’, 0+0, т> 0, 
Б 0 


此 不 ç, 是 有 理 整数 。 命 p 篇 一 素数 > max(m, |201). 又 命 


fG@) = тур = 2, арх“ (а=а(р)). 


HH 5 Ж f(x) = 0 之 p ЖА, Не er 49 


O (mP xt- HA, ?+ _ 
_ Bpa 0) В, (EA) tH | 
(р—1)! ° | р 
此 不 А,В 此 篇 有 理 整 数 。 由 此 f(x) 做 出 定理 2 中 之 F(x) Кох. Ri 


0 = F(0) P(e) = F(0) > ве = 


= > gsF(h) + 5) во. (1) 
в=0 А0 | 
又 已 知 | . 
>, z ECR) = go >, ['9(0) + У! z, У) f (0) = 
й=0 k=0 А 1 k=0 
= go (mP +p A+) + > ga (p P, + p (p+1) BopHip 十 …) ， 
ael 


”此 乃 一 有 理 整 数 . MERE p t glm), НВА p 之 倍数 , 故 


> ga F(R) | 21. 
д=0 
BBW, H -RE р > max (т, (20|) ,使 
| È ao% | <1, 
д= 0 
则 由 (1) 式 引出 子 盾 。 由 定理 2 TERE, SE z, 2 р оо в 
5) iallzlt oo 


k=0 
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с Вр. ИННЫ М: 
|z |P" :下 (+ |=|)° 
È lal lelt тур0, 
$ 7. «әни | 
€R 1. л ЖЖ. 
证 : E m=, a 和 2 (> 0) 是 有 理 整数 , 命 


п (a—b 3)” 
_ f(x) = -一 一 一 


ж | 
FE) = JG) — f) (e) + FV) — + + С)" 95), 


ВЯ JG) НИЗШИЕ x = 0 Жол 时 取 整 数值 , 序 FCO) РО) 是 整数 ， 4 


+ (FE (к) sin x — F(a) cos x) = (F” (a) + F(x)) sin z = f(x) sin х, 
故 得 | 
| | f(x) sin x dx = F(x) — F(0) a 
EER. | | о 
| 但 党 0<х<х 及 n 充分 大 时 ,有 
1 


0 < а) sin < T < — 
я! Т 


э 


故 得 | | 
< | f(x) sin х dx <1. | (2) 
(2) М (1) 了 矛盾 , 故 得 定理 ， 
定理 2 (Lindemann), я 是 超越 数 ， 


Ée: 由於 i 是 代数 数 , 双 由 於 二 代数 数 之 积 及 商 仍 需 代 数 数 ,可 知 x Вал 
或 同时 是 代数 数 ， 或 同时 非 代数 数 。 KIER in НОВОЕ ре. 


假定 in И 
-. р Кх) = ах" + ая”... =0, a>0, 
J `R ain ВНЕ | 


am-1 Ө =g” ара" 50 
LAIS т М ar НАС А-ЛЕЗБННА ат 适合 
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Р(у) = у" + km-i! + + № = 0, m > 0 
篇 不 可 能 . 


命 

PO) = П о-ва). 

41% 1 + е” = 0, ВАЕ НА 
| R = П (e+e) 0, 
R 可 以 写成 ~ 

R=c+ S! es + S) este 十 … 一 
- =c +e +e +... ем, 
КЊ, с № 2” 项 中 指数 之 和 篇 老者 之 个 数 , 而 Б, , В, ЖЖ, 
命 p 篇 一 素数 > max (c, П alB). $ | 


(al L (аа ВР | 
__ љ=1 __ 


&=0 
与 定理 6.3 РАНО, 
— eat TA же. _ 
f(x) = —— Сту = 
— Yea (x В) + Yorin (Вн) 
(2—1)! 


Ж A 入 a Bi, … ,a B, НЕШ, БОКА аа, , a a, ЭЕШ, 故 
НЯ, В. А,_, 550 (mod р). 
做 多 应 之 F(x) 及 0(x), 则 


F(0) R = Е(0)(: + > s") = c F(0) + > F(B) + > о(В,), 


ЖЖ, 
сЕ(0) = с (Ap-1+p Apt) è 


篇 一 有 理 整数 ,但 非 p 之 倍数 。 x 一 


>. PED = > (ртн) wati) = 
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= pÈ Yea + PHI) >, урал = 
#=1 b=1 


= 
И 
фоны irna мыть te ‚шу, 


= p c, + p(p+1) сы 十 …， 


co corb FÈ ap … , aB, ЖИНИ, 故 篇 有 理 整 数 ， 故 S FO) Z р. I 
ёш. Bm = | Е | 
c F(0) + > FE) >1. | 
АЛЕША, р 充分 大 肝 . 
| |50080 | <i . Е 
序 当 x 固定 有 时 | 
hm lal elt =0. | 
НН p— оо 时 
‚ (еее [I (a|z|+a| B,|)° 
> lal 1518 У >o. 
故 得 定理 
附 土 :此 定理 也 同 答 了 小 用 加 规 站 尺 不 能 “化 加 篇 方 ”的 问题 。 UREM Е 
ЖЕ ЕЕ, = | 


Я 1. ЖЕ 是 有 理 数 , 则 sinh & 是 超越 数 ， | 
ЖЛЕ 2. W e 是 超越 数 ， ИВ sini EERE. 
$8. Hilbert 第 七 问题 . 
在 1900 年 Hilbert ВГ 23 个 数学 上 未 解决 之 问题 。 其 中 之 第 七 问题 
(Е, Ht $6 之 一 部 分 外 ) 篇 : 
Ж а 是 一 代数 数 520,1, X В 是 一 非 有 理 数 之 代数 数 , 问 af 是 否 是 超越 
Ж. RHA: ВПАВ ИТАН. 27* 及 e" 二 (一 1)-’ 是 超越 数 ， 
关於 此 一 问题 之 第 一 个 重要 贡献 是 在 1929 年 由 苏联 数学 家 А. О. Teb- 
了 фонд ТАН. RERA е" 是 超越 数 ， 东 指出 其 方法 可 以 解决 В 在 任意 虚 二 
| 次 域 中 之 Hilbert 问题 。 1930 年 Кузьмин 将 Гельфонд 之 方法 推 到 实 二 次 
Ж. ВН 2Y* 是 超越 数 . 


x 
| 
} 
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在 1934 年 Гельфонд 完整 地 解决 了 Hilbert 问题 (1935 年 Schneider #8 
BJ — HB), Гельфонд ву ERAR Rin, АННЕ УКВ 
E Н А-З ВЈ, 

在 Hilbert ВОЖУ, ARIRE, 此 问题 之 解决 将 和 后 於 Riemann 推测 及 
Fermat НЕ. ХААК ЕО, НИЕ. 因 之 ,在 一 问题 未 解决 以 前 , 实 肉 
РЕН В. 

“п 0 < p< q Pk, а ЕЯ хл, xs 的 р ХЕ а 
ШН ЭЕ еШ. НАЗВАННЫЕ, BES gE2 БЕШИ. 
АВА, М |zx1|,… , |xs| ЗЕЕ, RAELA ES ZS S BJ 33 HB 3⁄8 
ЖЖ. 

511. #0<р<,а„ 篇 有 理 整 数 , Н |а| < A (A 2 1), ИУ 
НН xi，… z I Ш 


ац Xy + e + aka x = 0, 1</А<р (1) 
及 | 
[| <1 + (а) м-р, 1</< 4. (2) 
38: АР 
Ук = ax 1 б, + aka а, l< Ар. (3) 


НРАВА 《x1,… ко) AMARRA (yo ya). 命 旦 篇 一 自然 
数 ， 车 
| lal <H, 1<1< 9, (4) 
Я] 
[ук < lanl [м1 | +e + [ав] [|< 44H, 1< Аж. (5) 
ӨК (4) 之 (x1,… , xa) 共有 ОН + 1) МИАН (5) 之 On ,yp) 
Ж В QG q AH + 1)° Я, 
(QH+1) > (24 АН», (6) 
НР (у-ур) ЗЕТИ СТАЈАО (xi,… ,wis) 及 aeea). 
故 xí = xí — жү, зул = л, — ж, МЕЖ (1) 式 , 且 


ЁЛ < 2H. (7) 
MEt 2H вел | 


(q AQP- — 1<2H < (q A- +1. (8) 


Td namane n аи 
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HPE M ЖЕ ЖЕШ УШЕН ЕЕ 2， 故 此 种 选择 一 定 可 能 . НК, 
(24 АН+1)? < (q А)? 2Н+1)? < ОН+1)- ° QH+1)? = (2H+1), 
郎 适合 (6) Ж. кш (7), (8) 二 式 得 出 本 引 ， 


此 下 可 以 推广 到 代数 数 之 范围 ( 即 引 3). 命 K 表 一 4 次 之 代数 数 域 ， 


Hf В, В, ВН ВХ, НИЕ К 中 之 整数 可 以 唯一 地 表 成 坊 a1B1 十 … 十 
+ a4B。 之 形式 ,其 中 а, ``, а, ВНЖ. 用 符号 [1 表示 а ле EX 
а? (1 <; <) ЖИЙИ Z ЕК, Вр 
[а| = max (19 |). 
B| 2 # a 篇 一 代数 整数 


а= a; В: + + а, В, 
Я] 


la| Scla], 
НВ с (及 今后 之 сс) BER K НЕС EJES Po, В, 有 关 的 自然 数 ， 
此 引 可 由 解 联 立 方程 组 | | 
a® = а В + --- + а, ВО, 1</<2 
得 之 ， 
513. Æ 0<2<4, au (1<4<р 1<1<4) В К 中 之 整数 ， 且 
[as] < 4， 则 有 一 组 K 中 的 非 全 需 堆 的 代数 整数 与 , … , E ШАК 


a, el 十 … +a Í| = 0, у 1 < ⁄ < p (9) 
& 
|é | < (1+(с,4 A)r“), 1</<а. _ (10) 
证 : 命 | 
£, = xn Bi + + хи Ba, 1</< 94, 
ЕЕ. ЖИ, `` s ПА 是 有 理 上 整数 ， Pr 
| Aki В, 一 dklr1 В, + + вить В», (11) 


此 不 ана» ‘``, выь 也 是 有 理 整 数 . 於是 (9) RAR 
= >` au Ë, = > в Уз лер, = 


I=1 r=1 


ñ 


A q 
= ° У Xir kliru Bu = 


=} 


ч 
lI 
ры 
-ы 
| 
en 

z 
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- (5 ан), 1<tsy 


= r=] ł=1 
ШЖ ”Bi,… В, BALESAN Ы hp 个 方程 所 成 的 方程 组 
У > анн, =0, 1< и, 1 < Ар, (12) 
r=1 /=1 . 
其 中 有 ла 个 未 知 数 ， 
由 (11) 55| 2, 可 知 lawa | < тах [ВИ A < c, A. 
故 由 引 1 可 知 (12) АНА ДЕНЕШ ИЕ, НВА 
|z | < 1+ (hq с, APD 1<i<q, l rk, 
故 得 | 


— s tx 


|ë, |< [ин | lB, +. + [жи | | 5, | < 
| -< cah (1+ (hq с: Aan)). 
命 ch = с, ВВ. 

59. Гельфонд 之 证 明 . 

№ а 0,1 是 一 代数 数 , 又 В 是 一 非 有 理 数 之 代数 数 ,要 葵 明 of 是 超越 数 . 
EDIR ВЯ ү 三 只 二 eps (此 处 юра 取 a 之 对 数 中 任意 固定 的 一 值 , Н. 
log а Z 0) 也 是 代数 数 , 则 可 性 出 矛盾 . 


№ а, B, y 此 在 一 А 次 之 代数 数 域 K 中 ， 命 


т=2Ё+2, n=- 


此 处 9 =: 乃 一 自然 数 之 平方 且 篇 2m 之 倍数 者 . У PoPa, p RR 
z 个 数 
(a+b В) log a, 1 和 cc 和 7， 1<^Р<4. 
ЭЕ Е 
К(х) = p eE + + Z, e°, (1) 

ЖЫЙ Mo n ЖЕНИ. 今 由 下 面 的 条件 来 定 出 7 … , 7. ВП е = 
= 2mn 个 未 知 数 7 … ，7 的 тп {ШЖ ЖЕ УГ J 82 8 

(Оор а) F RƏ) 一 0， 0</^»<л—1, 1<іҳ о. (2) 
此 方程 组 的 傈 数 在 К 中 , 且 其 傈 数 是 


о 2—2 
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(log а) < (2-2 B) log а)" (+080 loga = (4+5 B)* a” ү“, 
1</і<о, 1<2, b < q, 0< <: —1.: 


АН АК c, ОБ в, 及 以 后 之 c2, сз, ЖЖ п 无 天 之 自然 数 ) F 
在 ,使 Сб, с\В, сүү ЖЖ К 中 之 整数 ， 故 於 该 方程 组 之 每 一 公 数 乘 以 


О сеў = Т?" (< о) 
k RRES K 中 之 整数 。 НАС Z НИ 
< с («+9 |B DE| a | [| < спи), 
故 由 引 8.3 MAMELE К 中 之 整数 7 … ,7 篇 其 解 , 且 
Ml < сате, ІА. 
因 篇 pi … р; 各 不 相同 ,可 知 R(x) ЖИ. ЖЖ, EB (1) 式 右 
Жир] 


0+ 5р + рр = 0, К = 0, 1,2, … 
由 此 得 出 2, = 7, = = 0, = 0, ЕРА. 於是 由 (2) 可 知 
R(x) = аы (z—D" + азы (DPH + ee, 1</<т, (3 


其 中 n, ls @п+1,15 *** жава. ОЖ — Н АЖ r 存在 ,使 
| RO) =0, 0< kt<r 一 1， 1</<», 
ЧН: l OQ < l< m) 5 


К‘) (10) 0. 
由 (3), Ж +> n. 


А3: 
(Іор a) TRO (l) = o £40. (4) 
此 数 在 K 中 , 且 ¿rt2m4 o 是 K 中 之 整数 , 故 

| |/(р)| > gtr > с;'. (5) 
男 一 方面 5 


p| <: c n (n+1) (ска) сі < cor tÈ . (6) 


令 往 求 出 [01 之 一 适当 上 界 。 用 Cauchy 积分 公式 认 整 画 数 


_ R(z) TI 
$ (=) = r! Cio =). 
кы, 
则 有 | 
ө = (ова)-' 54) = (ок) | 5, O 
此 不 C л 


lz] = m € + =), 
q 
Ж h (< m) ЕСН. Е z ЖИ Е, A 
|К(#)| <: тах |7, | e+e IPD log lal +m (1+2) <tc „(+1 ста < с rE (r+3) А 
1<4<; | 
mr 


ыы! > zl 一 Il >m(1+2)- m = , 
4 4 


ras ISSM, 


mir 
с’ (2) , 


|$(2)| < r! с! anas С, (2) < с, 37(3-=) +8, | 


-r 


故 由 《7) 得 
SCz) 


2—1, 


42| < 


1 -r 
lel <= | (log a) | 


< (Іор a) | + т (1 + Z). с 1" 9-т +. г <, 73-11. — (8) 
由 (6) 及 (8) ,得 
INCO) | < ¿ ,r%-D (03-а) 
Я m = 2 + 2 КАЖ, 80% 
ING) < rh. (о) 
比较 (5) RA (9) 式 ,可 得 | 


去 r 一 中 r r _ г 


党 2 充分 大 时 ,由 於 + >л, 上 式 不 可 能 , 故 得 矛盾 ， 


i. 


第 十 AÁ Ж | 
Waring 问题 及 Prouhet-Tarry 问题 


$1. В. 1770 年 Waring Ж Meditationes Algebraicae 上 合作 如 次 之 
推测 : | | 
ЛЕО ЕЕВС П, 九 个 立方 数 之 和 ,十 九 个 四 方 数 之 和 等 等 . 
` ЖЕНЕ: НВ $) 存在 , 每 个 正 整数 必需 $) 个 乘 方 数 
之 和 ,” 
EERE, Hilbet КВН. 
切实 车 之 ,以 上 之 问题 可 以 改 迟 篇 : № 不 是 一 固定 的 正 整数 . НН 
整数 ç = s( ,使 对 任 一 nl > 0) , 不 定 方程 
n= x я, x, 20 (1) 
常 有 解答 ， 
TA O 表 最 小 之 ， 之 具有 此 性 质 者 。 故 Waring УФ ЙЛ 
“g(2) =4, g(3) = 9，g(4) = 19 等 等 ”. 
TA G( 表示 凡 充 分 大 之 整数 n ETARE С 个 乘 方 之 和 者 . 
ШЖ $2 С(К), АИ (1) # s 充分 大 时 有 解 。 显然 


| GCK) < (O. 
ГА ЕРА R, 


ЕЖЕН {ЖИНА eR, 而 Waring-Hilbert 定理 (8) z(#) < 
<o) ЖУРН. BAH Hilbert JAR, 75 Линник RK, 
ВО Hilbert ЛИ. Хинчин 称 之 篇 数论 三 珠 之 一 ， 

52. g(h) 及 G(h) ZFR. 

定理 1. (0 221+ [ 2) ] — 2. 


569 


570 数 


ГТ 


п = 2 4—1 < 3%, 
АЈОВА РМА 1* 及 2" 21п, 


Ер 


E! 

=) 

j 
т 


而 :最 小 之 分 手法 篇 
n = (4 — 1) Ż + (25 — 1) + 15, 
050—118 2 K 25—118 1* УЛП. Ж 


gk) 220-9 — 2. 
НЯ 


h 
#(2) >24, g3) 29, р(4) >19, g(5) > 37 


Виноградов 65107973708, НУВ РАНЕНИЕЕНТ G) MER., 
Dickson, Pillai, Niven 8 Виноградов 方法 的 实际 计算 , 因而 肯定 了 


g(R) =2 + (ӨЛ 一 2 (k £ 4, 5). 
对 其 他 二 种 情况 已 知 的 结果 篇 


19 < (4) <35, 37<2(5) < 54. 
定理 2. # k2, RJ G(R) > # + 1. 


#: © AN) БАХ N 之 正 整数 之 可 以 表 乱 


х^ 十 … + x ° 
之 形式 者 之 个 数 , 仿 排列 Fis `` s XR 篇 


0 < x; < x; < < z, < [М]. 
AN) 当 不 超过 适合 此 诸 不 等 式 之 整数 数 , 即 


ху 20 


Ы: “k-11 


Pl. 
хь=0 tk- =0 Жр 
Tr NS ü 


| B(N) = Жї (Гат 1) CLN] + 2)---([N23]+ ®). 
TA ERAN Я ШАД. 


= 1, KARR. 故 所 待 证 者 乃 


А 
ZERE) 
ПВ. 


+ см 
od 
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党 N — оо 
N 2 
BN) Ут < М, 
Вр N 充分 大 时 


A(N) < М. 


KZ, AN) 侧 数 中 不 能 包 有 小 於 NN СЕН. Ж 
G(R) >k+1. 
通过 同 余 式 之 讨论 逮 可 以 稍稍 提高 ССА) 之 下 限 。 例如 : ШЖ 
| Xi 三 0 或 1 (mod 16), | 
故 形 如 16m + 15 之 数 至 少 要 15 ЧИЖ. 故 得 


С(4) >15. 
ЇН 


16-п = х1 + + rh 
则 得 2| (ж, Ө ,X15) ， ВП 


4 4 
n = x, + "` + tjs. 


X. 31 ЖЕ 16 个 四 次 方 之 和 , ik 16:31 АЖЕВА 15 位 四 次 方 之 
їй. 故 得 | 
G(4) 2 16. 

В, ТЕН] АНН: 

定理 3. Ж k= 2 24, H| GC) 2 45. 

证 : НОЖЕН 0 = 2 之 情形 ， 今 届 6 > 2. ЖЕ ЕЕН 

х^к=50 或 1 (mod 44). 

命 п 篇 一 奇数 ,车 24 n п] 41341} 2932 一 1 个 和 乘 方 之 和 , 则 其 
中 每 一 ЖЕ, BS 24 之 倍数 ,由 於 2* > 2612 而 2 + 2。 此 不 可 能 ， 
放 得 定理 . | 

$3. Cauchy 定理， 

命 q> 1， 在 本 节 中 ,我们 将 讨论 同 余 式 


х^ 十 … + м Ен (mod а) 


之 可 解 休 件 ， 由 双子 定理 可 知 , 次 人 仅 须 研 突 同 余 式 


ШЇ 


572 Ж 论 TI B| 


、 xt + … + х" =п (mod р!) (1) 


之 可 解 休 件 即 可 ,此 不 р 篇 一 素数 。 因 s= n — 1 + 1, Е ГОЈАН Н, 
们 常 假定 p + x. 
在 研究 此 寺 题 之 先 , 我 们 先 来 证 明 次 之 定理 : 
定理 1 (Cauchy), E xp ,xm 代表 和 2 个 互 不 同 饼 的 数 той; yr ,yn 
代表 л НЛА) НОК mod а; 且 存 在 一 数 y; 使 当 í j BR, (у y, 4) =1, 
ДЇ x, + y, <a < m, 1 < < n) 所 代表 的 互 不 同 余 mod q 的 整数 个 数 > 
min (m + n — 1, q). 
Й: 3 n = 1, 定理 显然 成 立 。 QE п 之 2, 站 不 妨 假定 定理 中 之 ¿= 1. 
В z1，… ‚в, 篇 形 如 x; + y; ВЫ ЕВУ mod q, 3 £ = 4， 则 定理 已 
猎 成 立 , 故 假定 2 < а, A X, Y, Z DIREA жс, wm ур, Ya; Zips Ze 
ТЕ xz 十 ?1 十 和 (yo 一 %)， 则 当 А = 0,1 有 时, 此 此 属於 Z. М (q, унуу) =l, 
改 必 存在 À 使 x, + у, + (А1) (yx 一 y1) € Z Ш х + yí + Аун yi) 62, 
f z) + у + А Озу) + у = 8, RJ ë — y, é Z If ó — y, € Z. 将 yr U У» 
适当 的 加 以 排列 ,可 得 | 
56 一” 62 (<: <, 
ИШЕ (r < ' < n). 
А ren — 1. ЕЁ: а= <x,+ y, и 1,2,0, т, s=1,2, ,r+。 H 
6 — у” $7’, ЖИН ó — yz = x, + y, ВИ 6 — y, = x, +yz € Z. ZZP 
ЗНА АН Ё: mod q ИН г, HJ Z <: — в-п. 另 一 方面 ,由 
归纳 法 假定 可 知 #' >m + r — 1, ЇЙ} : 2 m + n — 1. 
A ФЕ. 设 РА, НЕ 
| тТ+і, É p>2; 
р | +2, р=2. 
定理 2。 Не 
Xa (то4р”), pta (2) 
НДИ >y № | 。 


Xa (mod р!) 


АН. 


У —— ДАНИИ -- 一 - ен. - -一 - .一 “一 W | 
= - = -—.. - . | КОНЧА о ща а memec зм. а А — А — аі аы 
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w 设 y BOZE., Ap 2 —Ј GE >= 2, WR g= 5). 
决定 整数 b 20, 使 | 
a= yt 0 (њой р), О (3) 
БОДИ ВИН g’ 三 1 (mod р’). WZ р(р—1)|]5. ® b= plp — 1) b. 
我 们 显然 可 将 G) 中 之 指数 b RA 
b+hp (pp—1)=p(p m1) (+ hp )), 
此 处 4 ЖЕ. 命 k= p ko (ku p) =1, ДИДИ £ { 


2 十 zt 三 0 (mod Ri). 
由 是 序 得 
| a Z= yk р? E уќ gèta Р 710-1 == ук ght (mod p. 
EIRENE НЯ. 
定理 3. Ж (1) 式 对 1 =y 有 解 , 则 对 ! > y НМ. 
Ж: 由 假定 ,有 yo'y 使 


yi ++ УЕ» (mod р"). 
Я p + п, 故 必 有 一 у, KORB yo 使 p+y1， 由 是 序 得 
和 三 2 一 从 一 … — yË (mod р"). 
由 定理 2 有 Xis 使 
| х^ + yz +e +y Ел (mod Р). 
定理 4. # k= 2, ШИ +> 4k в, (1) 式 常 有 解 ; 3 В, H£ 
52235 + 1 B, (1) 式 常 有 解 . | 
№: ”我们 显然 只 须 讨论 1 > y 时 之 情形 。 由 定理 3, 我 们 只 须 诗 葵 1 二 у 
之 情形 即 可 ， 
1) E k= 25 R] pr 二 27+? = 4k. МВК 
ж ++ =» (mod 2” 
Жое 4k 时 显然 有 解 ， 


21) p=2, = 2%, 和 > 1, 2+ ko Ш k> 327, ЖЕ ЗА 
时 , (1) 式 即 有 解 ， 


274 ж Е Ма B| 


2) р> 2, p — ИА. И k > рр 一 1) > р, 236 > p ВФ, 
(1) ARAH. 


23) p> 2, (р 1) ЕА, pt k. КЕ y= 1. H (р—1) +t k RER 


3.7.2 及 3.7.3, 可 知 党 x В, mod р, x* ДЮ 
= Е.Р) 7 
BETEAREN, mod р. 由 定理 1, 4 te + xš (p+ ль, о, 给 与 
min (4 + (d — 1) (ғ — 1). р) 
REKREI, mod р. Ж 


72225 > p—l > pl 
2 4—1 


№ | m 


FF, 
| min (d + (d — 1) (5 — 1), Р) = p. 
EHR. 
2.) р> 2, (p—1)łk, = р ko pt ko ШЖ 
д? ko == x (mod p) 
Ж (p 一 1)+ Ro 所 以 x* ESRB (р—1)/(р— 1, Ко) (> 1) ALARE 
的 数 , mod p, Ж 
х Бя, pt 1 `° X, 
36 98 


[ОР pl __ — 
min ( (Р-1, ko) + (2—1, Ко) ) G 1), д 
ДЕН ЕВА, mod р. 由 
РК Ро 
2 Cko p—1) (Ао, p—1) 


可 知 xÍ + (р хус a) В р' ЇЙ НОН АИ, ERER. 


$4. 初等 方法 示例 . 

关於 Waring 问题 之 研究 ， 初 等 方法 一 般 东 不 能 得 出 较 好 之 结果 .现在 介 
КР. ЖКУ К RI ССК) 或 g(x) 有 上 限 存 在 .有 了 时 也 能 求 出 上 跟 ， 
但 该 .上 限 是 不 芒 精 密 者 ， | 


т _ 
. í 
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定理 1. #(4) < 50 
и: 今 由 恒等式 
6(а + 52 十 с? 十 47)? = (a + БУ + (а — БУ* + G 54у (у + 
+ (a + с)? + (a — c)! + (2 + d)! + (5 — dy“ + 
+ (a + 4)* + (а — а) + (¿ë + с) + (ë — c) (1) 
出 发 。 НА аъ + c На ВЕНЕ Е 6х 而 x 是 
任 一 整数 ， | | 


| 
EER » ,可 以 表 篇 
n=6N +r, +=0,1,2,3,4,5. 


n = 6(хү-К x + к; ttr. 


再 和 经 恒 等 式 (1) 6x1 可 以 天 篇 12 个 四 次 方 之 和 。 жал 4х12+5=53 
个 四 次 方 数 之 和 ， | 
ЕЕ, n 之 81, НТИ 
| n = 6N + г, 
此 处 N 2 0 及 t= 0, 1, 2, 81, 16 Ж 17， 此 五 数 三 0, 1, 2, 3, 4, 5 (mod 6). 
而 . 
1 = 14, 2 = 14 + 14, 81 = 4, 16 = 2%, 17 = 2+ + 1. 
KREE Æ в 2 81, НАЗ 4 x 12 + 2 = 50 个 四 次 方 数 之 和 , 
Ж n <80 №, АЖ: # n < 50, KRE л=ял.1*, 3E 50 < > < 80, 
Я] п = 3.2% + (о - 48) 14， 此 篇 3 + zn — 48 < 50 个 四 方 数 之 和 ， 
同 法 由 恒等式 
5040(42 + 22 + с? + 42)* = 
= 6 > (2а)*-Е60 >; (a + 2)° + > Qa 4 с) + 62; (а + > + c + 4), (2) 
ВЈ РДАН g(8) < о. 此 式 右 泪 共有 840 个 8 次 方 。 双 因 о < 5039 都 可 表 
成 273 个 1 及 2 的 8 次 方 之 和 , 故 由 此 可 得 
2 g(8) < 8402(4) + 273 < 42273. 
定理 2. G(3) < 13 


ИИА дет ны sas 一- - 


ША 


к 


576 Ó O 8 н 81 
m: =н 
4 
У, (Ctar) H (23—:)3) =829 ба (ини) (1) 
j=l 


开始 。 车 一 数 可 以 表 成 
82 十 бта, О<т< 26, (2) 


Р 


HJ (1) 此 数 一 定 可 以 表 篇 8 个 并 方 数 之 和 。 PSS m 可 以 表 篇 xit ait 
+ x3 + 2, В. x; < ғ. 
命 x 篇 6 К ZER. I, КН | 
elz) = 119 + (е + 1)3 + 12523 < n < 142° = (ш). (3) 
ШШ = 充分 大 时 有 | | 
p(s + 6) < ф(), | (4) 
Вр Г, 省 篇 互相 衔接 之 隔 间 ， Е 充分 大 时 , 必 有 一 z 使 (3) 式 成 立 。 
由 下 式 定 义 rs AN: | 
Hn 三 6r (mod 23), 1 < r< 7, 
п==5 +4 (mod 6), 0<5%<5, 
N =( + 1)° + (r — 1) + 2025 — r) + (23. 


如 此 出 
0 < N < (23+ 1)? 4 32 + 1252 = ф(а) — 82 < п — 8°, | 
故 
82 < п — N < 142. (5) 
TERR в 一 入 JARA (2) 之 形式 ， 
п — МЕ би — (т + 1) — (r — 2 + 2280 == 899 (mod #3), 
又 


n — N = s + 4 — (r + 1) — (r — 1) — 2(= — r) — sz = 
= s ++ 4 — z(ç + 2) =2==8==82? (mod 6), 
© n — N — 8 2° № 62 С 
л = N + 8z° + бт. o 4“ 
若 能 征明 0 < m < z, ШУШЫ. 但 此 点 由 (5) 立刻 推 得 | 
定理 3. #(3)< 13, | 
证 : 1) AARE z> 373， 则 ole + 6) <>), в z 2 379 时 


一 
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114? + (ë + 1)? + 1258 < 14(¿ — 6)°, 


ӨП 
9 
14(1—£) > (6) 
£ РА £ $ 
ШЖ 0<0<1 Bp (1 0)" > 1 — m д, м 
9 
(1- бү > 
С BD НО HH 
54 3 128 1 
(1-2) >2+3+ 26 29 ° 
ВЕНЕ RS НН 
128 1 


3 
2(#—7 X 54) >- to На, 


ДЇ (6) 式 成 立 。 К > 7 x 54 + 1 = 379, i (6) 式 成 立 . 

序 当 z = 373 ДЕ, L 是 衔接 的 。 Ш 

п > 14 (373)? 

时 必 落 在 一 个 I, 中 。 又 108 > 14 (373)°. Ж — > 105 者 必 可 表 篇 
十 三 个 立方 数 之 和 ， | 

2) Л 10” 之 数 也 是 十 三 个 立方 数 之 和 . ЖШН hht 40000 
之 数 除去 23 及 239 外 此 是 8 个 立方 数 之 和 , 而 23 及 239 是 九 个 立方 数 之 
fm. В 240 <n < 40000 H ”是 八 个 立方 数 之 和 。 X32 N 21 Z m = 


一 [N°] ‚ Я 
N — m3 == (N33)3 m? < 3№23( №13 — m) < 3N23 А 


假定 
240 < n < 102, 
Eñ 
п = 240 +N, 0<М < 1025, 
ДІ] 


№ = т + М, т = [№], _ 0 < N, < 3N28, 
Мү=т +N, т [02], 0<N,< 3м? , 


ТАКТ ААА 


改 
n == 240 + N = 240 + N; + m° + т] + та + т + mj. 
Hi | 
0 < М, < 3№23 < 3(3№13)23 <... < 
< 3: 32/3 。3(2/3)”3(2/3)”3(2/3)”JV(23)” = 
(2/3)° 25 N (2/3)° 

= 27 (5) < 27( s. ) < 35000. 

故 


240 < 240 + Ns < 35240 < 40000, 

ВВ 240 + Ns 可 以 表 乱 八 个 立方 数 之 和 ;, 故 得 定理 . 

由 恒等式 

60(а? + 2? + с? + 42)? = >; (a + 5 с) + @ 4 Б) + 36 У а, 
可 以 证 明 g(6) < 184g(3) + 59 < 2451. 

$5. ЖЕЙ #98088. 

命 v(%) 篇 最 小 之 自然 数 s, 使 任 一 整数 

п = Ех 


НМ. ШИРИ + 号 站 整数 * 使 上 式 成 立 ， 显然 
°(®) < =(®). 
对 此 间 题 ，v(*) 的 存在 是 十 分 显然 的 . 
定理 1. «чо. 
廿 此 定理 须 用 次 之 定理 ， 
定理 2. ФАК = JG + 1) 一 了 (x),A”"t1f(x) = АСД"). АИ 


Atl =k x + d, 


”此 4 是 一 整数 ， 


E f(x) 是 一 А 次 多 项 式 其 首 项 傈 数 篇 a Ж, 人 Kx) 是 一 (& — 1) Ж 
ВАЖЕН да. 炉 行 此 法 可 得 定理 2, 

定理 1 之 证 明 : 人 xt 可 以 看 成 是 21-1 18 + t 之 和 ， 

ЧЕН n 可 以 表 成 篇 
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п—2= R! x +1, < t 
之 形式 , 即 


| n= Atl et 1. 
由 於 21-! 十 1 < 2+7. 故 得 定理 ， 
定理 3. v SGK +1. 


Ж: 取 y 充分 大 使 п + yt ИН ЛАК. 由 G(R) 之 定 闵 ， 


故 n + yt = х1 + ' + хь». И. 
定理 4. s(2) = 3. | 
证 : 由 定理 1 已 知 v(2) <3. {Н 6 不 能 表 篇 二 平方 数 , 因 6 不 是 二 平 
方 数 之 和 ,而 二 平方 数 之 差 д2 — у? ЖЕ, ВА 4 之 倍数 。 К vl2) > 2. 
定理 5，v(3) 篇 4 或 5 (未 解决 其 需 4 抑 5, 推测 是 4). 
Ж: 由 | 
n? 一 4 三 0 (mod 6), 
Вер п —п=бх. kk 
n = n? — (x + 1)3 — (x — 1) + 243, 
i #(3) < 5. | 
x 
у#=0,1 № — 1 (mod 9), 
故 车 n = Эт + 4 ДЖИ ВЕРЖИ. 故 v(3) > 4. 
关於 此 问题 何 召 全 验 菠 移 半 值 < 100 之 整数 此 可 表 成 四 个 立方 数 之 和 . 
定理 6，vw(4) 篇 9 或 10. | 
证 : 由 
48x 十 4 一 2(2x 十 3) “十 (2x 十 6)1 十 2(2x? 十 8x 十 11)4 一 (2x?2 十 8x 十 10)4 一 
一 (2x“ 十 8x 十 12)4 ; | | 
48x 一 14 二 2(2x 十 5)* 十 (2x 十 8)* 十 (g? 十 6x 十 9)4 二 (x? 十 6x 十 12)1 一 — 
一 (x* 二 6x 十 8)1 一 (x? 十 6x 十 13)4; 
24х== (4у-Е11)*+ (ОО›—87)*-++ (у—9)*+(у—41)*#+ (у—83)*+ (y+125)*+ 
十 (y 十 603) (у2+625)*— (у2+602)*— (2+-626)1, 
Ез y= r — 10319691; 


ИИ 


* 
' ， ' ， 
ила о. artina epee ， . . . 
- ан лый. u=. АЧ 2 бишь д: Lula Вдали лм у. Бн Нм ЖЫЛЫНА кын!) док йш и. УЯ, ЁЛ дд \ лм k kawi. СУ ЯЙ. Муш. 


илья ы 


oa ды ыз далада. ыл 
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24х—8= (4y +11)*+ (2у--87)+-+ (у+883)* + (у—933)4- (y—975)1+ 
+ (у+1017)*-+ (у2+39851)%+ (у2439873)4- (у? 39850)1— 
一 (9%2 十 39874)4 ， | 
式 中 у= x — 120858614086. | | 
於 上 之 四 式 中 将 x ЖЕ 一 *， 则 同样 可 得 关於 48 х—4, 48х+14, 24x 十 8 
的 表示 式 . 由 是 容易 看 出 ,车 п 篇 8 之 倍数 , 则 ”可 表 篇 10 个 4 次 方 之 和 |， 
Ж n ЗЕ 8 之 倍数 ,上 则 п Hj SAR 
n=48z +y, —24<ү<24, 
BAR B 02 BP 58 НЕХ, хт Xz з 使 


y + t + «1+ ай 54 414 (mod 48). 
由 是 朗 得 v(4) < 10 、 

因 +у*==0,+ 1 (mod 16)， 故 形 如 16x + 8. 之 数 至 少 需 要 8 个 4 次 
Уж, HAARAF., 但 24, 104 等 数 序 不 能 表示 成 如 是 之 形状 , 故 
v(4) 29. EHER ZAWA. 

$6. Ж #11. | 

m N(R) 是 最 小 的 整数 s， 有 xi,… урсо у, 存在 ,但 у ›у, ЗЕ 
非 由 x*, , x, ИК ДЕТ, Е 


xı + я, = у, 十 … 十， 
ООН (1) 
st + T k= yl + - + yË. 
ХА M(R) 表 最 小 之 整数 +, DE ЕЕ 
_ gtt! p + кї! = у! 十 …- 十 у! | (2) 


定理 1 M(Q > N(R) > £ + 1. 
证 : H 
ху ° + x; = y + Бу, 


arusata ia, 


可 知 (z — к) з (z — x) = (x ур) 5 (z уд), хус, x, 是 由 Yis Yk 
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多 换 次 序 而 得 者 ， 
定理 2. МФ <M(R) < и. | 
y: + Kis У `> У: 是 (1) № (2) 之 解 , 则 


од) = У GHOD, «А+, KEN 
№ = ; | 
之 («+ + уу £ > G + Oi t ӘӘ). (4) 


此 二 式 之 证 明 ,可 展开 (3),(4) ЧЕ (1), (2) BD. 

由 是 ,车 MO 存在 , 则 取 5 =M), tfh 

M(k + 1) < 2м(А). 

但 М(1) = N(1) = 2, ЖИВИ. 

定理 3. МО <А +10 +1. 

证 : &л>з1#. Жа (= 1,2, o,s) WB 12,5. ,в. А 
a a s a. LE aí,a а, 将 其 任意 加 以 排列 ， HEZI s! $H. 故此 
п’ 组 a 02,… ,ai 中 ,至 少 有 起 粗 ,其 中 无 一 租 是 他 一 租 的 某 一 排列 ， 

记 | 

sala) == а + až + T 4, Б = 1, 2, 6. 


Ау > | 
s < s, (a) < зп”. 
KESA 
k 
П (sn? — s + 1) < s$ омар 
A=1 


租 不 同 的 | 
Е (а), 52(а), ***, s | (а). (5) 
МОЖНО + 1, HUH ”> 515%, BH | 


$ 
sk КОНИ — А-П 
| х! * 


故 和 至 少 有 两 组 不 相同 的 а, аз, … а, 使 (5) НИЕ. МНН: НЕА 
一 租 之 基 一 排列 。 м МФ <, аа. 
”全 以 


[ат, +, а,» == [bi `.., AF 


aa 


| A 
f 


582. & а ш — l 


表示 (1) № (2). L 
由 定理 ДЫТ, ВИЗ | 
“定理 4 ER<, H| МФ = МК) = k + 1. 
| [0, 3], = [1, 2], 
[1, 2, 6]; = [0, 4, 5]; 
[0, 4, 7, 11] = [1, 2, 9, 10]3, 
[1, 2, 10, 14, 18], = [0, 4, 8, 16, 1714, 
[0, 4, 9, 17, 22, 26]; = [1, 2, 12, 14, 24, 25];, 
[0, 18, 27, 58, 64, 89, 101], = [1, 13, 38, 44, 75, 84, 10216, 
[0, 4, 9, 23, 27, 41, 46, 50], = [1, 2, 11, 20, 30, 39, 48, 49],, 
[0, 24, 30, 83, 86, 133, 157, 181, 197] = [1, 17, 41, 65, 112, 115, 168, 174, 198], 
[0, 3083, 3301, 11893, 23314, 24186, 35607, 44199, 44417, 47500], = 
= [12, 2865, 3519, 11869, 23738, 23762, 35631, 43981, 44635, 47488]. 
$7. Prouhet-Tarry 问题， | 
本 季 及 下 季 之 目的 ,是 在 证 明 


ов 3 (#+2) 
log (1 + +) 
实际 上 ,我 们 所 得 出 的 结果 比 此 篇 多 ， 
在 诈 朋 此 不 等 式 之 前 ,我 们 先 薄 明 纤 人 条 引 理 ， 本 刨 及 下 凶 中 之 常数 cc 


及 符号 O ЕЕВС k ЭЗШ. Н c1,c2,… BRER. 
定理 1 (Буняковекий-5сһуаг2), 3 а, b; G = 1,2,: , n) A ЕЕК, HE 


(Èe) <A =), 


M(K) < (& + 1) |+ 1]— 2 log k. 


жаш перо = уш. í 
28: 此 可 由 
> 2 S н-(> di һ) = > (a; р; — b; а;)? 2° 0 
i<j 
AR. 


. 
t о, 
ее. ooo „созше ОА ] | T ИИ -一 
i 
f 
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定理 2， Ш-Н, ДЕННИ а, ,au 使 


行列 式 
ГЕ 
Р”, = | ® dk 
а... 


РЕН ЕЕК Н Ж D, ЕНиР, 
证 : ВАЖЕН. ВУЗА, Aplana) 表示 也 之 


ЭА БЕЛЖ ЕУЛИЕ H R D, СЕНА EHEZ, ИЩ = 


然 有 | 
Ф; Car, t, aj) = а”! Ф;-1 (ai ,. а;-1) Н Y (а, -**, а), 
AP y а Z j — 2 次 多 项 式 ， 由 假定 ,我 们 可 取 а, … , a-i 使 p (ay, ---, 
#-1) > 0. 对 此 组 ар, ‚а-у, 我 们 显然 可 取 a 使 p; > 0， 但 pila) = 1, 
故 得 定理 ， | 
定理 3. Шо, at 篇 满足 定理 2 Е ХШ 0 > 1, ХХ, 
篇 分 别 属於 区 间 | 
| a; O < X; < 2a; Q G = 1, 2, ---, А) 
СЕ. E N 篇 如 是 之 (Xi,… , Xt) 中 ,使 
XI НН, ХЕ +, ХХ, 
分 别 落 和 人 长 篇 | 
O(0*-1), 0(0*-?), …, O(Q), O(1) 
ВЕН. ДЇ 
| N = 0(1). | 
证 : Ж (Xi,… ,XK) м (Xi, XD ARMEE RKS. 则 
显然 有 
X$ — XË + + ХИ 000—0), 


和 


Xi — XI + + Xx Х| = О(1). 
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А Yi = Xi 一 Х; АМ 
Чи У, + + Ay, Y, = O(0*-1), 


Чи У, + ++ + Ан У, = O (1) . 
A; = XF + Xl ХХ", (1<;; <). 
RAM A И, 
(k — i + 1) (a; 0)! < 4; < (k — i t 1) (24; 0)^-. 


行列 式 |Ai-it1ii| СЕРЫ LEPE D, 之 对 应 项 之 
ЫЫ: ә муу 


k! Ок 1+А-2+--+2+1 = k! QkG-D, ` 


而 |Ai-it1s| ЕРАК Н АЈА ЕВНА Е D, PARR НЕХ 


Ж 


204-0 k] OK-D ， 
由 定理 2, 取 Н = 28-0, Ву 


| | A; | | 之 ci 0-0, 


容易 看 出 
O(Q*-1) Ay: А 
sassa «жже е жже езе = о(о©*=-) . 
0(1) Arn Аа 
HEE 
У, — 0(1) . 
同 法 可 得 
| | Y, = О(1), ==, Y, = о. 
навра. 
定理 4. 如 定理 3 之 假定 ， 2% À, 之 0, À; > 0, эз 5 À; = 0. ДЇ] (Хә 
Х) 中 使 


| xt 十 … + Xt, xt" + --- + Хі? ‚Хуф + X, 
PIPAR | 
000—1), ОО 2)... ОСО") 
之 已 与 区 间 者 之 粗 数 至 多 篇 
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O(Qht= +i), 
Ж: ARA 0(0* ж-н) 之 区 间 可 以 分 篇 0(0%-itD) 个 长 篇 oÀ 
之 区 间 . ала 3， 立 待 本 定理 ， 
4ш В = т > di заь 篇 满足 定理 2 РНЕ НЕ ОК 
АННЫ K + 1 代 А. Ха 
du ОР < yw < 2а, QP”! @<#<# +1, 1< e <D. 
以 rm,… , 7x) 记 方程 组 


У =m (16240) 


之 解数 . 我 们 现 来 流明 下 列 定 理 : 
定理 5, 存在 一 组 整数 Nis ә Ni, 使 
(Мз, МЮ > су ОНО" В) -HRA+D, 


WE: м Ou) 的 不 同 的 组 数 显然 . 


АЕ 1 i> м | 
+M П би ОЁ >с, Ож) (++ +B -1) — 
и=1 v=1 


= с, ОИ" (1-8 , 
Я 191 <s 0» KEK (n) ЖЕНИ 
... < с, Q1+2+ +k 一 с, О%*%+1) | 
故 必 存在 一 组 整数 №, се, М», 使 
(М s N) > 2 guen? (1-80 - Haan, 


定理 6. 方程 租 
k+1 
之 >». - № (1<2<А+1) 
и=1 v=1 
的 解 的 数目 < с ОООО -8D 
9: H 


#41 k+1 Z 


之 和 一 六 一 之 之 和 («АНИ 


du ОРТ L Yur < 20, 0 (1<и#<К+1,1<°</7) 
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a 


可 知 


kti kti k А 
Yn teu + Yk+1,19 711 + + Ува» "5 Уп + ` + Уу 


分 别 落 太 长 入 
о(о%+эву, 0(08), =, ОСОР) 
之 一 区 关内 。 ЖАШ 4 中 取 =н В G — 1) 20, ДИН 
#+1 
Eup- 6 0) = В+) (&+ 2) ЕТА, 


n=l 


Ёрл (ун, ууна) 的 组 数 篇 О(О%®), 
对 於 固定 的 yi з o ува ХИ 


+ 
yl 十 + УЙ 2 ©, 42 + Ч ур, 2 


显然 分 别 落 人 长 篇 ` 
O(QG@+DB), 0(0*3°),.... OCOPF) 

ZERA. АЖ 4 中 以 0’ R Q, В yizo ла 的 不 同 租 数 篇 

_ О(0%®), онт, НИНЕ. 

| $8. М 

定理 1. ВИЧ, 篇 使 方程 组 


了 ` 


Уна ALLK), 
i=] i=l | 


£=1 


К уух, (рад, 1<>,q < p) 
+=] 


i=l 


有 整数 解 之 最 小 整数 <, HI 


log — (2+2) 
и «(+20 | |6 [+!|. 
(1+5) 


Ж: ”此 定理 显然 篇 下 定理 之 一 直接 推 花 : 


#22 8 
| | log 3 (#+2) | | 
2 (K + D) Í í` +1 |. 


me 十 +) | 
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则 对 任 届 之 7 必 存 在 整数 
\ Мз, М; Му, М; (М, = М„, = ti É t>) 
使 方程 组 


x, = М (1 < ; < ?), 
z=1 
R,(1 < z < 1): р й 
жет = M, (x; = 0) 
+=] 


ВЖ. | 
y: ВХ (№1, б, М,) 如 上 和 节 中 所 定义 ， 由 定理 7.5, 有 М,, с» №», 使 


2(1—8!у— 
(Му, №) > сү О®+0®—-в0-#А(&+1) 。 


对 方程 组 | 
k+I i 
У! у = М, (1 < # < 0) 
s=] w=1 | 
之 一 租 解 (yw) ,显然 有 一 数 M, 使 
#41 


ЕП Ем М 仅 有 e(< ] — 1) AARRE, RA М}, +, Mes ДУ h E 7.6, е 
个 方程 组 | 


#41 { 
| 之 y =N, (1<¿ <), 
| =] =] 
l. a<; <; #41 1 
У ук! = М, 
и=] w=1 


的 解 的 数目 < сео 0-2, 由 Mi 之 定义 , 此 。 个 方程 组 的 解 的 数目 麻 
>r(Nop s Nd. 5— JE EX 1 > { log 十 (& + 2)/ log (1 + +) } АЖ 
О 其 大 时 ,我 们 有 | | | 
| сое ОЗАТ) (1-8) < с, Ом" а-в) О < 
| < r (Ni, ---, №). 
即 得 一 了 矛盾，. 雪人 之 定理 郎 已 证 明 。 


第 十 J Ж 
Шнирельман 3 Æ 


$1. ИРАНЕ. 

же НЕЕ: 

“有 一 正 整 数 < ТЕЛЕ, АЛЛЕ ШУН] SASS с НЕСЯ.” 

“> k 表 一 正 整数 . 有 一 正 整数 co АНН) 存在 , 凡 正 整数 必 可 表 
篇 不 超过 c, 个 正 整 数 之 k 方 之 和 .” 

ИНН Гольдбах 及 Waring 问题 之 关 傈 乃 属 显然 。 ETR: 此 二 
定理 刀 Гольдбах 问题 及 Waring 问题 最 基本 但 也 最 初步 之 结果 此 二 定理 各 
名 篇 Гольдбах — Шнирельман 定理 及 Waring-Hilbert 定理 ， 

本 章 中 将 引进 Шнирельман ТВП ERS. НЕО ААН 
概念 彼 屋 明了 以 上 所 述 之 历史 上 著名 定理 , ЖЕ ЫТ Гольдбах-Шнирельман 
定理 之 发 明 稍 边 认 Шнирельман м, 今 将 引用 Selberg 之 方法 以 代替 原 
来 之 Brun ТЕ. 

在 说 月 Waring-~Hilbert F, КЖ Hibert им Шнирельман 之 

ABH. 而 将 根据 Линник 在 1943 EZR, Лоре вата. 
f ЖЕНИ Ет Шнирельман < 9250 Де ЕҢ Е: 

定 蒜 1。 命 4 表 一 由 一 些 互 不 相同 的 非 负 整 数 a 所 成 之 和 集合， fr Ala) 
Ж A ЛАК п 之 正 整 数 之 个 数 ， 邹 

AG) = №. 1. 


1<а<п 
EHER a 存在 ,使 对 任 一 正 整数 n 常 有 AG) > an, 则 此 集合 称 需 有 正 密 率 
之 集合 . 有 此 性 质 的 最 大 的 a。 ЖНА ЈЕ, ~ | 
АСИ: | | О, 
588 


` . 
* ' Ру 
А - .. а аш 
КЕРА es щи, о о а, ых. 
H 
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O 由 於 400) < n, ЖЕ a < 1. 
Gü) № a = 1, B| A(m) = n, 故 中 包 有 全 部 正 整数 。 
и, fir T 表 一 党 数 之 1, * H Ж 


1+ [ra —1)], n=1,2,' 
ZEE, 


$2. 和 集 及 其 密 率 . 

今 引 太 计 号 B, b, Bln), В Ж ©, с, C(n), у, Ж Иш U, а, Ala), 
a ШИЖ, РЄ З, Ba) = 2 1 而 В 是 ЖЕ. 

а: ”所 有 的 形 如 a+b (a € 9, БСЧ) ЖЕНЕ $ > ` 
和 和 集 , 以 5 表 之 。 RA 9 + % = G. | 

定理 1. Ж G = + 9, Ж ОЕ, H| y> a+ B — аВ. 

证 : ШЖ BP > 0, 1 # % rh, Bj Fig = 388292 © 中 之 正 整数 , 不 
‚ЭК n 且 互 不 相同 。 

G) 将 号 中 之 b = 1, ba ‚Бу 依 肖 增 之 次 序 排列 , 因 0 € %, 8k 51,62,…， 
Ьа 均 在 © 中 ,此 种 正 整 数 共 B(x) Ш. = 

Gi) 潮 每 一 vy, 1 <, < B(m) — 1, 8 a € 9 Н 1 < a <X b,+; — b, — 1 FF, 
Жа ЖЕНЕ G 中 ,不 大 於 n BERMA. ЭЩ 


a + b < (б, — by — 1) +f y = bx+1 — 1 S hen — Kni 
В. 
a + b, 2 1 + by, 


1+ [Lath Sba —1. 

HR G) Ж Gi) 中 之 庄 正 整数 互 不 相同 对 每 一 v， 1 <y< Bn) — 1, 
共有 А — bv — 1) Мать. 

Gü) Ж 46%, L<a<n— bm В, a + ba(n) 均 篇 正 整数 ,在 5 中 ,不 
ЖЖ в 且 互 不 相同 。 因 a+ ёва) 2 1 + вау, ЁК Gü) 中 之 雍正 整数 本 与 G), 
Gi) 中 者 不 同 , 且 诸 a + bsa) 共有 А (z 一 br) ЇЙ, 

由 (1), G), ан) 之 结果 ， B £B 


C(n)2 В(т) + S А (Бу +1 — р, — 1) + A(n 一 besen) ) > 
у=] 


~ 
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В(л)—1 7 
> Bla) + >, olr — b, — 1) + a(n — brn) = 


у=1 


= B(x) + a {bsn — bí — (B(n) — 1) + n — bs) = 
= В(») + a (n — B(z)) > (1 — а) Bn + an = 
= п(«+В—аВ), 
н, C >a + B — aB, y > a + B — oB. 
附 记 : УБР E ҖЕ ЖЕЕ ЛЕШ, НР y > min(1, z+ B). 
此 结果 在 1942 年 篇 Mann УМЕН. НА ЛЕДЕ ERAM 
ЖЖ Е Wk AE Й. ЗМЗ 354581 НЕ, 
mod 4. ЗБЕ ЧНО 0, 旧 % 8 包 有 所 有 的 与 1,2 RERS mod а. 
显然 W,9 之 密 率 入 二 及 В LEPR, # Mann АБАН. 
定理 2 #06%,а+В>1, Д € =% +% 2ER yA 1, BH G rh 
包 有 所 有 的 正 整 数 . ° | 


证 : 假设 YEL B) y < 1, 故 有 一 最 小 的 正 整数 оС. W B > 0, ж 


163, X 069, ж LEC, 而 有 ”2 2， LA OEA Е nB. 
考虑 下 面 诸 不 大 於 n—1 HARE a 及 n — b: 
а, 1<а<п—1, Є, 
п — b, 1<b=<nxn—1, РЕЗ. = 


Жа 与 n — b 互 不 相同 , BEYA а=п— b, Ш n = a + b € €, НЕ 


Ја. Яа 9 n — 5 ЖА n 一 1， 故 其 个 数 不 大 於 п — 1. 


易 一 方面 , 诸 a 与 n 一 5 之 个 数 篇 Ala — 1) + Ba — 1), H 
AG — 1) > «(п — 1), 


В(п — 1) = BG) > Bn > BG — 1), 
而 有 | 


Aln — 1) + Ba — 1) > a(n — 1) + Ba — 1) = (а + В) — 1) >n — 1. 


ЗЫ a 与 n — b 之 个 数 不 大 於 n 一 1 ЖЕ. 定理 已 明 ， 


定理 3. EUBH 0, 则 任 一 正 整数 可 以 表 篇 A 中 之 


_)| №02 
s=2| — log (1—а) 1+: 
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个 元 素 之 和 。 3 Я Же 0， 则 任 一 正 整数 可 以 表 需 % 中 不 多 从 s 个 元 素 
LA, | | 
38: аннга БЕ ҮСЕП ЕШ, ЖЕЛЕ 0 加 於 A 中 形成 新 的 
策 合 页 1 EIEEE. 今 往 从 明定 理 之 前 牢 段 . 
0Є%. A = + o HA, А А 9 ҖЫ. y 之 正 密 率 以 as 
| №. У ZERRA а, 则 有 о,»1—(1—а)+. ФН, Е = 1 时 ， 
| 有 оа =а. А-1 时 有 | 
4-1 > 1— (1 — a, 
HUB М, = %( + 9,1, 由 定理 1, 
a, > @ F @,-1 — да, = @ + (1 — а) aa 2 
> a + (1 — a) (1 — 1-—а)*-!} = 
=1— (1 — a, 
故 当 В=1,2,+ Be IS а,>1—(1—%)5. 4 


= | log 2 |+1> log 2 


2 一 log (1—а) . 一 log (1—а) ’ 
故 有 
| log 2 log 2 10807 =a 
| | ира < (1 — a) TEED о йс Е 
=. 2 • 
ME ал21 — (1 а)% 21-2 =. HBH OEA, 由 定理 2, ЖА L= 
2 i 2 


=, + W, ASEEN ВЕЕТ ARA Ч + so 个 元 素 之 和 ， 
定理 4 ФАИС НР. ФЧА A 中 不 
同 元 素 所 成 之 最 大 集合 。 M rla) 表示 a 在 at 中 出 现 之 次 数 ， BAE "> 1 


wA 
1 s (2e) >a 


202) (> 0), 


> 


Я) ЕЖЕ аа, 
证 : 由 Буняковский-Ѕсһжагл 不 等 式 〈 定 理 18.7.1) 可 知 


(>, o) < > (a) 之 12 = AQ) 之 ro), 


ап 15а<п 


Е. ` А ' 
| 2 
ан 站 


故 得 


A i у )/ У (а) >а’. 


1<а<пв 1<а<в 


定理 已 明 ， 
3. Гольдбах-Шнирельман 定理 ， 

在 $$3—5 中 с, сс, ВЕНЕ К, 653—5 之 目的 在 於 主 明 
定理 1. ЖЕ с НИ, АКК 1 ОА с 个 素数 
之 和 . | 

定义 е 篇 1 及 所 有 的 pi + ps 之 集合 , И р, р ВНИИ, 因 
之 ，2 中 可 能 有 重复 之 元 素 . 再 定义 A 篇 at 中 不 同 元 素 之 最 大 集合 ， Ж 
证 定理 1 НЕ 

定理 2. A 有 正 密 率 1 

由 定理 2.3 可 知 任 一 正 整数 m 可 以 表 坊 最 多 so 个 % 中 之 元 素 之 和 (名 
潜 干 个 1 及 若干 个 形 如 р + ps 之 整数 之 和 ) 。 ËD m 是 最 多 2so 个 素数 或 1 之 
ЯП. 故 兰 任 一 2 > 2, ЧИЖ n = 2 + (a — 2) = 2 + 2-1+ р, 在 此 和 号 内 
ЕШ р 之 个 数 < 2, 一 5。 双 易 知 2 + b 可 以 表 需 不 超过 ¿+ 1 个 素数 之 和 ， 
因此 ，” 可 以 胡乱 不 超过 2 so +1 个 素数 之 和 ， 故 得 定理 1. 

Хё r(1) = 1 Z (а) 篇 A 中 4 出 现 之 次 数 。 ж 


| 1, 8 a=l, 
w=] > 1, # a22. 


p tp =a 
定理 2,4 Не, 2452 НИК >. г(а) СРВ D rla) 之 上 限 ， 前 
| l<a<n .1 <a <n | 


ЖЕНЕ НА ГВ Е. 
定理 3. = n 之 2, Ау 


> r(a) 22 c; п? [| log2 n. (1) 
1<a<n . : | 


证 : 设 n2>4. 由 定理 5.6.2 得 


У) „(а) =1+ 5 ` 1> 


1&а©п +<а<л рү+р„=а 


мА, 


^ ч 
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> 1 = я Є ")> 
Py» 2, | 


| ` д л с2 n? = 
>(в®/ю т) 2 nr | 


касо 3, ELORE KIEA о, = min (3, lo 2 нез 


序 得 定理 ， 
由 定理 2.4 K r(1) = 1, ЯН R EE bae BB 
定理 4 + s >2, Bl 


> “Q < т. | (2) 


1<а<и 


换言之 EEH 4 已 征明 , 则 由 


( > > ә) , , 
1 1<в<в > 1 (с; n Пов. п) _ 3 


及 定理 2.4 郎 得 出 定理 2. 
因此 ,今后 仅 须 规 明 定理 4 ШШШ. 
$4. Selberg 不 等 式 . 
本 季 中 踊 然 可 以 不 用 ,但 是 读者 不 可 不 知 以 下 之 定理 : 
定理 1 R a > 0 G=1,2, m) Z bi G=1,2,... ,n) 是 固定 的 实 


Ж. 在 条件 > bixi = 1 Z F, > ах} 之 极 小 值 篇 


1 
п b? э 
1 а 
且 当 
ГА 
di 
х; 一 ” 
РАНЕ. 


z: ”由 Буняковекий-Ѕсһҹагг KER CEM 18.7.1) 得 知 


и и 


594 | 数 л ša B| 


п п n 2 
(È 4; 8) (> #art)>( > x; ы) = 1, 
i=] j=l 


#=1 
故 得 | 
- п , 1 
> ді х2 02 一 一 一 一 . 
i=] > b? агі 


i=} 
+ 


又 由 定理 18.7.1 知 (1) 式 等 号 成 立 之 充 要 休 件 需 有 一 实数 n 存在 使 


1 


| Уа t= to bi у= (一 1,2， ‚п), 
ЕП 
x; = bia, | tọ (2 =1,2, , n) 
故 得 
1= рт рат, 
т=1 Y=1 
gj 
1 
io 二 = 
> аг! 
i=1 
故 得 
ф, аг! 
я; = М (i = 1, 2, n, n) 
2, 6 аг 
#=1 
定理 已 明 


(1) 


(2) 


定理 (А. Selberg), В М 个 整数 的 集合 (5), BREME k 所 


整除 的 ¿ 的 个 数 是 | | 
>, 1= (4) М + R(R), 
Rlb 


此 处 R(R) ЕН, ПП gk) 是 正 值 的 积 性 画 数 , 且 g) < 1. 
А №: 表示 (b) ВЖЕ < £ 的 素数 所 整除 的 6 的 个 数 , 则 


М К ka 
“< > rA + Хо 
rére ЮО 


此 不 


(3) 


ww 


кг 
мании отучить лете. J.a 
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№ = 
一 d Я) (4) 
© = > н / = (2) 
ОЮ) _ (т) ит) š 
À, = КА) (к) ОБ f(m) <, Кт) -. (5) 
5 1 = А, А Ке ЖИ. 因 К1; Ř2 x ЛА ОКУ 5 
由 (3) 得 
Ne = 


р и р ( > a) < < 3 > ш E 


之 Mh 2,1= 之 hh > 1 = 
Ë, 


= 2. ha (в гта Ja +к{ КҮТ J): 


此 不 p| = p > £ 表示 b МКЧ Е, HEM 6.2.4, 有 
мено ganafi), 


(6) 
1<k <t ~ 
此 成 
_ g( k) g(R2) 
?= 25 An Aas ЕСС, А2)} ° 
由 (4) 及 定理 6.4.1, 有 | | 
Q= > А, А gCki) Е > Ка) = 
| l1<kpk,<£ d| (kok) 
= Z ID > k G) > һб) = 
| ЕК д | | 
= E Df E м0 F. о 
1<4& с. 


由 (5) 及 定理 6.2.1 可 知 和 == 1.( 如 此 选择 的 А, … 


' Ац, 使 О 最 小 ,读者 
可 用 定理 1 Нм). 


+ 党 k ESATE IO = Ща ау) > o. 
g(k) РА 


596 Jr 论 Җ BI 


6. f m) ` 


由 定理 6.2.2， 可 知 f(x) 也 是 积 性 的 , 故 由 (5) 得 


| _ АСЮ №” (m) _ y СЮ . 
_ h ЕСА) sf(%) 25, f m) „2,0 ) Кт) 
(m,k)=1 (m,k)=1 
_ „у Рт) 
Р Am] т) ` 


= Ар m = A, g(r). 
s f(m) >. k & (К ) ‚2. g(r) 


mir 


因此 ,由 (7),(8) 有 


_ мй от < O _ + _ L 
° >, TOR s f(d) } 5? >, f(a) 52 ç ° 


ДАЖЕ, Н (6), (8), Ж ШЫНЫ. 
定理 3. 在 定理 2 МРТ, г\л) 篇 完全 积 性 画 数 , 且 zg, (p) = р(р), 


ДЇ 


М 
> 2.00) 


1<0<6 


№ < + 


Ы È < Í СҮЛ, } pi (~ez) И (1—gi(@))"'. 


ЖЕКЕН IEEE 3 ZA, ЗЕ ЖИРЕН РАЕН: 
定理 4. Ж 1(n) 篇 一 完 公 积 性 画 数 , 且 0 < (р) < 1. В, 篇 一 租 实数 ， 
В В, > 0, В] 
> ВК») Па-кК»}-> У К) У Ba, 
1<я=©ёЁ . 


I&n< РА тіп 
18 = P|km 


此 不 p| Z > p| k, RRE PRAF k, 的 素 因子 。 
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证 : У ВК» II {1— КР} = > B, (+) П S (fp))” = 


1<5<ë biz, <а<ё т=0 
= > В, Км) П > 1) = 2. В, FCn) 5 o = 
<s £ еу, 
= > ЭОЕ > в. 5 9 = 
1&п5ё 
ЯР Ин 
эр|, 
= У К ‚2. В, > >, К 5 В, = ` 
ғ=1 I&i ierst 
h о 
= > УВ. 
1<r<£ nis 
EEH, 
定理 3 之 证 明 : 由 (4)， 有 
Lea | аф) _ 1 _, _ 1—,(р) 
Кр) е) T (D "кр 17 уф) 
由 定理 6.2.2, 3 k 无 平方 因子 , 则 
Ha) 
CR) gae) _ — pik 
П) 00 Пр) = Q) Па) 7 
=PO aA П ü — аю)”. Е (о) 
РА | 


上 面 的 天保 式 当 2 = 1 X š ЧН. 因此 , 由 定理 4, 有 
> Ew _ EV a KTTO > 
1&4<& КК) | 


> > тор, (m). 


1<k=<ë mik 
pÈ эр|» 


ба, # k 的 最 大 的 扰 平 方 因子 的 除数 , 则 alk 沙 p|Ž plk aT 


312. ii 一 amaia ШИИНИН 


598 数 HA Ж B| 


pidr w 4, АЙА. m, ВИ 


WCR) ` | 
‚2. ТОЁ) > 2, аб®. (10) 
н (9), в O/R >0. JH (5),(9) 可 知 
I 


о KORR OOR 
ANE k=1 X k ЖЕЗ НУ g(k) = gC). m А 有 平方 因子 时 pk) = 0 
故 也 。 BIER (10), 利用 定理 2 即 得 本 定理 . 
定理 5 命 4 之 0, M 之 3， 记 在 4 3L À +M НИЯ (4; 


M). HJ | 
ару 2 M log log M 


此 不 与 0 有 了 关 之 常数 与 4 及 M ЖИ. 


证 : ШЖ 
A;M)= > 1+ > 1<M:+SOAOA;M. (11) 
A<p<A+MŠ а+мі<р<а+м 
现在 取 束 数 集合 {5} ARE А<л<4-+ M 的 全 体 整 数 .， 用 定理 3 的 
角 号 可 知 
SCA; M) <м., 1<ё<у уу | (12) 


对 所 有 的 4 2 0 ЖЕ. 现在 来 估计 № AA 


У а], Ro 


«ям 

故 aQ) = +. 因此 

> z:(&) = log £ + О(1). 

1525 
由 定理 5.9.3 可 知 

Njel — 4 | “1 _ 
Па-аф®==П(-у) <П(1-$) = og. 

故 


kı ka | | 
1 — 1 1 一 1 一 
Соу) Па ао [Г G — 9997: 


«А» <£ 


5 
1 — ——— u . ——- — С . .一 - .- i 
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=0( У ора log kz) = O (ë log? 8). 


1 <k ka <Ê 
履 
Ne < М — + OCE log? £). 
logg+0(1) š 
取 
£ = М? / log2 М, 
则 得 


Ма /wry < 7 = G + о (28> log log М =.) 


УНИКАЛ. (11), (12), ВЕТКА, 
$5. Гольдбах-Шнирельман 527857888. 
定理 1 # a2>2, НІ 
КО 
6 2 а > + 
Ё: a= 2 或 а= 3 Бр, WB z(a) 三 0， 定 理 已 成 立 。 XÆ a 是 奇数 ， 
而 pi F р = a, ЩИ р = 2 或 p. = 2. 此 时 ra) <2. 定理 显然 成 立 。 
以 下 设 a 之 4 НАБ. 易 得 


Са) = > is > 1+ У 1+ > 1<5®+2\а, (1) 


r(a) < 


Pi Tp, =a ptp, Py rp =a Pi Fp =a 
Pyha? Va t< Р,<У а 
S(a) = ` 1 
р Tp =a 
Pita? Ya 


现在 给 一 整数 集合 b=cla—e) (c=1,2, =, а). Ф р +р.=а 而 pu p> 
>v а, ДЇ pila— pi) 二 ps(4 一 2) 二 pi р, 不 能 被 < Va 的 束 数 上 所 整除 ЖУН 

$4 的 记号 , 则 得 
$(а)<М;, 1<Е< УЗ. (2) 


命 МСА) ЗН В: z(a — x) ЕЕ 0 (mod k) (0 < x < Р) ВВК, ДЈ 


>= > 1- [+ |м@® + reo, 


¿(a= O =ç (mod k) 


=a W мы. жуы w Вольта феде лушу „йыр г ета жд абы енй. ka a титры aap Е a улы 


анн 2 ukun анши aura uu ana TE Айыш. «А А-те „жыла ans = анчьйы amta qun Pa а Pi dan nas 5 л asao da, aha. м 


алат. аъ, нынан а i аа лы ы. аА дыра, re те suan чыш ама: HE annie ара i 


| 
| 
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此 不 0 < T(&) SMC). 故 得 


>, 1< м0 a+ М0) 


klè 
及 | 
>[ a _ МО ，_ 
21 > [+ |м®> G Гм ; М(®). 
命 
00 = ©, (з) 
RJ | 
之 :1 = g(k)a + R(R), (4) 
k|5 
Е 
- |R(R)| < M(A) < А. (5) 
由 定理 2.8.1 知 М(Х) ЕЕ МЕХ gek) К. Х 
1, pla, | 
М(Ф) = | (6) 
2, pta. 
故 由 (3) 得 
1 
p’ pla, 
gi(p) = g(p) = | › (7) 
p’ pta. 


4 212, Ж g(2) = + ; 因此 0 < gC) < 1, KTERE 4.3, А 
= pt ру, ШИН (3) Ж (6) 式 得 


«© = T ED = [ТӨЗ — [р> 


=] k a 

Р, Ба 

ОИС: 
>p Па+ D — 
р, +a 
此 处 
вэр) = Па+а), тр, 篇 不 同 的 来 数 . (8) 
:=1 


P ta 


Á 


— 
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由 定理 4.4 得 


pla П-у), 2. 160 > z ие > 


ЖЕ k É k= рр аз-аз, 其 中 诸 р М а, ЗУН АНГИ, 


E pzrla, quyta. Af m 可取 所 有 如 下 形式 的 整数 : 
т = — = pi ... р t 4 ... q“, 
pi р; | 
其 中 0 <, < ay, 0 < c, < а, ОЕ: т, 由 (8) 知 
hlm) = (+b): A + ba). 
ЕН 6.5.1 得 
1 —1 
П(1-5) Zew > 
ISSE 


pjs | <4<6 


È SKETSE (+6) = 


= У ZG +a) G +a) Utb) Q b) = 


1<А<Е 
< > > с, log? Ё. 
1<k<€ 
> gi1(R) св ов? ё П (-)=‹ cs орге TT (1— -)П(1+ Ly > 
1<4<6 pla pla 
Т ғ) ы» 
bla P 
-1 
> c; log? Ё Ix É О, (9) 
kia 


其 次 ,车 k = II. Я 
р 


I (1 aN < (1—z,@)) {1 - а): TT а- а): < 
РІА 5<214 


5<ріА 


<2-3 [| 1-5) <6П (1 + с) =64(%) < 65 
pik 
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故 由 定理 4.3, (5) М O) 得 


=> MÉ NK) © + _ Ку К 


SG) < № < с k + 2. (ki, k2) 


6 Ai 6 ki S 


了 到 ё = a, h (1) 式 朗 得 定理 ， 
Ж 3.4 之 证 明 : 2 之 2 时 ,有 


У (ау) <1 + У 2 а? — У) K(k) y' = LACON < 


1<a<n 4<a<n i ;log a a Кв К: ка Oki 
1 
<1+ - < 
° login >, Жү kika ` 
k'a 
1 2—2 — S 1< 
5 < 
log * т І<А Аа kik <, 
k k, 
TER, 
2 1 n 
канат у 1. 
Іор“ n Bp К; ka kika № 
(ki; Cki, А) 
25 (kis №) < min (2), k.) < Vki ka Кі К2: ‚ Жж | 
2 
> (а) <1+ 4 —— тт < 
1<a < Іор” n 1<k1 ,ka <n (А; k2) 
3 °° 1 2 
< 2 一 一 = 
< 1 + c; logt n (> р3/2 “= 
3 
n 
< logt n 


序 得 定理 . 

Я 1. R x, k,l 都 是 正 整 数 , Н (k.D = 1. nle; k, D 表示 算术 级 
ВК а, = Ап + 1 (п 二 1,2,…) 所 包含 的 不 超过 x 的 素数 的 侦 数 , 双 命 ó KE 
足 0<6<1 JBE КЕ k < x° 时 ,有 


kayar o (вин )). 


# + Ju ж Шнирельман Ж = 603 


此 处 О 中 所 含 之 常数 与 & 无 关 , 但 全 6 НМ. | 
可 题 2. Жїр, р + 2 НЕЮ, Ир p + 2 RERE ЕЖЕ. 
以 ZN) Son tak М BJ BERR НИК. HU 


N 
| Z,(N) < с rN 
RTA ДКК 
1 
> p” 


收 敏 ,此 处 ре KARAR “М.Е ЖЩ”, ВП p* 与 p*—2 是 一 对 PERM”. 

$6. Waring-Hilbert 定理 . 

ЖЕ 556—7 P, ссі, + ARER Л 有 关 之 正常 数 . 与 O 有 关 之 常数 亦 
Е А ЗМ. 556—7 2 НАЈЛЕСЕН 

定理 1 (Hiber), 对 任 一 整数 (2 1), AEN с 存在 ， 凡 正 整 数 
必需 不 多 认 с 个 正 整数 之 k RAHM. 

TER % 篇 整数 


* 
W +... + 


所 成 之 集合 ,此 不 <, НЕНИИ АЛЕК. Ж, A кила 
之 最 大 分 集合 ， 命 
а= (д) = 81, 
往 明 之 环节 在 证 明 : | 
定理 2. 3 k2>2, BU % ЖЕ. 
由 定理 2.3 可 知 定理 1 可 由 定理 2 ШЕЕ. 
定义 ra) ВЖЕ 


site tat =a, Xm 之 0 
之 解数 . < RHN: 
定理 3. # п>1, H 
> г) > а п", 


Lasan 


604 | 数 s T A 


і: 显然 可 假定 >c， 有 | 
> asit У У 1>7 
0 


1®а&л 


2—1+ >, 


Оа (п/р) ох (ос) А 


в NYK 
1 


p 由 定理 3 及 定理 2.4 可 知 ,中 心 环节 在 於 以 朋 : 
| 定理 4 35 k2>2 E n21, 则 


2, r (a)< c (k) ne-l, 


1<а<в 


Ж ЖЕШ ДЕННЯ АН, ИЕ ЖЕНШ 2.4 及 定理 3 ШЕ] ШЕШ 2 №. 


TEH 4 Ма НК. 
定理 5. #К>2ЖР>1, Hi 
1 Р А 


取 P = [n] АМ п ХВ, cí P* > n. 
Т 51, э} — 5 q 


мы 1, Æ q= 
е2 Ча Де, = 5 5 
| { = q= 0. 


由 定理 5 得 出 


| 2 
> “< x ( X :)- 
1<a<n O0<a<ce pk “А... на 

1 с 
0<x;<P 


l<;<e; 


_ | | У оче ҹӱ 
1<;<c, 


21 (+. tak Ја 


Р 
s.. ` e 
xc 一 0 


2с 
` da <.c,(k) PR, 


ж + Z  Шнирельман 3 = 605 


1 Р 
-| ` е2тіхКа 
0 х= 0 


< c (k) п". 


2c 
` da < с5(#) Рак < 


Врх 4. 
因此 今后 之 目的 在 认证 有 明定 理 5. 
ЖА. 从 定理 4 推出 定理 5. 
$7. Waring-Hilbert 定理 的 证 明 ， 
定理 1. # X,Y 之 1, 篇 一 整数 , (л) 表示 方程 


Xi Yı + x; у = в (|z, | < X, [Уж | SY, m = 1, 2) (1) 


的 整数 解数 , АЈ 


27 ХЗ? Уз, $ 2 一 0; 
400) <). | (2) 
| 60 XY 之 T? Ф n=0. 


din 
证 : 1) п= 0; 此 时 х1, zp yi 所 能 取 之 值 分 别 不 超过 2X +1, 2X + 1 
及 2Y+ 1. В zi, xz, yi WEZE, у, 最 多 只 能 够 取 一 个 值 , 故 
| 4(0) < QX + 2 GY + 1) < GXP GY) = 27 X2 Y , 
同 法 可 得 


4(0) < 27 ХҮ?. 
故 


q(0) < min (27 Х?Ү, 27 ХҮ?) < V27 XYY · 27 ХУ? = 27 ХЗ? Y3/2 
2) п-=50; 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 X< У. В gq1(n) 是 方程 
*1 у: 2 Уп (Cz, х2)=1, [52| < |*!|<Х, [ym | SY, т=1, 2). (3) 


的 整数 解数 . 易 知 xj 55 0, ЗН], = 0, НН z = 20 ШЕЕ. 又 
命 q.(n; ж, ж) ЗНА SH |8 ЕА) у, х, Ш (xp x.) = 1, lel < |x;| < Xx, 
方程 (3) у, у, 的 整数 解数 ， 由 定理 1.8.2 知 此 时 (3) RTR. BÆ Уу, у 
是 其 一 组 解 , 则 其 他 的 解 yoy: 可 以 表 成 


у= yi 2, у ур і, г ЖЖ 
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< Y+Y _ _2Y 
|æ | [хт | 


|а| = 


/ 
У2— Y2 
х1 


k + 可 取 之 值 不 超过 2 рр Е ра, B 


Е х | 


| БҮ 

АСЕ Yis х) < Tal | 
1 

故 


y 2 1 
ах > — < 5Ү > Шш. < 
l<|x |<* za <|* | ШЕЕ 1<|ж|є<Х Xl 


<5У.3.2Х = 30 ХҮ. 

因此 满足 条件 (xi, х) = 1 之 方程 式 (1) 之 解数 不 超过 2.30XY = 60 XY. 

其 次 ， E (xis £2) = d = 1, d\n 5 Дев РА 一 х, 2 F = х2 HRR R УЖ 

“эку = т (|14. ll SY, m=1,2, ба) =1) 
的 整数 解数 , Н ЕНСЕ 60 Y. . 

故常 n = 0 时 得 

q (n) < 60 ХУ >, = | 
| din 

定理 6.5 显然 是 下 面 定 理 的 推论 ， 
定理 2. 车 《之 2，f(x) 篇 一 个 次 整 傈 数 多 项 式 


f(x) = Ak x + @ь—1 wx*-! 十 … 十 йуХ + 40 › 
g, 一 0(1), 25-1 一 O(P) ‚ ***, й) — 0(Р&-1) › h 一 O(P?) 5 


Ж: 4 一 2 R, (4) СЕШЛ Eš 


(х1) + f). — f(y1) 一 іб») == J (xs) 十 -f(x4) 一 (уз) 一 f(y4) 
(flx) = аз к + az +a а = O(1), a= O(P), а = О(Р?)), (5) 


Я! 


| g= 
2xif(x)a 


| da = О(Р#^71-*у, | (4) 


 0«<х,,у„ «Р, 1<љт<4 


‚ . 
- ас w. 
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的 整数 解数 命 x; — yi = zi axi + y) + а = mi (1<:<4), ЧМ (5) 
的 解数 不 超过 方程 
z1 шу + 22 wW = zs из + zawa (ш = O(P), wi = О(Р), 1<;< 4) (6) 


“的 整数 解数 . 车 以 qn) 表示 方程 


tU1 + $2 И) = T 
(2; = O(P), и; = O(P), m=1, 2, НЕМО 有 关 之 常数 与 (6) 式 相 同 ) 6535 
数 解数 ， 则 立 得 (6) 的 解数 篇 2, 94(o) ?由 定理 1 可 知 


№ < cP 


5 I(r)? = o (PS) + (>. С> 5) )- 


{л |< PIP. 


1 
= 0(Р°) + o(”' 1 1)= 
1<4, 4,<с,Р? di dz 2 


(dd) | 


1<я<с 


c P? 


© о Р? 
== 6 4 | = 
o@9+o( Р 之 2. аут) 
= 0(Р°). 
定理 成 立 . 
现在 假定 22 3. НИНЫ, Л— 1 时 定理 已 芙 .。 ШЖ 


2 Р 
— У е 2ті}(х)а > е2їКк+№)а — 
х=0 


r< h< P x 


2л] (х)а 


Р 


— У , s 2nihp(x,h)a + P ; (7) 


D<|A|<P х=0 
此 不 X' 表示 过 所 示 区 间 内 整数 的 某 一 部 分 集合 , 而 pl, А) = — + (G+ h) — 
— Қу), (£0), #E ф(х, л) 看 成 悉数 x 的 多 项 式 时 ,可 知 (z, #) 753538 
合 定理 要 求 的 下 一 1 次 多 项 式 ， 记 ар = У "ее, Hl 


P | 2.8&— 8 一 2 
>` е?®її*х)а | р8*-? ) А 
х= 0 


ГА 
йал 
б< ^|<Р 


2 
< 2847? max ( 


车 | > 4a4 <Р, 则 定理 显然 成 立 。 НИ, Й FJ Буняковский-Ѕсһмагг 
А 0<|A|<P f 
不 等 式 , 得 


ШЕ 
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Ф 2.8&—2 , 8-2 , —, 23(k—2)—1 
2-8^- У) с?" < а, <{ > 1. > 1} < 
х=0 0<|5|<Р 0<[А<Рр  O<j|A|<P 
| , 22-1 , А 23(k—2)—2 
<{( > 1) >. ы” < --- < 
0<|А| <Р 0<[А| <Р 
, 23-2) 1-1 , 3(4-2)-1 | 2 
<{( E ох шекел < 
‚ 0<|5| <Р 0<|А] <Р 
, , а , 84-2 
< (3 pyst 2-1 1 la [8—2 — o(p > e2xibo(x,b)a ) (8) 
О<|АІ<Р 0<|5|<Р | z=0 


fp | 
8k—2 
— > A(n jera, | (9) 


P 
У , е2ійф(х,)а 
х=0 


ВК 0 < x < P, 可知 s = O( max |Ф(х, 0) = 00Р), 由 (9) АНА 
假定 


8k—2 


P 
` , 2mig (z,A)B 
x= 0 


|A(n)| = | | е7 2"іпВ ав < 


< | > е?тїФ\х,В)В 
将 (8) Ç 4 方 后 积分 可 知 


Р 84-1 1 
> е2"#(х)а da — О Си! ( >’ | 
х=0 0 N0<|A|<P 


= О ( р*ї8^7?-4 


gk—2 


dB = 0(P*7- 8-0), 


Р v“ 
ГА . 
> | ezmihq(x,A)a 
0 - 


| 


84-24 4 
7) = 


AG) ACn) AG) Ala) ) — 


t= 


= О(Р*ї%^7®—+. pak, р4-8672-40-1)у — О(Р#*71-ку | 
ХНК, 


| 
s 
| тз 


о дл + ж 
数 的 е f 


$1. = ®> Л. 

жари ЧЕЙ ЕНЕ НЕВЕНА ЖОШ 8 АЕ, 

定 蒜 1， 命 < 表 平 面 上 之 一 简单 封闭 曲 稼 , НЕА Е В R, 
ВО. 车 域 R ИМЕЕТЕ R а", MERRER. 

例如 : ЩЕ. ДЧ IE > АА. = 

о ТЕЛЕЕ ВО. (ЫНА: 在 平面 上 打 方 格子 ,格子 眼 全 在 R - 
中 之 小 方块 面积 之 和 之 极限 .) | 

ЖЖЖ Б Sikar B> E TB: РЕНИ, ЖАКА НЕНА, ШШЩ 
Е REBRE UTRERA ANERE, 
_ РЕЛЕ ВЕНЕ, KRUNTE RERNA RARR EaR. 

定理 1 (Minkowski 基本 定理 ) . 平面 上 一 个 以 原点 篇 对 称 中 心 之 山 域 
R， 其 面积 车 大 从 4， 则 其 中 必 包 有 办 於 原点 之 一 整 点 ，( 整 点 者 二 坐标 此 篇 整 
А T | 

证 (На): ”以 各 偶 整 点 (2,,25) Arhi 0682 2 之 正方 形 Sinas. 
者 5..2: 中 有 R 之 一 部 分 ;利用 释 形 x 一 2r = >”, y — 2s = у’, ЖА 
到 正方 形 Soo 之 中 如 此 将 R 之 所 有 部 分 咕 集 中 到 Soo Z. BIER > 4, 
改 至 少 有 二 点 重复 假定 此 二 点 是 由 雨 个 不 同 的 方 卉 Sinos Sara 中 搬 来 
ж. 原来 此 二 点 之 坐标 一 定 是 

(х0 + 2r, уо + 25), (ж + 2r', уо + 25. 
由 於 R ДЕНЬ, 
(一 (so + 27), — (уо + 25)) . 


* 由 此 不 旺 得 出 , 玉 任 二 点 之 粮 段 必 公 部 在 R 中 。 
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ТЕ 


ч =! 
— T -—— .. —.-- = е- - -一 一 一 -一 -- 一 - - - -一 .- 一 
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也 在 К 之 中 。 AB R EDR, 二 点 (xo 十 2r， yo 十 2s) 及 (一 zxo 一 27， 
一 yo 一 2s) 之 中 点 
А. mt? (0—25) 
仍 在 К 之 中 , 故 得 定理 . | 
ЖИЙ Н Е: 
定理 2， 考 将 定理 1 中 的 假定 收入 面积 > 4, HERBA: “所 存在 的 要 
於 原点 之 整 点 在 R ARIER”. 
应 用 之 一 。 RR БАШНИ 
|ë |<, |7|<с, (1) 


= (r — r’, 5—5) 


此 不 
£ = ах + By, 2] = ух + ду, aó — Ву = А(5 0), 
а, В, Ү,6 ERR. С) ХДЕ ИНН ЛЕ +y ТШ 2832, СУ. 
其 面积 等 於 
-一 O(x, ôl, y) : 45c 
10-0] (е, у | = Тат || an= таг. 


342 
PIET Ыру РИ 


АЛ С ДОЛ. 


T3 #5 >0,с > 0, 22 |А |, А-З (х,у) GZ (0,0)) 
же (1). 
特别 取 a = ó = 1, ү = 0, АЖ (х, у) (= (0, 0)) 使 


|x+By|<  |у|<- 


Вр 
b 1 
Вр 8 6.10.6. 
应 用 之 二 . 取 R ВИНА 
EP / О) 


ШУЛЕН 1 о Е. к 之 面积 篇 
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|| de dy = || | у © = тат || & 7 = A | 


#2472<:1 23+ 
E пт 224 |А |, ИЖЕ (=, у) WAH (2). НЕ 
Нал НУ [Н] А 525 
| ах? + bxy + су? = т?, (3) 


@ ¿= vart y Ж т=ү‹—Ё у, м G) TURA G) 232 


式 ,而 
А = Ya- Ө! А 
故 得 : | 


定理 4. жар 0, а (5) > 0, A = Va $), RJ 2 — 8 


К (х,у) = (0, 0) 使 


ах? + bxy 十 су? < +A . 


ЛЕВОН ЖАША 可 以 等 RE. 
ERZE. 取 R ЖЕН 
[| <и. | . (4) 
ARENS. 因此 不 能 直接 磋 用 定理 12. 今 之 方法 需 在 此 域内 做 一 凸 域 ， 
使 其 面积 > 4。 今 有 


e7 <( МЕ. ө 


H | | 
|£ |+] 7] < 2, (6) 


是 一 凸 域 。 4-ҖОК (6) 之 面积 


| = dy = || Olx, у) 1 


9С, 1) |“ 7 = 


161+ 91 < 2; 11+) 21<2/ [414151827 
即 得 : 
定理 S. 必 有 一 界 於 原点 之 整 点 使 
IEH ISCIA De. 


612 Ж 8 性 B| 


ЕН (5) 立 得 
定理 6. дн Sht mk ШИ 


1 
[87| <— l Al. 


此 定理 也 非 最 好 之 定理 ,已 有 人 苯 明 二 > 可 代 以 >. 
$2. Minkowski 之 基本 定理 . | 
R 篇 п 维 空间 中 的 有 限 域 ,如 R AEE RRR PREE R А, R 
RADR. 
EHL НН АЕ, ВЕКИ 2” 之 山 域 RR 
(或 稀 山 体 ) , 必 包 有 一 刁 於 原点 之 整 点 . 
定理 1.1 ОЙУНА ЖЕНЕ] z Е. 今 用 另 一 方法 惟 明 本 节 之 定理 1. 
证 : 命 篇 一 固定 之 正 整数 ，4， 跑 过 所 有 的 整数 . 则 诸 平 面 
Ху = ——, r=l,2,=,n | 
яз Уй, -AAEE (2), жаш (20,..,2%), 4 
№ (+) 表示 角 点 在 R 中 之 个 数 ，4 表示 R 之 体积 , 则 由 积分 之 定 闵 可 知 
lim | 一 "М = A 4 
E 4 > 2*， 则 当 + ХАК, ПЖ NO > г. 
另 一 方面 ，(q1,…, 4») PREIE г HERR, modz, Ш R 中 必 有 


二 点 
(22, ... ‚ 24), E3 Ж ‚2 


Ш 4: 4:20 (mod д. 由 於 R 以 原点 篇 对 称 中 心 , 故 R 包 有 


(– 26 ... — 24.) 
Е’? z /` 


ЖЛ КОМ, Е 中 亦 包 有 


(22, Ж ‚#5 及 (- 24 2 .... ~ 24 


“ИА ТАБИ Eal <А, 


第 二 十 章 数 的 в т 613 


х 


уу. 故 得 定理 . 

同 理 亦 等 : 

定理 2. HEER 工 中 ;将 人 条件“>2"” ШЖ “222”; 而 将 精 果 “在 КР” 
KIS “ЛЕ R PRR E” 则 定理 1 依然 成 立 。 | 

更 精密 些 有 次 之 | | 

定理 3. 由 原点 O И: ее КТР. ТИ ОР 之 中 点 0, 当 Р а 
体 上 之 所 有 点 , 则 О НН р Ra, EEM 2 之 条 件 下 ,可 假定 得 
出 之 整 点 在 Рі 之 外， 

证 : 命 p 篇 由 原点 0 到 怀 兆 上 之 最 大 距 见 ， 取 一 整数 NN 使 2Y-!1<p<2™， 
ДЇ R,-x Э.З LEA ЫИ УШЫН ЕУ 1, 故 Р, о 中 除 原点 外 无 其 他 整 点 , 故 
定理 2 中 所 得 之 整 点 必 在 Ron 之 外 。 故 有 一 整数 т, 在 К ЕН В 
及 К,-„-1 外 有 一 整 点 (wu ко) 因而 整 点 

(2711, , 2” £p) 

在 КОРЫ ЫҢ ЖЕЕ Ri 之 外 ， | 

$3. ках. 


~ 


Ф ar ARR, ХЛ | 
& = a, x, + - аня,  +r=1,2,:, n. (1) 
行列 式 
CH Ain 
A = |..-............ = 0. 
Onl "° Ann 
КЖ 


| ë, | < 4, [221 < А» ---, |£, | < An. 
ИВ ЖШ, НЕЕ 


Fi, X), `", X 
4х1 dx; = dx» = ... K a 


O(€1, &», ---,&„) 1748706. 
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= ат | & аг, dë, = 2 и А. u 
KE Ае > lal, ШЕИ. 车 和 4h… А 2 [д |, $ 
则 有 一 要 於 原点 之 整 点 在 R PRERA. 故 得 : ` 
定理 1. E Gpo E 是 具 实 傈 数 的 > ШИЙ r, z. HER, 其 ; 
傈 数 行列 式 是 А; 41,…, An 是 n HER, H 
| A A... 2 lAl, 
则 有 整数 ху, x,,…, х„ ЗВ JE 
EIS А, 12214, | S Л. 
定理 2。 定理 1 之 结论 可 以 加 强 , 序 有 整数 xi, xz，…， wa ЗЕЙД 0, 使 
|ë |<), [82| < 2А, (Enl < Л. 
证 : m e —1ЕШИ. 由 定理 1 ELA ER tis’ ха, WË 


А Аһ 
БАЕ (1+=)"-* А, САБ 1 < À>, e., IAES 1-46 < А,. 


Ж 。 一 0 时 ,由 认 整 点 的 不 连续 性 , 故 得 定理 ， 
取 n + 1 代替 n, М 
Ë, = x, (1 < x < n), Enti = a, x, + a, x, + -* + G, х, + хоча, 
À, = 2” (1 < v <m, Ан = =, 
则 由 定理 2 可 得 : 
定理 3。 必 有 一 组 整数 x1,…, х Ж y， 不 全 篇 0, 使 
Гаж + ая у [< 2, 


|а |< z ОБЕ : 篇 任 一 实数 > 0), ⁄ 
双 取 
Ë, = х.+1, Фуа = x, — а, Хз+1 (1 < > < n) ,Xs5 
À, = z", Ау+1 = “ (ї&ь»<л), 
则 得 : | 
定理 4. fir 91, `, в 篇 一 组 实数 及 z > 1, WA — М ak Z 3 5k 


- А =... Pemma e еее . -. ... ны ~ i йш, Se. 
| 
В 
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(х, Yis У2,`''› yn) 使 
аа у <, 1<х< г. 
换 冯 之 , 必 有 一 - 租 以 x ВАЛ п 1 (22, ©, уе) 使 


| 
а, — = < 1<ъ« 2. 


В с» 篇 有 以 下 性 里 之 最 大 正 实数 : 若 O < c< c,, HU 


РАД 
| 


Wy — 


1 . 
иж 1395” 


ВЕНА. 由 定理 10.4.4， 已 知 cl 二 V5 ， 但 党 r> 2 в, ЕН 
Mik. Е 
定理 2 建议 ,是 否 连 |E <А ВЈ |8 < 如， 此 不 可 能 。 例如 : 
Ёр, Ë,= zy zi + x, Ёз = aa xi Тара, F хь, 
£, = б xi + an x, 十 … били, + Xa. | (2) 
则 由 12:1 < 1, 可 得 x1 = 0; 再 由 |6| < 1， 可 得 x = 0; 等 等 。 К 


原点 使 


lē&l <1, |é2| <1, `°. lë,|<1. 
再 命 


xy = > av у, (1 < v < n) 
н=] 


RRR., 将 此 代 和 人 (2) ВМВ ХАЧ (2) РСЯ. 问题 : 
除去 所 列举 之 情况 外 ,能 否 一 起 改 篇 “< ”号 . 此 乃 有 名 的 Minkowski 问题 ， 


” 数 十 年 来 仅 能 征明 n < 7 时 之 情况 ，1942 年 匈牙利 数学 家 Hajös 才 一 般 地 也 


以 解决 ， 
$4. 二 次 定 正 型 
АЧЕН R: 
| L. + E < n. (1) 


AJER (1) EnH, НЯ 


, 2 ы 2 
(uy. t (EEES CL eeit o t + tt) Q 
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н , 2 2 ,2 
| (258) <s, z= 1,2, n, 


(2) ARREN. 
因 а жама r 的 球体 体积 篇 "一 一 一 “т. +1). ‚ ЖК 之 体积 篇 


... ... = ... Alri `", £n) 
| | dr, да, | Ə(ë,, ---, En) 


dé ... 4» == 


+ 242 ERETI 
_ 1, 
_ _1 f- 42, --- аё, = 1 л л 
А | А | Г 1 
| ¿+ + 42,2 2 ntl 
於是 得 出 


定理 1. 有 一 组 整数 Xis `s Xn 不 全 篇 0, 使 


+= T< $Y, 
此 不 i | 


_ m _ 
г(5 +1) | 
2 


定理 1 可 以 换 一 种 形式 表示 之 ， 二 次 定 正 型 


J, = 


О (а, --*, x J) = > > lrs X, Xs, а», = 4, 
TARA 7 
| Q=ë +++ ë. 
81,75, En 之 行列 式 A ZEB D = |а| УЖ. EA А = (а) RE 
正 矩阵 , 故 有 矩阵 В 存在 使 4 = ВВ', д = |B| = D3， 故 定理 1 可 以 改 述 篇 : 
定理 2. О, …, xa) 是 一 定 正 型 ,其 行列 式 需 D， 旧 有 一 黑 认 原点 
之 整 点 x1,…, x 使 | | 
Oln xn) < 4 J; р. | (3). 
命 Y, БРВ Ж УТЕ Ж: Нора 
Об, s Ena) < Ya D”. 


а 
тучни а-ы . — ` w— 
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由 $1 В у, =. 迄今 数学 家 仅 知 Ү„(2<1л < 10) 之 数值 : 
— 5 вед. T 
уз = V2 , y, = V 2, ys = У, „= 4-5, y; = V 64, Ys = 2, 


"4 
Ү = 2, ж=2\*. 


Ж, PHL AU Sa 5:45 


n< r+)" (~ Ë no). 
$5. 粮 性 型 之 乘积 . | | 
先 讨 论 域 R: | 
lilt e +|# <. = (1) 


”此 域 显然 以 原点 篇 对 称 中 心 , 且 由 


可 知 R 是 山体 ,其 体积 等 从 | 
улу — ... Olki o En) a 
дку da, = | | Э(Е, | 417 4 = 
[ERE |< r Ни < 
1 (... se Z (.. og — Zr 
== ГА dë, dë, jal 48, аё, = nlla] . 
Igit tli <r - £ do: +E S r - 
$; >0 
故 得 : 
定理 1 有 一 办 从 原点 之 整 点 (xi, …, xs) 使 
lil + |ё„|< (| арм, (2) 


| £t | 1 
£58] <4 Че) 


Е n = 2 上 时， 此 乃 最 佳之 结果 。 BER éS x+ y, &=x— у, ДЇ 
[А|:=2, М (2) #5 |ë | + |[2,|<2, лан 
[2.1 + 1221 = max (ё; + 21, |ë, — #,|) = 2 max (||, Iyl), 
СНЛ 2, Шх=у=0, 8 о = 3 时 ，Minkowski У — ОЈ 
RZE (wi, х2, хз) 使 
е1 (RIA), 


且 此 处 108 是 最 侍者 。 党 n> 3 вл, 


TI 


Cr лж а. ош ые L a чөн «жайы лын ыла даш алда 


maa дау оч Ammi. жилы чыз а сың С usa. 


MA, Ja ir. + PAMPA MAA -VPH 4 Andaian. SanL adake aa p A H E a aair Paama, 2/4. QPPP. 


(талыы, ar a= о. НИ НЫ ди aa aa. wi ль ВР re E А аянат ны a Finn ща е Y A аА алай ач 


618 ни в жоо 


ЖАУ ЕЕ ЖЕРИБЕ, УВ F 
定理 2. 车 a 之 0,…, а 2 0, Я! 


(a, … ay" < artetan | 


证 : 1) о = 2%t НИНЫ. 已 知 当 k = 1 时 有 


(а, az) 1⁄2 < Ata А 


今 假定 当 п = 24-! Я, 则 当 п = 24 时 有 
_ 1 _ 


1 т 1/2 
—1 
(а; … а)?" 一 TE a, - 12" ‚(аз ee а)? | < 


arteta k-i 661 ы Как 
«ети < 


а-а 
2 


2) (СНЕ: ERA ЕН в + 1 АЕ, ВА. 取 


< 


ав+1 一 + (a, + --- + ax). 
由 假定 可 知 | 


айат __ 


‚ С EN 
(+ G as lajt °° +) = (а ap) "+1 <Ç = 


1 1 
= +I а-а, = Catta) } = 


__ Mt +а, 
= — P - , 


n 


故 得 


L ра, NITET = 
(aQ (о) Сакау 
FEH, 
由 定理 1 及 定理 2 立 得 : 
定理 3. 有 一 刁 於 原点 之 整 点 使 


| 6 6 | < <l Al. 


ЛЕРА 一 
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注意 : 由 $3 之 定理 1 环 可 得 出 , 必 有 一 办 从 原点 之 整 点 使 
| тёё, «|а 1. 
由 於 当 n> 1 时 п < л", 故 本 季 之 定理 3 БУН. (у у, 代表 最 小 的 正 实数 ， 
使 几 у > ун, ДЫ — ЖЕЙ ИЕН ВЕЩИЕ 
|&,--&,|<Уу[4]. | 

MEA уз = Уу, Үз =  (Davenpor), ZH y, (#24) 篇 一 向 未 解决 之 
阅 题 ， 

56. MERER. 

定理 1， 若 a,…, a, 是 "个 实数 , 则 有 一 县 於 原点 之 整 点 (zu, сз, za) 
及 整数 уС>1) 使 


a; — L < 
y 


—, i=l, 2,59, 
(n+1)y!*% | ИИН 


Ж: ”人 先 研究 
91+ || <», ISi<n, #40. 


лен ли ЖЕДЕ 


| JER £; = x, — a; y, 1<:<n, 
| dxi -e dx, dy y = 
| Entl 
Eltin lsr | £ 
i=l, e,n 
Lxi, `", Мп y) | 
= М У) ¿8, .. ДЕ, д6, 
Əli "`", En £,+1) з : $ + 
ДАЕ 1167 


z=1,- ,n 


|z| || 481 дЕ, dént1 == 2"%! |e] |-- dEé1 dË, dz +1 = 


Earne Sr s 
i=l, ~, п те],сзе,п 

&;>0, Enta” O 

2*+1 | 


Я 
n-F1 
HEMER ях” Е (ж, ts Ив, y) 使 


— 


< (ү 
— PI е 


"*їЇ ‚© 


|x; 一 ai y| + 2 


' Е А 
РР ЧИРИ в лы ЧОНОНА ‚+ Е Бе a. сш чөк 


ма шаб, 


PESEE т-дын ЧИИ 


>e aras Шо ейел ШШ E A aa ыла; O киев a ea ИО. РЫ 
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由 定理 5.2 可 知 
y 
/ ny э n|x;— a; y| +z T И „+1 -H | 
А С «——уут i 
即 得 
ии, {== 1, 2,.…, 7， 
У) (n+1)y!tç 


此 定理 略 佳 从 定理 3.4. анон 


1 —1 n+31 п 
Cn 之 Ya， Yn 一 2 1+ (5) | 


(Blichfeldt). (в => y 22, Minkowski.) 


Ж. 车 a, = В, + iY» (w =Т, +1, n) Жж п 个 复数 ， Я A 4 38 ЖК 


Zis “3 Zas W 存在 ,使 


| 1 


一 一 一 一 


a, — Z |< . т.к 1 
у w |© п+1 Vm ÀN ntl л РЕ ° 
$7. Minkowski 不 等 式 . | 
党 ai > 0 (1=1, т), г>0 时 ,定义 
1 , l/r 
м) = {G+ +. а) 


党 r<0 B3E— a= 0 =, (1) REES. HEER (df 十 +) 0. 
於是 当 220, rs 0 RITES 


м, (а) = i+ (a 十 … 十 x] 3 . 


但 + < 0 且 某 一 4 三 0 №, М,(а) = 0. SARI a 2 0 СЕ 1, e,n) ШВ 
(a). (2) > 0 表示 a>0 G=1,-, п). (а)-5=0 表示 а KARR. 
и 之 0(1=1, e,n) 中 之 最 大 者 记 篇 max a, ЛЖИ min a, 

如 有 不 全 篇 0 之 实数 A, р, 使 Аа = phi G=1, ,n), И (а) 与 (2) 
成 比例 ， 

定理 1. lim М,(а) = max а. 


Mp 
БЯ 
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й: 因 r— + e, YR ”> 0。 REE 


1 Vr 1/r 
1 (таах ду < M,(a) < f атака)! , 
Вр 
| 1 l/r | 
(2) тах а © М,(а) < тах a. 
1/r 
Я lm >) - (+ Э) ü 1, 故 得 „йш ма) — maxa, 
定理 2. lim M,(a) = mina. 
证 : Я ”一 一 o, Н] #@@ „<0. (a) > 0 时， 


=. 
zo 


於是 由 定理 1, 
lim M,(a) = — Í = — = mina. 
Ш маа) тєр 
в r< 0 НЖ— а= 0 Бр, M,a) 及 min a SK 0. MA 


lim M,(a) = min a. 


FP 


定理 十 完 。 


定理 3. lm M,(a) = (ar an)”, (ara ЩН ”个 实数 (20) Z . 


АР] 2329186, д С(а). 
证 : 1). r< 0, НЖ— 4 =0， 则 定理 题 然 成 立 ， 
2) re 0, (а) > 0 时 ,由 (1) 有 
MCa) = (ав р" = 
= er Ñ toz {+ (+. +) 


当 + 一 0 时 ,利用 求 极限 的 L'Hospital 法 则 ,可 知 
lim 一 log {1 (а +... 十 = 


IN 


B| 


Я 
ар 
di 


622 


п 


1 r 
7” > a; log а; 
= lim = 


0 = (а-а) 


1 п 
== т Х, log fja 


+ log (+ (ait tan) у 


lim M, (a) 一 lim ё = 
7-0 7-0 
т 
2 之 log a; : 
= e 1 = etos (apay) /7 = (a: Ан а») М = С(а) . 


3) r> 0, В д 中 有 某 些 个 篇 0， 则 不 妨 假 定 а> 0,…, a > 0, 
= ав =0, 5<л. 於是 有 | 


2:41 = lst? = +e — 


1 , , l/r $ 1 ‚ , l/r 

ма) =} (++) = аео) = 
| ИА, ‚ү 
(5) {тк +4} 


I/r 
由 前 之 千 果 ,有 imfE (аа Р = Ga). R < 8 ro 88, 


1/7 
lim =) = 0. 
# 


r0 


所 以 当 + > 0, Ж a 二 0 了 时, 仍 有 
im MO = im (Рен оао ноя 


1 
0 тәф 


= (а, ... an)!” . 


„^^ 


511. Жа+вВ=1, а> 0, В> 0, ДЇ} 520, z 2 0, HÄ 
s P < 5а +: В, 
ВЗА Е “三 上 ERII. 
证 : МЕНЕ +, Е 中 之 一 篇 0 Fe, Б] 1 之 前 个 部 分 显然 成 立 。 今 往 
АНН 5,29 >0ОН s+: 有 时 之 情形 ， 
3 e> z, Bi £. >1. Я 0<а<1,1-а= В, Ш 


~ 
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) sN? sit sit $ 
(5 -1=а| "ay <a | 29а 1). 
š 1 | 1 £ 


H 
GY -1<«(+-1), . 

立 得 | 

s < за +B. 

车 e = sa + B, W 560, KA s, г НИ TIBRE ç > ¿ К 

是 有 

sjt Л 
Вр 


sit 
| (yz! — 1) dy = 0. 
1 


此 篇 不 可 能 之 事 , 所 以 必须 $ = t, 
512 (Hölder RÆK). Жа+В=1, а>0, В> 0, ДЇ (а) 8 (2) 


ЖЕНЯ 18 8 | 
a; xA <(> =“) (> (> һ). 


#: НОЯ 不 成 比例 , 故 必 有 i 存在 (1 <i < 使 


K + b 
2 а; 之 Ё; 
РАЈЕ: 5] 1, 
ke „ү 
т МҮШ 
i=1 . А 
(е0) Tga in 
ЕРІ Ai Ja (2 )e|= +e: 
$=1 a; >: b; 
j=1 1=1 
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Уа М <(> a) (È һу. 
#=1 i= 1 i=l 


引 3 (Halder RÆK). 3 k>0, В, ҮРЕ 则 当 (a$), 
(W) 不 成 比例 且 (ab) Z 0 了 时, 恒 有 


| > д; bi <(> 2). (> ү (Б> 1), | | (2) 
Уа b: > (> “) (> Эй (k < 1). (3) 


й: ПЬЮ. ие 0 < 天 < 00 <<, ` 


td- | i 
Бър 1. 出 引 2, Ж 


i=] | isl 


i=l i=l 


2) 0<k<1 的 情形 。 此 时 = рр <0. ЖЖ b= 0， 则 由 本 
| п им 
а n (> һе) =0, жа | 
{=1 2. 
| ч ‚Рр; = < & ик 4 к 1/47 | 
之 а b; > 0 (> at) (È b; ) . 
- © 
党 (й>о нн о<&<1, 可 知 | 
| 1 1 1 | 
0<-2-<1,0< д—=1—Ё<1, + — =l. 
1 _ А 1 K 
Е) (-% (+) ($) 
由 引 2 可 得 

1 .1 ~ 
п яп я 1 _ £ M 
аў == (а; Ь;* br š = > (а; bi) š ) (20) ( t ) < : 
í=1 i=1 i=1 : 
е = К 
n Dya х) і 
< ib; 24 = у 
(2) (5и) x 
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| k 
п А п — — 
(5) (58) *. 
i=l i=l. 


H 
_ 
> а < (> a; Э) (> в) б 
立 得 
1 1 
> b; > (> at) i (> y. (#<1). 
定理 4 0 << s, Ва = a2 三 ，… = аз ЖЛЕ, TELA 
 M,(a) < M,(a). 
É А r=sa, о<а<1 Е 
М, (а) = [+ (i + + >} = 全 (а 十 … 十 а)" = 
-Hio 
由 引 2, 得 . 
мба) = (+Í > Ca). п) < 全 (> NÈ ) J = 
_ [+ (> Э} п 
=( (ai + + у 
一 人 = 
= Ма). 
定理 证 完 . 
定理 5. Ж (а) ML G) 不 成 比例 ,+ > 0, 7 天 1， 则 有 
| {> (ОЗИ < (> г). + (> Эй (r> 1) 
K 


{> нь” > (> 4)" + (> Эй б<). 
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证 : 1) r> 1 的 情形 . 
# = r. Ш>, +h 由 引 3 之 (2) 式 ,有 


> (+6) = 5 ены bilart bi)! < 


¿=1 i=1 


< (> z) | > Саву + 


I 


у (> к) {> (Сожу) |. 
-(> í) {È 7и | HÈ? ДЕ ау)" = 
={(2; N + (> 3] ) {> алю)" 


СЕЗ {> arar} 了， 则 得 


(E +в) <(5 24). +(2 ж) . 
2) 0 < r< 1 的 情形 . 
此 时 , 恒 有 i FE, 15: Зв, 使 a+ hb >0. 否则 ,车 
ai + =0 = n), 


АЕ а; 20, 2; 2 0, Н 


Ёр (а) = (Б) = 0. 此 时 (а) 与 (6) ЖН, ЕС Р. 
不 失 一 般 性 ,可 以 假定 qi + b; > 0 G=1,-:., n). 
此 时 ,0 < r <1, ФИ с, 则 由 引 3 之 (3) 式 , 有 


>, (math) = 5; аа + 6)" + > bila; 十 的 一 :> o 
ї=1 И 


了 一 


ee .- 22. ОА аша Т Е а ш саара а НОЦ 
il 
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>(2&) {Et} + 
Вены 
(25,4) 12 акы} +(® к) {> аюу 
= (È 4) + (> a) HÈ (a; + ву} б, 


К ЕД P (a+), 则 得 


л l/r в. l/r n l/r 
{2 (а; + 22 > (> 4) +(> 5) 
定理 十 完 。 ДЕННЕ ЕТЕН. Minkowski 不 等 式 . 
$8. Это РДУ. | 
TRL Ma2. pce, Ё, 是 а, о, ль М n И, НИ 
А 50. EFA s РЕЖЕМ A г НЕ, +25 =n 
# o 21, ИУ И 


2\ -” n ип 
(те Tier < (2) п r+ 2) 
n * 


=+) (1+2) 
证 : 由 定理 7.5 已 知 - 


(名 二 十 和) <r Е (1) 
是 一 以 原点 篇 对 黎 中 心 的 同体 .。 今 往 算出 积分 


А= | dx) ... dx, 


ГАТАР 


ЛЕ. 


ОП 
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命 £,+; 一 7+; + £ + +; 24:4; — Et G; 一 1, 2, ta s) ЖЭ ЭЖИ {Ж | 


数 的 + SAREI., Ж ПБА 


rts 
E tete +2 > (лә) < r, 


Ә(х\, ..", Xn) 
„е, > уч 46, :: 46, dy Фр, = 
96, er, Ën 7,075 7,+2;) z Er diran 7+2, 


j=r+1 
2: 
— УЧ | -| dé1 dË, drg ` 47+, . 
о в $ з 2 о/о в i 
lel ++ +2 Z, jtag) <nT 


мак, 


$1 = Pas °° , Ё, = Pr, 


1 1/4 1 Ue ‚ 
m =(4 Pr+i cos0,,+;, пы (+ ) Pr sin0,+;, 1<;<:. 


如 此 ,得 
Zs/a 
2. 22 ) rts 2х 2х 
ТА Н |- | (П р.) dp, ` dorf, -| 40,+1 `` 4@,+, = 
v=r+1 0 
pr + +оо? <a r° 
2, 0 | 
{| Cu 
Эг; `" @Ру+,. 
"Тат v=r+1 + 


а 
pite + Pr «ВТ 
p 2 0 


分 6, = n T° zv, у = 1, 2, rts, ЕП ‚ 


ts 1571 25 Ža 
4 = ЕТ T (nl (4y f- (оч Та" ТД, ту 4т,+у= 


түт те, <1 
т, >0 


_ 1 роту» (ТҮ KOLON 
g 2) сто) =) 
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(+2) (2), 
g G) а(н) | Z) 


党 
a>? 
ЕЎ, Bp | 
| з n n 1/п 
T> G) G 2) 


= Г 2 
2 ә г(1+2)г(0+2) 
п (O) R. 故 得 定 更 ， | 
定理 2. ЯН 1 之 假定 同 ， 车 41， .' ‚ А, 是 n 个 正 数 ，/ ы — А, 
= Ж Асе Ан > (2) lal, ЯНВ 48 
[= | < А, "ety A < 人 。 . 


БЕЕК АУ. 
жез 奥 定理 1 之 假定 同 。 命 


ё, = 1, (1 < у < ғ), Erty = rav + £ 2). q + vo 24:49 = Erv (1 < У < s) е 


м >, А-В 
) | 7,1 < А», ‚1 «<у< 2. 


证 : hoo, h SARZE Al 故 可 由 定理 31 直接 得 之 . 
S 9. Чеботарев 定理 . 


分 
= > dij x; G = 1, -- >, п), | ` 
j=1 
@;; 篇 实数 ， 且 傈 数 行 列 式 
G Ain 
ZA. = ]-.............. == {) 
Оу `` Ann 
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著名 之 Minkowski 猜测 篇 : 对 於 任意 一 组 实数 о, …， ps, Ш — HB 38 
数 x1,，…, x。( 可 均 篇 0) 使 | 


IE: — P1) (g, — в.) |< 2 


2" 


jal. 


n ==2 之 情形 已 由 Minkowski OGER; s = 3,4 之 情形 亦 已 有 有 人体 朋 ; Ж}: 
定理 1 (Чеботарев). 分 ” 篇 | (后 一 pi) е (8 一 po) | < Ге, Rl 


т<22|д|. 
证 : ЖЕНЕ, ВН] А =1, т > 0. 於是 对 任 一 e> 0, VH — 
组 整数 ML 使 | 
Пе —pl= I(t —p) (6 p) = ртр, 060 <е. 
А | 


ё; 一 е. (i = 1,8, п), 


ДЇ 


E =È Bea G=, 
a i=l 
且 其 傈 数 行 烈 式 D {Ий 
(По) 16 
21 = (Пе в) = 2. 


因 П ls — el >m, й 


г , — " а= 
; 1 | = -g — 0. 
Mie + | П кр | 21-0 
同 理 
П 1&&—11>1—@. 
i=l 
HE 


Mie 112 G – ө). 
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ЖГ С’: 
И <VITOTD G=, н). 
АЕ, C' ЕРКИН, ЖЫШ. 
车 C' ЕВДЕУ СИДИК ЖЕН, MAZIE E ---, E Ше 
—1<г{2—1<(@@—@<1, 108-1161 G= L+, 
车 有 i 使 名 一 1 > —(1—0)°, НЕ |67 一 1| < (1 一 0)2， 因 之 


Пе | < (1 — 022. 
此 不 可 能 ， 故 | 
-1<82-16<-— (0-60) G=1⁄,, n). 
ЕЖ 、 
81671-0 0) yY (=1,..,n). 

Ай Ө 很 小 时 ,车 C” 中 有 整 点 , 则 此 整 点 必 和 与 原点 十 分 接近 ; 由 此 立 可 
”得 出 矛盾 AREH 2.3, 车 C' 中 有 轩 认 原点 之 整 点 , 旧 必 有 整 巾 在 C3 之 外 ， 
此 显然 与 |#;] < V29 (i=1,…, п) FË. 

HETA C′ 中 除 原 点 外 和 无 整 点 。 由 定理 2.1, 有 

2 CH pe <>, 
部 , 
` | fita- < 二 人 


® =—0 时， 9—0, 即 得 


$10. 在 代数 数论 上 的 应 用 ， | 
命 ol =, wn 篇 п 次 代数 数 域 RO) М НЕ ЗЕ 90, ..., 9 中 
有 r ЇЙ ЖШ, г, SMER, л 十 2r = n, ШЕЕ FE n а 


0 = ш? куз 十 ш, G = 1,2, --°, т) 


ТП 
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内 有 n 个 具有 实 傈 数 ,有 r, Ж ҢЛЖШШЕИЕИЕЩ. ВНЕ 
的 傈 数 行 烈 式 的 起 对 值 需 УТА], А AR RO) 的 基数 。 @ а = а0, Æ 
定理 8.1 中 , 取 G = 1, пудр — 8 2265025 Арун 使 


м” < |< - УТАТ) ", 
亦 序 在 RO) ЖАННЫ а 适合 


аса (у УТАТ. а) 
但 |N(a)] 篇 一 自然 数 ,又 因 2r, < n, МИ 
л\ү n” mN”? п" | 
ИАТ>(=) m > (2) F (2) 


_ (=Y: з" 
„= (=) пі? В] 
| m= Ут (1+1); 2 ли > 1. 


а ә, 
所 以 {vs} ИНН. 又 当 л=2 у, 
УТА] о = > >l. 

故 得 : | | 

定理 1. 仅 在 有 理 数 域内 ,基数 等 於 1. 
& 

定理 2. ж А 和 一 有 还 整数 , 则 必 有 一 有 限 数 (А), ELERA A 的 
代数 数 域 的 次 数 均 不 大 蕉 n( A). 

不 但 如 此 ,更 可 进一步, 征明: 

定理 3. 对 从 圈定 的 有 更 整数 A, 至 多 仅 有 有 限 个 代数 数 域 以 人 篇 
基数 。 

Ж: ”由 定理 2, ЖАНА, ИНАК n, п 次 域 之 有 基数 篇 д 者 ,其 
ЗОН ВА. 


№ R(9) 篇 一 个 基数 篇 А 的 2 ЖЖ, о, ``, о, РЕМНЕ. № 


a) = or s + Ня. GSL enn), 
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EF rn, r, 如 前 。 不 失 普 到 性 地 可 以 假定 a = а, a, a RAR 


ЕС, аз), с» а) ВН, В. atit») = аз 其 中 l< >< r. 命 
д = 1, (I1<x=< r), 
a (rit) = Yr + v + 2 21), trat” (1 < p < 72) › 


А] ЕН АЕ ЯН 8.3, 可 知 有 一 租 不 全 等 於 0 的 有 理 整 数 хт, "9 Xn 使 
а al KE, [и ое УГАТ. з) 


於是 有 常数 c, с НМ n НН, 
| <*® | < МАГ  G=1,2 7). | (4) 
` ЖЕНЕ ВЯ | 

а® (n) £ C 人 (= 1,---, n — 1), 
ДПЕ ЖЕШ 16.3.1 可 知 о 篇 一 n КЕК, НВ Р(9) = R(a*), та 
Л ы бул EE S | | 

fx) = х" архе 6 a, =0, (5) 
ЕЕ а, 必须 通 合 


1% 1<(*)СУТАТА G=, (9 


因此 任何 具有 基数 篇 人 的 n ЖЖ RO 必 上 与 某 一 R(a*) 同 , 而 a* ЖН 8 
合 休 件 (6) 的 不 可 化 方程 (5) 的 根 。 因 篇 半 种 不 可 化 方程 的 个 数 有 限 , HER 
得 到 定理 。 БЫЕЛ ИНН 


at (n) £ аж (0 G = 1,---, n — 1) (7) 
Ж r= 0, HJ a* (0) 一 7, (2=1, с» п), 由 (3) 式 可 知 
I LINGON | <= lase |. 
但 | 
ано | < < | a" | (2 = 1, +, n —1), 


所 以 (7) 式 成 立 . 
E rn > 0, И 1 < v < r; — 1 В, 


— Г” 
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| | 
| ww +5) | = | у, + р? rt, | < í 5 
ritraty = LM ; 
аал) | = л, йр | <= 
於是 
| | 1 
1 < | No | < |а |А 
ss | (а ) | “== (72 )=-2 | | 
但 
[а*9 | < <2+79 < ажо |, z = n, іт + го, 


Z= 
而 (tr) a*m, ЖДИ ЛЗ 22 = 0, ДЕ |а* (| < > ， 而 得 


< | N(a*) | <— a - 


但 此 篇 不 可 能 之 事 。 КЕ г. > 0 Bp, (7) 式 也 成 立 。 РВВ. 
ЗА 1. 证 明 在 一 理想 数 % 中 可 以 选 得 一 整数 a, 使 
IN(a) | < V |a | МО. 
AA 2. НЕЕ ЗАО PERR % АУК 
м) < V A|. 


511. | A| 的 极 小 值 . 
在 上 一 季 内 我 们 看 到 о 次 代数 数 域 的 基数 д, ЖЕ 


KROKO 
再 由 ^ 50 或 (mod4), Z (—1)" А > 0 的 性 里 ,可 以 作出 下 表 : 


fa = 2 


7. 一 0 | га = 1 


п=2| А > 4 А$ – 3 一 一 

в =3|Ар21 | А<-15 —— (Г) 
в =4 дб д<-7 | A 44 

п =5| Ар 680 А $ - 419 А > 260 


{Н КЩ ЕЕ ЕН |a | ZEMER 


—— a . s. : 
... moannen = -一 一 -一 КАА meer 二 一 - 


, 
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ra = 0 га = 1 га = 2 
п=3 | A = 49 A == — 23 一 -一 


л=4|] A = 725 | A = — 275 А = 117 


由 二 次 域 К(у 5), RV 一 3) И (ID 中 n = 2 ВЖЕ. | 
ФК п = 3 的 情形 ,车 9 适合 а? — 2x— 1 = 0, Я R(9) 的 基数 郎 
篇 49, ME 9 适合 м —х—1=0, Я] RO 的 基数 篇 —23. 


至 於 n = 4 的 情形 , 命 9 篇 xt — 24? + (—1)#0-0 р = 0 МИн. 可 以 


КВ: | | 
1) Е a=7, р= 29 F, Ф r,= 0, А = 725; 
2) # a=3, р= 11 上 时 ,可 得 六 = 1, А=-275; 
3) Ё a=—1, p= 13 №, ЧФ r,= 2, А = 117. 


如 何 作出 表 (ID 是 一 个 问题 。 表 中 = 2 的 情形 可 以 很 容易 地 得 到 ， 但 


Я n 之 3 时 , 踊 然 定理 10.3 的 葡 明 供 答 了 一 个 方法 ,可 以 经 遇 “有限 次 ”的 计 


算 , 求 出 表 (D 中 所 列 的 结果 ,但 在 实际 计算 时 ,用 此 方法 必须 求 出 数 以 千 计 的 
多项式 之 根 ,以 及 由 它们 所 决定 的 代数 数 域 的 基数 ， 因此 可 见 在 解决 具体 问题 
НЕОН АН, AE 二 3 的 情形 而 考察 之 . 

假定 我 们 所 讨论 之 三 次 域 RO) 的 基数 A 适合 从 0 < A <49 (,=0), 
或 —23 < A <0 (ғ=1). 由 510 可 知 在 此 域 中 有 一 非 0 的 整数 a 使 
la| + | < | + | а} | «т, | (1) 


4213 ; 
3 < 7 = | (>). 2346 | 
л 


а 的 次 数 篇 3 或 1， 假如 能 够 确定 a 的 次 数 需 3, WE а ВАЕНИ, 
ЖЖ R(9) = R(a) ， 而 由 不 等 式 (1) 可 以 确定 a НАНА, 
从 而 经 肖 有 限 次 的 计算 或 能 得 到 业 果 ， 但 很 不 幸 的 是 我 们 没有 办 法 确定 a 不 
可 能 是 有 理 整 数 . 相反 的 ,由 於 ç > 3, 所 以 a = + 1 适合 (1) 式 ,而 土 1 在 
R(9) 中 ;所 以 此 法 不 能 适用 。 


而 


` 
клеш ee Shu ЛЬ на Lassana h ус Гый... bus = фу. 
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Ж о 需 一 大 从 3 WER, TARN B: 
Í [21| + 18,1 + [2.| < o, 


|4. +£, +ë | <3(< р), 
其 中 


) i) , 
Ei = ol xi + of ж; + of 73, 


而 ву, 42, w № R(9) 的 一 组 整 底 . 易 见 B НАИВ, 
Ў A: 
| Е + |221 + [831< р 
被 平面 £, + #2 + ёз = # 堆 合 所 得 截面 的 面积 篇 Е(#). ЯМ Е(#) 一 Е(—#) ， 
АЖ 20 №, FO BERK. ЖЕ 
ша 3 fp 
В 的 体积 一 2 | FO #=2 5 СЄ u) du > 
з [е _ 3 
>25 (' Е(и) ди = Р x 4 ЕЗ. 
但 


p° > 
23 — s, = 0; 
3! 49 Жол 
А 的 体积 = 
sf x p° 1 А — 
2 (=) 3] 123 ° 党 # == 1. 


故 由 Minkowski 定理 ,在 R(9) 内 有 一 不 等 认 0 的 整数 а 适合 


V14, ж f, — 0; 
[40 |+ |a) |+ |a) | < т’= (2) 
8 53, ч f, — 1 
х 
及 
|а pa 4+ а) | <3. (3) 


ЗЕН (3) 式 可 知 a ЖЕНИ ЛИИ a 的 次 数 篇 3, Ма. R(9) =В(а). 
命 a НИЖНИЕ | 
f) = xš — их? ря — gs = 0. (4) 


Я] 50, НЫЕ gs > 0. ETR, НИЯ 一 a 适合 
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gle) = х3 — (— gi + gz — (— gs) 一 0， | 
而 R(9) = К(а) = К(—а), B. 一 a ЖА (2) ҖЕ (3) 式 ， 所 以 不 妨 假定 
gs > 0. 
еа ар 
ЕА == [а‹) + а) + «3) | <3, 


1 4 L (2 3 3 
s= anam < (+49, 


所 以 al <2, g = 1, REAR z, УМЕР, 


[22| = lat а + a? а + а а |< 
< ja a| + ja а) + |а а | < 


«О тз р, 


所 以 |14. НЕ r,= 0 时 ,我 们 可 以 计算 得 |g2| <3. ЖАН al 
@ = 1,2,3) 到 篇 实数 , 故 或 则 三 者 同 号 ,或 则 其 中 有 二 者 同 号 ,而 与 另 一 黑 号 ， 
对 从 第 一 种 情形 ， 

[е|<[а‹0 а) | + |а00 a) | + |62) а | < | 


(laD [+ aQ) |+ [30 [})? aD 4-02 + ay 
< ау = te to) <3 


而 对 第 二 种 情形 ,不 妨 假定 aD а) > 0, дй) a < 0, HE 
|е, | За «©З 十 aD да 十 а) (3) |< 


< max (а «2, — a® (а + НЕ < 


aD + aD — а) 
«(а е уал < 一 一 “< 4， 


АВ |21 <3. 


р E Br àt, 可 知 , 在 任 一 基数 A ША 0 < A 49 (r, = 0) 或 


一 23 < A < 0 (z, = 1) 的 三 次 域 R(9) PRIER a, 使 К(9) =R(a), 


而 a МЕЖ 
х? — ши? 4 раж — 1 = 0 


的 不 可 化 方程 ,其 中 РД < 2, | g, | < 4 (& r, = 0 ЕР, leal < 3), 所 以 车 


РЕТТЕ =. r wi Prank sP a qapa r = Ни Tiana: Ильи ¿han ео ыы, ni ima P ито А aw. Q. ia g т 
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要 求 出 所 有 基数 A 适合 0 < A < 49(r, = 0) м —23 < A < 0 的 三 次 域 
R(9), аля Вр, 但 过 秆 方程 的 个 数 至 多 不 超过 45 个 
(r, = 0 时 ,不 超过 35 A), EB S в! = z, 时 ,方程 有 根 1, М gi 十 gy 十 2 二 0 


时 ,方程 有 根 一 1。 УЗЛЕ, DERE, АЯ. 又 因 x3 一 gx? 十 


+ gix —1= 0 的 根 篇 x 一 g + gx 一 1 二 0 的 根 的 倒数 ， 而 RO) = 
= (5), 所 以 (4) 的 倒数 方程 也 就 不 必 考 碟 ， МЕЖ 27 {Б 
(о = 0 №8 18 个 ) 方 程 。 求 出 此 27 个 GR 18 个 ) 方程 的 根 9, E 
RCS) 的 基数 , 序 得 表 GD 上 w= 3 ЖЖ. 


"Was. wama. m 
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一 致 分 作 


公式 
Möbius М ~ 
Euler ~ 
Selberg 一 
分 拆 
3 一 
HRH 一 
Ww ~ 
8 ~ 
~ 之 图 解 
分 解 式 


自然 数 之 标准 ~ 
特征 的 标准 ~ 


方法 
Euler-Binet ~ 
Selberg 一 
ER 
уния 一 
{РВЕ ~ 
件 随 模 ~ 


PER ~ 
GEFA ~ 

wW ~ 

Ea 不 可 分 解 ~ 


名 я & 
uniform distribution 


四 Ж 
formula 


Möbius inversion ~ 


partition 

conjugate ~ 

self-conjugate ~ 

odd ~ 

even 一 

graph of 一 

factorization，decom- 
position 

standard ~ of a 
natural number 

standard ~ of a 
character 


method 


square matrix 
diagonal matrix 


adjoint ~ 


adjoint unimodular ~ 


elementary ~ 


(non) singular ~ 


Inverse ~ 


prime ~ 


61 


引 


однообразный раепре- $10.12 


деление 


формула 


разделение 
сопряженное 一 


самосопряженное ~ 


нечётное ~ 
чётное ~ 
чертёж ~ 
представление 


каноническое ~ целых 


каноническое ~ 
характера 
метод 


квадратная матрица 
диагональная матрица 


присоединенная ~ 
присоединенная 
модулярная ~ 
элементарная ~ 
(не) особенная ~ 


обратная ~ 


простая ~ 


THE 


$6.3 


$8.3 
59.6 
$8.1 
$8.5 
58,5 
58,5 
$8,5 
$8.5 


642 


数 EU 
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БАЕК ~ 


EAr 一 


= ~ 


方程 


CINE 
模 ~ 


~ WERA 
~ МИНЕ ИА, 


一 次 不 定 ~ 
СЖ 一 
Diophantus — 


Марков — 
Pell ~ 


不 等 式 
Буняковекий-$сһзуаг2 ~ 


B| 


Holder — 
Minkowski 一 
Selberg ~ 


Gauss ~ 


ZE ~ 


standard prime ~ 


unit ~ 
null ~ 
composite ~ 


modular ~ 


нормальная простая ~ 
единичная — 

нулевая — 

составная — 
модулярная — 


norma] form(of Hermite) нормальная форма 
normal form (of Smith) нормальная форма 


equation 


linear diophantine ~ 


quadratic diophantine 一 


inequality 


lemma 


ratio 


cross ~ 


x. 


involution 
indeterminante 
vector 

plane 


complex ~ 


intersection 


factor, divisor 


invariant factor 


Ш 


уравнение 

линейное неопредел- 
енное ~ 

~ второй степени © 
двумя неизвест- 
ными 


неравенство 


лемма 


отношение 
сложное 一 


иннолуция 
неопределённый 
вестор 
плоскость 
комплексная 一 


` 


пересечение 

множитель, делитель 

инвариантный 
множитель 


514.7 
514.1 
514.1 
514.7 
514.1 
514.1 
514.1 


51,8 


614,5 
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初等 ~ elementary divisor элементарный 
делитель 
= ~ multiple factor многократный 
множитель 
多 项 式 polynomial многочлен 
(不 ) 可 化 ~ (їг) reducible ~ (не) приводимый ~ 
Ж р АМЕ ~ irreducible ~ неприводимый ~ 
(ПЕ p E 一 ) respect to modulus р по модулем р 
整 值 ~ Integral] valued 一 целочисленный 一 
次 数 degree степень 
代数 数 的 一 ~ ОЁ an algebraic ~ алгебраического 
number числа 
曲面 Surface поверхность 
== ~ cubic 一 кубическая — 
-收敛 Ф-сопуегрепсе ф-сходимоеть 
АРУ сопртиепсе сравнение 
一 次 ~ linear ~ 一 первой етепени 
高 次 ~ ~ of higher degree ~ высшей степени 
НА ~ — of polynomials | 
йй ~ ~ respect to double ~ по двоиным 
С modulus модулям 
ЗЕНА ~ — with respect to ~ по модулям идеала 
modulus ideal 
18228 residue class класс вычета 
Ж equivalent эквивалент 
с Ж 
ABUSE discriminant дискриминант 
基本 ~ fundamental — фундментальный 一 
ФЕ criterion критерий 
ЖАЙ. ~ — for uniform — для однообразное ` 
distribution раепределение 
Euler 一 
Legendre 一 
Lucas’ ~, Lucas’ test 
RTE cofactor дополнение 
代数 ~ algebraic ~ алгебраическое — 


| 


ИТТЕ 
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614,5 


54,6 


$1.13 


$4.5 


$1.12 


$16.1 


611.10 


$15.6 


$2.6 
$2.8 
54,3 


64.7 


516.9 
52.2 
s17.1 


$12.1 
$12.11 


$10.12 
$3.1 
$10.7 
$16.15 
414.2 
514,2 
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ЖОЖ) system система 
完全 剩余 ~ complete residue ~ — полных вычетов $2.2 
特 徽 ~ ~ of characters ~ характеров $12.6 
ЕСН) ~ reduced residue 一 — приведённых вы- 
| четов $2.3 
р-адїс 数 ~ p-adic number 一 ~ р-адических чисел 3515,6 
л Ж 
EBE length длина 
JERK ~ non-euclidean ~ Неевклидовая ~ 513,4 
ЯН theory of representation теория представления 57.1 
РН function функция 
对 数 一 logarithmic ~ логарифмическая 一 $5.2 
ЖА ~ decreasing ~ убывающая 一 $5.8 
mg ~ increasing ~ возрастающая ~ 55,8 
Euler ~ | 52.3 
Ж ~ characteristic ~ характерная ~ 57,2 
В ~ symmetric ~ симметрическая ~ $7.10 
ЖС ~ arithmetical ~ арифметическая ~ 56.1 
积 性 ~ multiplicative ~ мультипликативная ~ 356.1 
TARE ~ complete multiplica- полная мультипли- 
tive ~ кативная 一 56.1 
Möbius ~ $6.1 
Von Mangoldt ~ $6,1 
除数 ~ divisor =~ — делителей $6,1 
FUR 一 generating 一 полождаюшая 一 $6.14 
Riemann Zeta 一 $6.14 
Чебышев 一 59,1 
081 ~ slowly decreasing ~ медленно убываю- | 
| щая ~ 59,4 
ИЯ 一 elliptic modular ~ эллиптическая 
модулярная — 58,1 
АЕ representation предетавление 
分 式 ~ decomposition into разложение в чаетных 
partial fractions дроби _ $8.4 
p-adic ~ p-adic representation р-адическое 
представление . 815.1 


` жуйт упйн л” 


三 角 ~ 

(不 ) 完 整 ~ 

бы — 

Gauss 一 

和 (和 集 的 ~) 
ВЕС) 

я ~ 


‚ 商 高 ~ 


i RT ~ 


Cauchy ~ 
Dirichlet ~ 
Eisenstein ~ 
Euler ~ 
Fermat ~ 
Gauss ~ 
Gauss HM ~ 
Hensel ~ 
Hermite ~. 
Hurwitz ~ 
Hilbert ~ 
Ikehara ~ 


Lagrange ~ 


sum 
trigonometric ~ ` 
(in) complete ~ 


~ of equal powers 


union 
base 


canonical ~ 


~ of field 
integral ~ 
theorem, 


unique factorization ~ 


prime number ~ 


Chinese remainder ~ 


~ law of reciprocity 


Landau-Ostrowski-Thue ~ 


Lindemann ~ 
Liouville ~ 
Littlewood ~ 
Mann ~ 


8] 645 
Сумма | 
тригонометрическая ~ $7.5 
(не) полная ~ 67.7 

518.6 
67,5 
единение 514,9 
базис 
~ в каноническом 
форме 514.9; $16.8 
~ ПОЛЯ 516.3 
целочиеленный ~ 516.4 
теорема 
— единственности 
разложения $1.5 
асимптотический 
закон распределения 
простых чисел $9.1 
$11.1 
$2.7 
$18.3 
$5.12; 59.8 
$1.13 
$2.3 
1142 
s1.13 
закон взаимности $3.3 
$15.9 
$17.6 
$10.4 
$4.4 
$9.4 
$8.7 
$17.5 
$17.7 
$17.2 
$5.3 
$19.2 
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Mayer 一 s11.6 
Polya 一 $7.7 
Ко — s17.4 
Siegel ~ 517.3 
1 Sierpinski ~ $6.12 
| Tauber 型 ~ Tauberian 一 $9.4 
Thue ~ $17.4 
Waring-Hilbert ~ s19,1; 519,6 
Wilson 一 $2.9 
Wolstenholme 一 s2.10 
Виноградов — $6.11; 57.7 
Вороной — _ $6.12 
Гельфонд ~ 617,8 
Гольдбах-Шнирельман ~ $19.1; 519,3 
Горшков ~ 57.8 
Чебышев ~ 55,3: $5.6; 55,9; $10.10 
Хинчин ~ $10.10 
x ш 
恒等式 identity тождеетво 
Euler 一 55,4 
Jacobi ~ 58,7 
指数 index индексе 63.8 
点 | point точка 
E ~ fixed — неподвижная 一 s13.2 
ЕЈ ~ reduced ~ приведённая ~ 613.6 
ЖЫШ ~ — at infinity бесконечно удалён- 
| ная 一 | $13.1 
整 ~ lattice 一 целая 一 s3,3 . 
型 form форма 
二 元 二 次 ~ binary quadratic ~ бинарная квадратичная— 512.1 
已 化 ~ reduced ~ приведённая ~ — $12.2 
不 定 一 indefinite 一 неопределённые 一 $12.1 
EE ~ positive (definite) ~ положительные (опре- 
| делённые) — 612,1 
定 负 ~ negative (definite) ~ отрицательные 
(определённые) ~ $12,1 
非 原 ~ imprimitive ~ непервообразная 一 512.4 
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JX Lai 
相似 二 次 ~ 


р 


E) ~ 


逐步 淘汰 原则 
原 根 


~ 之 分 作 间 题 


кира 


= ~ 
原 ~ 
ЗЕ ~ 
ш ~ 
~ 和 


问题 


平方 和 一 
Гольдбах 一 
Hilbert 第 七 ~ 
Ргоџћеї ~ 
Waring ~ 
ВУЗЕ ~ 
Dirichlet 除数 ~ 


an iE 


等 差 ~ 
ШШ ~ 


Dirichlet ~ 
Lambert ~ 
Farey К 


primitive ~ первообразное ~ 412,4 
equivalent ~ эквивалентное ~ 512,1 
| + Ё | 
divisibility делимость 
left (right) — левая (правая) — $14.7 
Eratosthenes’ sieve method | $1.7 
primitive root первообразный 
корень $3.8; $4.10 
distribution of ~ распределение — s7.9 
norm норма 514.9 
matrix матрица s14.2 
character характер $7.2 
principal ~ главный ~ $7.2 
primitive ~ первообразный ~ $7.3 
improper ~ производный ~ $7.3 
теа] — действительный ~ 7.3 
— sum | сумма — 57.4 
problem, проблем | | 
~ оп зат of squares ~от суммы квадратов $8.7 
| $5.3 
the seventh — of Hilbert s17.6 
| $18.1 
$18.1 
circle ~ $6.9 
Dirichlet divisor ~ $6.12 
series; progression ряд, прогрессия 
arithmetic ~ арифметическая ~ $5.12 
recurring power — периодический 
степенный ~ $15.8 
| 6.14 
$6.15 
Farey 一 Е $6.10 
t- È 
genus род - $12.6 
sphere wap 
quotient частное $13.1 
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完全 一 complete ~ полное 一 810.2 Ф 
Е: field поле $4.11 
二 次 ~ quadratic ~ квадратичное ~ $16.2 
л КА ~ algebraic ~ of degreen алгебрайческое ~ 
порядка л s16.2 
я 一 simple ~ простое 一 s16.14 
欧 基 里 得 一 euclidean ~ &16,14 
基 ~ fundamental region фундаментальная 
область $13.6 
Елу continued fraction цепная дробь $10.1 
循环 ~ periodic 一 периодический ~ . $10.6 
Жаш density плотность 
р ~ 58.8 
Е ~ positive ~ положительная ~ $19.1 | 
Е 一 real 一 действительная 一 $8.8 —2 
理想 集合 ideal идеал 54.1 
假设 , ЭШ postulate, conjecture постулат | 
Bertrand 一 | $5.3; §5.7 
Fermat 一 511,7 
T constant постоянное 
_ Ешегз ~ 55.8; 517.6 
理想 数 ideal идеал _ 
- 主 ~ principal ~ главный = ` $16.6 
Ж ~ prime ~ простой ~ 616,7. 
符号 symbol символ 
Jacobi ~ $3.6 
Kronecker ~ $12.3 
Legendre ~ 53.1 
+ = # . 
НИЯ period период s7.7 
вх 一 ~ of transformation ~ преобразования $13.2 
集 set ‚ множенство | 
| 和 一 Union of ~ сумма — s19.2 
EB norm HODM | s16.3 
理想 数 的 一 ~ of ideals ~ идеала 516.9 
插入 公式 interpolation formula интерполяционная 
формула 54,3 


| £ мож 3 . 649 
| 最 大 从 因数 greatest common divisor общий наибольший 
делитель 51.4 
最 小 从 倍数 ` least common multiple общее наименьшее 
кратное $1.6 
йн geodesic геодезическая линия $13.4 
жеб association аесоциация $4.1 
= ~ left ~ левая ~ $14.1 
右 ~ right 一 правая — &14.1 
| Е series, sequence последовательность | 
| Fibonacci — | $10.1 
\ 基 ~ fundamental ~ ‚фундаментальная ~ 415,6 
j ФАК 一 ф-сопүегрепї ~ ф-сходящаяся ~ &15.6 
К .”.- null ~ нулевая ~ $15.6 
| 最 大 公 和 六 式 ( 多 项 式 之 ~) greatest common factor общий наибольший Me- 
《of polynomials) литель (полиномов) $4.1 
y 最 小 公 倍 式 (多 项 式 之 ~) least common multiple общее наименьшее ne- 
(of polynomials) дитель (полиномов) $4.2 
р order порядок 
ЕЖЕ ~ ° order of infinity — бесконечности $5.1 
| ВА residue вычет 
S 二 次 ( 非 ) ~ quadratic (non-) ~ квадратичный (не-) ~ 33,1 
Е | k 次 ( 非 ) ~ (non-)~ of -th degree (не-) ~ степени Р $3.8 
S 项 term член | 
| A ~ successivc ~ 56.10 
; 中 一 mediant $6.10 
+ = ж 
Kf. trace ‚ елед 16,3 
解 solution решение 
Fermat — . 一 $2,4 
p-adic 一 ， р-адическое ~. 415.1 
БЕЈ ~ ргорег ~ приведённое ~ 511.4 
原 ~ primary ~ первоначальное 一 511,4 
= group группа $13.2 
ч | Abelian ~ | $4.11. 
РЯ ~ adjoint 一 присоединенная ~ 614,7 
中 -极限 中 -imit ф-предел 515.6 
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+ Ж 
图 解法 graphical method графический метод $8.5 
ШЖ graph чертёж 
| А385 ~ self -conjugate ~ самоепряженый ~ 8,5 
渐 近 分 数 convergent подходящая дробь 610.1 
相似 equivalence эквивалентноеть 
实数 之 ~ ~ of real numbers — действительной 
чисел $10.5 
EZ 一 — of points — точек s13.6 
理想 数 之 狭义 一 ~ of ideals in ~ идеала в узном 
narrower sense емысле 516.13 
9 q ~ — with respect to 
| modulus q — по модулем q $12.5 
ЖАНЕРЕ method of descent метод понижения 511.7 
+ 五 # 
模 modul модуль s1.4 
ЕЕ ~ linear form 一 — линейных форм: $14.9 
БУЕ generator of modula производитель модул- | 
matrices ярных матриц $14.3 
i number число 
Fermat — $1.10 
Марков — $10.5 
Mersenne ~ $1.10 
p-adic 一 Р-адическое ~ . 15.1 
2$ 一 fraction дробь 66.10 
赋税 分 一 irreducible fraction неприводимая дробь 66.10 
ЛЕН ~ irrational ~ иррациональное ~ $6.10 
三 角 一 triangular 一 триугольное 一 58.3 
代数 一 algebraic 一 алгебраическое ~ $16.1 
К ~ algebraic integer целое алгебраическое— s16.1 
自然 一 natural 一 натуральное ~ 51.1 
381 ~ congugate ~ сопряженное ~ 616,3 
完全 ~ perfect ~ совершенное ~ 51.9 
因 ~ divisor делитель §1.1 
E~ odd нечётное ~ 51.2 
Ё ~ геа] ~ вещественное ~ $5.11 


Ф 


， 


赋值 


HA 


s= ~ 
倍 ~ 
ЖА ~ 


域 的 基 ~ 
无 平方 因 于 一 


B ~ 

单位 ~ 
超越 ~ 
{Н ~ 
йг ~ 

整 ~ 
ЖОНЕ ИРЕ 


Жа 


恒 等 ~ 


на ЖЯ ~ 
ЭРЕ ЖФ ~ 
~ 的 等 价 


半数 


ai 


HLZ ~ 
Z ~ 


НЕ 


Brun’s ~ 


Eratosthenes 一 


ООН ИЧРЕ 
TGP 


代数 ~ 
有 理 数 之 ф— 


名 Ён) Ж 
prime ~ 
multiple 


fundamental unit 


discriminant of a field 


square free — 


transcendental ~ 
complex ~ 
composite ~ 
integer ~ 


mathematical induction 


three pearls in the 

theory of numbers 
valuation 
identical ~ 
p-idic ~ 
Archimede’s ~ 
non-Archimede's ~ 
equivalence of ~ 

+ 六 # 


argument 


derivative 


product 

~ of matrices 

~ of transformations 
sieve method 


+ t # 
euchdean algorithm 
extention 
algebraic ~ 


b~ of rational number 


引 


простое 一 

кратное 

фундаментальная 
единица 

дискриминант поля 

— не делящееся на 
квадрады 

чётное — 

единица 

трансцендентное ~ 

комплексное ~ 

составное ~ 

целое ~ 

математическая 
индукция 

три жемчужины 
теории чесел 

оценка 

одинаковая ~ 

р-адическое ~ 


эквивалентность ~ 


аргумент 


производная 


произведение 
~ матриц 
~ преобразований 


‚ алгоритм эвклида 


расширение 
алгебраическое ~ 
p~ системы panao- 
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$1.2 
$1.1 


$16.11 
$16.4 


56.6 
61.2 
516.1 
$17.1 
47.1 
$1.2 
$1.1 


$5.7 


$18.1 
$15.2 
$15.2 
$15.2 
$15.3 
$15.3 
$15.3 


$13.1 
$4.6 


$13.2 


$13.2 


$19.1 
$1.3 


51,4 


84.11 
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system нального числа $15.6 
О я ~ simple 一 простое 一 $16.2 
- š 环 ring ` КОЛЬЦО $4.11 
I + А Ж 
| z class класе 
| 理想 数 ~ ideal ~ ~ идеала $16.12 
| “= += 
| MERR twin primes пара близнецов $19.5 
{ у ж transformation преобразование 
|. 有 限 次 ~ ~ of finite order ~ конечного порядка 13.2 
| 单位 ~ identical — тождественное — s13.2 
i 初等 ~ clementary 一 элементатное — 614.1 
ўй ~ іпуегѕе ~ обратное ~ 513,1 
h 一 hyperbolic ~ гиперболическое ~ 513,2 
Е ~ elliptic ~ эллиптическое ~ 613.2 
抛物 ~ parabolic ~ параболическое ~ 513.2 
GRA ~ loxodromic ~ локсодромические ~ $13.2 
~ 之 行列 式 determinant of ~ определитель 一 $13.2 
Möbius ~ Möbius’ transform $6.4 
Möbius Й ~ Möbius’ inverse - $6.4 
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